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OZET

Bilgisayar teknolojilerindeki gelismeler zor ve karmasik hesaplamalar igeren kesirli matematik alanina olan ilgiyi
arttirmigtir. Ozellikle, gercek sistemleri modellemedeki basarisi nedeniyle kontrol sistemleri alaninda gokga
yararlanilmaktadir. Pek ¢ok calisma yapilmasina ragmen karmasik ve zor matematigi nedeniyle literatiirde hala
¢oziimsiiz durumlar bulunmaktadir. Kontrol sistemleri alaninda kullaniminda karsilagilan en biiylik zorluk analitik
¢oziim eksikligidir. Bu eksikliklerden biri kesir dereceli bir transfer fonksiyon i¢in analitik zaman cevabi
hesaplamasidir. Bu nedenle, bu ¢alismada bazi temel kesir dereceli transfer fonksiyon yapilari igin yaklasik analitik
zaman cevabi fonksiyonlar1 yani yaklasik ters Laplace doniisiimlerini elde edebilecegimiz bir ¢dziim Onerisi
sunulmustur. Bu temel ¢oziimler, gelecekte biiyiik ve karmasik kesir dereceli transfer fonksiyonlarin ¢ziimiinde
temel tast olacaktir. Caligmada kesir dereceli transfer fonksiyonlarin hesaplamalarindaki basarisi sebebiyle
Grunwald-Letnikov (GL) niimerik hesaplama metodu kullanilmistir. Ayrica, egri uydurma hesaplamalarinda ise
en kiiciik kareler metodu kullanilmigtir. Sonuclar 6rnek hesaplamalar ile desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesir dereceli transfer fonksiyon; Zaman cevaplari, Ters Laplace doniistimii; Grunwald-
Letnikov; Egri uydurma

APPROXIMATE ANALYTICAL TIME RESPONSE MODEL FOR
BASIC TRANSFER FUNCTION STRUCTURES WITH FRACTIONAL
ORDER

ABSTRACT

Advances in computer technologies have increased the interest in fractional mathematics, which includes difficult
and complex calculations. In particular, it is widely used in the field of control systems due to its success in
modeling real systems. Although many studies have been carried out, there are still unresolved situations in
literature due to complex and difficult mathematics. The biggest difficulty encountered in its use in the field of
control systems is the lack of analytical solutions. One of these shortcomings is the analytical time response
calculation for a fractional transfer function. Therefore, In this study, a solution proposal is presented for some
basic fractional transfer function structures, where we can obtain the approximate analytical time response
functions, that is, the approximate inverse Laplace transforms. These fundamental solutions will be the cornerstone
of solving large and complex fractional order transfer functions in future. Grunwald-Letnikov (GL) numerical
calculation method was used in the study due to its success in the calculation of fractional transfer functions. In
addition, the least squares method was used in curve fitting calculations. The results are supported by example
calculations.

Keywords: Fractional order transfer function; Time responses, Inverse Laplace transform; Grunwald-Letnikov;
Curve fitting

1. Giris

Ik olarak Leibniz ve L’Hospital arasinda 1695 yilinda gergeklesen bir mektuplasmayla ismi
duyulan kesirli matematik alani [1], bir diferansiyel denklemde tiirev dereceleri tamsayir olmayan
durumlari inceler. Zor ve karmasik bir matematiginin olmasi gegmiste fazla ilgi duyulmamasina neden
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olmustur. Ancak gliniimiizde bilgisayar teknolojilerindeki gelismeler bu alana olan ilgiyi son
zamanlarda arttirmistir. Kesir dereceli sistemlere viskoelastik malzemeler, elektromanyetik iglemler,
uzun transmisyon hatlari, dielektrik polarizasyon, biyomiihendislik problemleri ve kaos gibi pek ¢ok
uygulama alaninda rastlamak miimkiindiir [2-8]. Endiistride kesirli matematigin baslica tercih edilme
sebebi gergek sistemleri modellemede klasik matematige gore daha basarili olmasidir [9, 10]. Bu
yetenegi sayesinde kontrol miihendisligi alaninda oldukga ilgi duyulan calisma alanlarindan biri
olmustur. Manabe, kesir dereceli kontrol alaninin 6ncii arastirmacilarindan biridir [11, 12].

Bir kesir dereceli transfer fonksiyon, tamsay1 dereceli olmayan bir diferansiyel denklemin
Laplace doniisiimii almarak elde edilir. Kesir dereceli transfer fonksiyonlar iizerinde zaman cevabi
analizleri, kararlilik analizleri, kok-yer egrisi analizi, kontrol6r tasarimlar1 v.b. gibi pek ¢ok kontrol
sistemi hesaplamalar1, tamsay1 dereceli transfer fonksiyonlara gore olduk¢a zor, karmasik ve hatta bazi
durumlarda heniiz imkansizdir. Bu tip transfer fonksiyonlarda analitik olarak sadece frekans cevabi
analizleri yapilmaktadir [13]. Zaman cevabi analizleri i¢in herhangi bir analitik ¢6ziim yontemi
bulunmamaktadir. Kesir dereceli transfer fonksiyonlar iizerinde yapilan hesaplamalar i¢in gelistirilmis
Oustaloup, Matsuda, Charef, Carlson, SBL, M-SBL gibi tamsay1 dereceli yaklasim yontemleri [14-19]
ve GL, IFTM, FSM, Mittag-Leffler gibi niimerik yontemler [20-22] kullanilmaktadir. Ancak bunlar
analitik bir fonksiyon vermemektedirler.

Son yillarda, Yiice ve Tan [23-25] tarafindan kesir dereceli transfer fonksiyonlarin yaklagik

analitik zaman cevab1 hesaplamalari iizerine temel bazi galigmalar sunulmustur. Bunlar 1/s* ve

1/(s* +1), o€ {O. 1,0.2,0.3,..., 0.9} transfer fonksiyon yapilarinin yaklasik analitik zaman denklemlerini

hesaplayan ¢aligmalardir. Bu ¢alismada, yukarida belirtilen ¢caligmalarin devami niteliginde temel kesir
dereceli transfer fonksiyon yapilan i¢in daha standart, daha az terimli ve tiirevlenebilir bir analitik
denklem modeli kullanilarak daha basarili yaklasik zaman cevabi ya da baska bir ifadeyle ters Laplace
dondsiimii hesaplamasi yapilmistir.

Bu calisma su sekilde organize edilmistir; Boliim 2°de kesir dereceli transfer fonksiyonlar ve
onlarin temel formlar1 agiklanmistir. Boliim 3’de Onerilen yontemin metodolojisi ve uygulamasi
ornekler ile anlatilmistir. Sonuglar ise Bolim 4’te verilmistir.

2. Kesir Dereceli Transfer Fonksiyonlar

Kesir dereceli diferansiyel denklemler klasik diferansiyel denklemlerin genellestirilmis
bigimleridir. Liouville-Riemann, Griinwald-Letnikov ve Caputo gibi bir¢ok matematik¢i kesir dereceli
hesaplamalar konusunda katkilar saglamislardir. Bunlardan Caputo’nun sundugu kesir dereceli
diferansiyel denklem tanimu (1) gibi ifade edilir [1, 26, 27].

al-1

[ i
L{D“y()} = s“L{y(t)} - Z soi! %(0) (1)

Burada D*y(r) =d*y(r) / dt* , y(¢) 'nin Caputo tiirevini belirtir, ¢ e R, rasyonel bir sayidir. [«¢],
’nin tam say1 kismini belirtir ve L ise, Laplace doniisiimii operatdriidiir.

Grunwald-Letnikov tarafindan gelistirilen kesir dereceli tlirevin matematiksel tanimi ise (2)’de
verilmistir [1, 26, 28, 29].

t—a

aD,“f<r>=hmh'“i(—1)~’ (”f]f(r—jh) (2)
h—0 =0 ]
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([
Denklem (2)’de & adim araligini, (-1)’ ( ] ise binomial agilimin katsayilarini ifade eder [28,
J

29]. Kesir dereceli transfer fonksiyonlarin birim basamak cevaplari GL niimerik hesaplama metodu ile
kesine yakin olarak ¢izdirilebilir [30]. Bu nedenle ¢alismada zaman cevaplart GL niimerik hesaplama
metodu ile ¢izdirilmistir ve kiyaslanmistir.

Bir r(¢) girisli ve y(¢) c¢ikish kesir dereceli kontrol sistemi, (3)’te verilen kesir dereceli
diferansiyel denklem formu ile tanimlanir.

a, D y(t)+a, D" y(t) +....+ a,D*y(t) = b, D" r(t)

n—1

3)
+b, D" r(t)+....+ b, D" r(t)
Denklem (3)’li transfer fonksiyon bi¢ciminde (4) gibi elde ederiz.
Gls) = bmsi"l + bmfls:m" +.t bosj"
a,s" +a, s +..+a,s”
{@.B R, (4)

{a,,bj}eR
a, <o, <.<a,, By<p <..<pB,, i=0,1,2.nve j=0,1,2..m

Denklem (4) biciminde ifade edilen transfer fonksiyonlar, kesir dereceli transfer fonksiyonlar
(KDTF) olarak isimlendirilirler.

3. Metodoloji ve Ornekler

Bilindigi gibi bir sistemin modeli o sistemin diferansiyel denkleminin Laplace doniisiimii alinarak
elde edilmektedir. Dolayisiyla sistemin zaman domenindeki davranigini izlemek i¢in sistem modelinin
ters Laplace doniisiimiinii aliriz. Boylece sistemin zaman domeninde davranisini tespit ederiz. Ancak
kesir dereceli diferansiyel denklemden elde edilmis bir kesir dereceli transfer fonksiyonunun analitik
olarak ters Laplace doniislimiiniin alinmasi su an i¢in miimkiin degildir. Bu ¢alismada (7-9)’da verilen
kesir dereceli temel transfer fonksiyonlarin yaklasik zaman cevabi fonksiyonlarinin bilinmesi gelecekte
karmasik yapili kesir dereceli transfer fonksiyonlarin yaklasik ters Laplace doniistimleri veya baska bir
ifadeyle zaman fonksiyonlarinin hesaplamasina kolaylik saglayacaktir.

Kesir dereceli bir transfer fonksiyon uygun kosullarda (5-6)’da ifade edildigi gibi temel transfer
fonksiyonlara ayristirilabilir.

Gls)= c(io% " cls:il+ c, " s”f3++1jci2 iq " S"‘::3+_de—2 iq (5)

{co,cl,cz,do,d] ,dz,p,q} eR, {ao,al,az} ER,

G($)=G,,,(5)+G,,(s)+G,;(s) (6)
d, (7

G, (s)=

%o
CoS
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G, (5)=—I (3

o
cs + C,

¢, +id ¢, —id 2¢,8" +2¢,p+2d,q
Gm3(S): Ot3 2‘ + OL3 2' — 2a3 O(3 : 2 - (9)
s?+p+ig sP+p-ig s +2ps? +pi+gq

Denklem (7)’de verilen kesir dereceli transfer fonksiyon formu icin analitik kesin ¢oziim zaten
mevcuttur [31]. Bu nedenle bu ¢alismada (8) ve (9) ele alinmustir. Denklem (7-9)’da belirtilen transfer
fonksiyonlar, pek ¢ok sistemin kesir dereceli temel transfer fonksiyon formlarini olusturabilirler.
Denklem (10)’da verilen kesir dereceli transfer fonksiyon (5)’te verilen temel transfer fonksiyonlara
ayristirllmaya ornek olarak verilebilir. Kesir dereceli bir transfer fonksiyonun (5)’te ifade edilen temel
transfer fonksiyon yapilarina ayristirilmasi ¢alismalari ayrica devam etmektedir.

1

G(s) =
) 1.1376s"% + 0.09465"° +1.0065"° + 2.39095"*

(10)
Burada, A =s" degisken degistirmesi yapildiginda 1> =s%°, A° =5°?, A% =s'7, A°=s"" ve
A° =s"* olarak ifade edilir. Boylece G(A), (11)deki gibi yazilir.

1

G(/I)z 6 5 2
1.13762° +0.09462° +1.0064* +2.39092

(11)

Denklem (11), basit kesirlere ayrigtirilarak (12) bigiminde yazilir. Bu denklemde karmasik kokler
ortadan kaldirilip s doniisiimii yapildigi zaman (13) denklemi elde edilir. Gortldiigi gibi denklem (13),
bu caligmada tamimladigimiz kesir dereceli temel transfer fonksiyonlar1 barindiriran yapiya
dondstiirilmistiir. Bu temel tranfer fonksiyonlarin ters Laplace doniisiimlerinin elde edilmesi igin
Onerilen metot asagida anlatilmaktadir.

—-0.0614+0.0127i —-0.0614-0.0127;

G(A)= +
A1-0.9588—-0.7789i A —0.9588+0.7789i (12)
N —0.0840+0.0365i N —0.0840 —0.0365; N —-0.1275 N 0.4183
A+0.4755-1.0421i A+0.4755+1.0421i A+1.0497 A
-0.1228s5" +0.09796 0.1685"° +0.156
G(s) =53 _ 03 T 06 03
s 1.918s7” +1.526 s +0.951s™ +1.312 (13)

0.1275 +0.4183
s%+1.0497

Kesir dereceli transfer fonksiyonlar {izerinde frekans cevabi analizleri disinda dogrudan analitik
hesaplama yapilamadig: bilinmektedir [16]. Ancak zaman cevabi analizleri, kok-yer egrisi analizleri,
durum-uzay matris hesaplamalar1 v.b. pek ¢ok islem dogrudan gergeklestirilememektedir. Bu nedenle
zaman cevabi analizi ve diger kontrol sistemleri hesaplarinin yapilabilmesi igin tamsayi dereceli
yaklasim yontemlerine bagvurulur. Boylece elde edilen tamsay1 dereceli transfer fonksiyon iizerinden
analitik hesaplamalar yaklagik olarak yapilabilir. Ancak yiiksek dogrulukta transfer fonksiyonlar elde
edebilmek igin yiiksek dereceli yaklasimlar kullanmak gerekmektedir. Ornegin (14)’te verilen kesir
dereceli bir transfer fonksiyonunda s™ ’iin sirasiyla birinci, ikinci ve tigiincii dereceden Matsuda

yaklagimlarinin kullanilmas1 sonucunda G(s) ’in tamsay1 dereceli esdegerleri (15-17)’de verilmistir.
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>
G (5= 4136 s* + 3055 1:385254227: 20.68s +17.1 (13)
s* +54.565" +753.95 +261.7s
G2 (5) = +j.3796s6 172.55° + 1244 5° (16)
+2517s +1233s5° +276.1s + 23
s° +130s” +44435* +14050s° +12380s”
G, (s)= +11935 +30.54 an

5.526s +483.857 +9084s° +39090s° + 59870 s*
+37560s° +13780s> +1210s + 30.54

T T T T T T T T T

1.5 - Birinci Dereceden Matsuda Yaklagimi -
ikinci Dereceden Matsuda Yaklasimi
Ugtincii Dereceden Matsuda Yaklasimi

Grunwald-Letnikov

Cikis (Birim Basamak Cevabi)
o
o

1 1 1 1 1 1 1 1 1 =
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Zaman (s)
Sekil 1. Matsuda metodu ve GL ile hesaplanan birim basamak cevaplari

Kesir dereceli bir transfer fonksiyonun zaman cevabt ayrica nilimerik olarakta
cizidirilebilmektedir. Niimerik yontemlerden biri olan GL metodu kesine yakin sonuglar vermektedir
[20]. Burada tamsayi dereceli yaklagim yontemlerinin zaman cevabi analizindeki basarisinin tespiti i¢in
GL metodu ile kiyaslama yapilmistir. Denklem (15-17)’nin birim basamak cevaplar1 ve GL niimerik
yontem ile hesaplanmig birim basamak cevabi Sekil 1°de iist iiste ¢izdirilmistir. Gortildiigi gibi ticlincii
dereceden yaklasim ile elde edilmis olan G,,,(s) ‘in birim basamak cevabi, GL ile ¢izdirilmis birim
basamak cevabina en fazla yaklasan sonu¢tur. Bu durum yiiksek dereceden yaklagimlarin daha diisiik
hataya sahip olduklarinmi ve kesine yakin sonuglar verdiklerini kanitlamaktadir. Bu bilgiden yola ¢ikarak
Onerilen yontem icin daha az sayida fonksiyon ile daha yliksek dereceden yaklagimi temsil edebilecek
ve ayni zamanda analitik tiirevlenebilen (18) zaman fonksiyonu modeli belirlenmistir. Burada f,,, (1),
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egri uydurma yapilacak birim basamak cevab1 fonksiyonudur. Denklem (18) ile kararli yapidaki sistem
modellerinin birim basamak cevaplar1 ifade edilebilir.

fo=ut? v Pl PP (18)
uv! 1 1 1
F._(s)= + - +..- _
step( ) Sv+1 (S+ﬂo) (S+ﬂ1) (S+,Bk) 7, =1, (19)

i€{0,1,2,...k}

Denklem (18)’de y, =1, i€{0,1,2,...,k} olsayd: fonksiyonun Laplace doniisiimii (19)’daki gibi
hesaplanirdi.  Ancak y, =1 durumunda f,, (¢) fonksiyonunun analitik Laplace doniisimi

hesaplanamaz. f, (), bu genel bicimiyle v ve y, =1 ya bagl olarak yiiksek dereceden tam say1

tep

dereceli transfer fonksiyonlar1 temsil eder. Bu haliyle £, (¢), kesir dereceli transfer fonksiyonlarin

step
zaman cevaplarina daha iyi uyum saglayacaktir. Fonksiyonun bilinmeyen reel parametreleri u,v, 8 ve

», en kiigiik kareler metodu kullanan egri uydurma islemi sonucunda tespit edilir. Boylece G(s) kesir

dereceli transfer fonksiyonunun birim basamak cevabmi temsil eden zaman fonksiyonu fstep(l‘)

hesaplanmis olur. Ayn1 zamanda (20-21)’deki gibi f

ep (1) fonksiyonunun tiirevi alinarak G(s) kesir

dereceli transfer fonksiyonunun birim darbe cevab1 g(¢) hesaplanabilir.

df.
g(n="=) "
g(t)= uvt(v - _ lgoyot(ﬂ/o - 1)e—ﬂol‘7/° 4 ﬂﬂ’lt(yl - 1)6_/31[71 o
-t /B/J/kt(yk _l)e_ﬁklj/k
g(t)~L"[G(s)] .

Denklem (22)’de goriildiigii gibi g(¢), kesir dereceli G(s) transfer fonksiyonunun yaklasik ters
Laplace doniisiimii olarak diisiliniilebilir. Denklem (8) bigimindeki kesir dereceli transfer fonksiyonlar

i¢in ilk iki terimli £, (¢), (9) bigimindeki kesir dereceli transfer fonksiyonlar i¢in ise ilk t¢ terimli

Suep (1) zaman fonksiyonu hesaplamalar igin yeterli olmaktadir. Onerilen yontem ile (8-9)’da verilen

kesir dereceli transfer fonksiyon yapilarn igin birim darbe ve birim basamak cevaplarinin zaman
denklemleri yani yaklagik ters Laplace doniisiimleri hesaplanabilmektedir. Bir diger sdylem ile sistemin
kesir dereceli diferansiyel denkleminin yaklasik olarak ¢6ziimii elde edilmektedir.

Onerilen metodun islem basamaklar:

Basamak 1: GL Metodu kullanilarak kesir dereceli transfer fonksiyonun birim basamak
cevabinin kesine yakin ¢izdirilmesi

Basamak 2: Denklem (8) formundaki transfer fonksiyon icin ilk iki terimli £,

\ep (1) fonksiyonu

belirlenmesi, Denklem (9) formundaki transfer fonksiyon i¢in ilk {i¢ terimli f

step

(t) fonksiyonu

belirlenmesi

ADYU Miihendislik Bilimleri Dergisi 16 (2022) 49-60



55 A. Yiice

Basamak 3: En kiigiik kareler egri uydurma yontemi ile £, (¢)’nin birim basamak fonksiyonu

tep
egrisine uydurma igleminin yapilmasi
Basamak 4: f (¢) fonksiyonundaki bilinmeyen parametrelerin elde edilmesi ve fonksiyonun

yazilmasi

e (1)
dt

Basamak 5: g(7)= denklemi ile birim darbe cevabi fonksiyonuna gec¢is yapilmasi

Onerilen yontemin gegerliligi asagidaki drnekler iizerinde incelenmistir.

Ornek 1: Denklem (23)’te verilen kesir dereceli temel transfer fonksiyonun zaman fonksiyonunu elde
edelim;

1

G(s)=
(s) 2 +1.5

(23)

Denklem (23)’te verilen kesir dereceli transfer fonksiyon, (8)’de verilen yapidadir. Belirtildigi
gibi bu formdaki transfer fonksiyonlar i¢in f, (#) zaman fonksiyonunda ilk iki terim kullanilmasi

step

yeterlidir. Onerilen yontem ile f,,, (f) katsayilari ¢, =0.2 i¢in u=-0.127, v=0.0513, g =0.6047

tep
ve y,=-0.1165 olarak hesaplanmistir. Boylece (23)’iin birim basamak cevabmin yaklasik zaman
fonksiyonu ya da baska bir deyisle yaklasik ters Laplace doniisiimii (24)’teki gibi elde edilir. Denklem
(23)’tin GL kullanilarak ve yaklasik olarak hesaplanan f,_(¢) fonksiyonu ile ¢izdirilmis birim basamak

step

cevaplar1 Sekil 2°de verilmistir.

—0.1165
»f;tep (t) = _0127t00513 + 6_06047t (24)

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Cikis (Birim Basamak Cevabi)

0.1

Grunwald-Letnikov

f
step®

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman (s)

Sekil 2. Denklem (23)’iin 6nerilen ve GL metodu kullanilarak ¢izdirilmis birim basamak cevabi
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Sekil 2°de fs,ep (t) ve GL ile ¢izdirilmis birim basamak cevaplarinin birbirini ¢ok iyi takip ettikleri

goriilmektedir. Bu iki egri arasindaki ortalama karesel hata 7.6717x107° olarak hesaplanmustir. Bu
sonuclar hesaplanan yaklagik birim basamak cevabi fonksiyonunun olduk¢a basarili oldugunu
gostermektedir.

Denklem (23)’te ayrica ¢, 6{0.1,0.2,0.3,...,0.9} degerleri i¢in £, (¢) bilinmeyen parametreleri
Tablo 1°de sunulmustur. Tablo 1 incelendiginde en biiyiik karesel hata degerinin o, =0.9 i¢in 0.0072
oldugu goriilmektedir. Bu hata degeri hesaplamalar i¢in kabul edilebilir araliklardadir. Ayrica
geligtirilen yazihm ile 0<eg <1 araligindaki tim degerler i¢in  f, (f) fonksiyonu

hesaplanabilmektedir.

Cizelge 1. o, €{0.1,0.2,0.3,...,0.9} degerleri i¢in f,

wep (1) parametreleri ve hata miktart.

o B Ortalama Karesel
1 u v o 7o Hata (RMSE)

03 -0.1095 0.0947 0.6174 -0.1738 9.9743x107°

0.4 -0.1258 0.1066 0.5667 -0.2361 4.6232x10°°

0.5 -0.1496 0.1047 0.5040 -0.3032 0.0012

0.6 -0.1747 0.0970 0.4414 -0.3760 0.0022

0.7 -0.1987 0.0871 0.3832 -0.4563 0.0036

0.8 -0.2204 0.0768 0.3310 -0.5470 0.0052

0.9 -0.2388 0.0672 0.2853 -0.6521 0.0072

Denklem (23)“ilin birim darbe cevabi g(¢) ’yi hesaplamak i¢in (20-21) kullanilir. Yani f,

., (1) ’nin
step

analitik yontemler ile tlirevi alindig1 zaman g(z) fonksiyonu (25) gibi hesaplanmis olur. Ayni sekilde
GL metodu ve g(¢) fonksiyonu kullanilarak cizdirilen birim darbe cevaplar1 Sekil 3’te sunulmustur.
Her iki egri birbiri ile bagarili bigcimde ortiismektedir. Burada g(¢) zaman fonksiyonu, (23)’te verilen

kesir dereceli transfer fonksiyonun yaklasik birim darbe cevabi fonksiyonu ya da bagka bir ifadeyle
yaklasik ters Laplace doniistimiidiir.

(6) 20,0065 10,0704 165~0.6047¢" 1107 (25)

Ornek 2: Denklem (26)’da verilen kesir dereceli temel transfer fonksiyonun zaman fonksiyonunu elde
edelim;

0.85"° +0.26

G(s)=
(s) s%4+0.755" +1.42

(26)

Denklem (26)’da verilen kesir dereceli transfer fonksiyon, (9)’da verilen yapidadir. Bu formdaki

transfer fonksiyonlar igin f,  (#) zaman fonksiyonunda ilk ti¢ terim kullanilmas: gereklidir. Verilen

ADYU Miihendislik Bilimleri Dergisi 16 (2022) 49-60



57 A. Yiice

kesir dereceli transfer fonksiyonunda «, =0.3 tiir. Onerilen ydntem ile Siep (1) fonksiyonunun

katsayilar1 u=0.1964, v=0.0022, g =1.6051, y, =0.1169, B, =3.1005 ve y, =0.2757 olarak
hesaplanmistir. Boylece (26)’nin yaklasik birim basamak cevabi fonksiyonu (27)’deki gibi elde edilir.

0.1169 02757
Fo (0)=0.196410-0022 | ~1.6051r _ 3.1005¢ @7

Denklem (26)’nin GL ve yaklasik olarak hesaplanan f (¢#) fonksiyonu kullamlarak iist iiste

tep
cizdirilmis birim basamak cevaplar1 Sekil 4’te verilmistir. Sekil 4 incelendiginde, bu 6rnekte de dnerilen
yontem ile hesaplanan birim basamak cevabinin, GL metodu ile hesaplanan birim basamak cevabina
oldukga yakin oldugu goriilmektedir. Ayrica bu basarili hesaplama iki egri arasindaki ortalama karesel
hatanin 7.2005x10~ gibi oldukga kiigiik bir deger olmasindan anlasilmaktadir.

Grunwald-Letnikov

9t

Cikis (Birim Darbe Cevabi)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman (s)

Sekil 3. Denklem (23)’lin 6nerilen ve GL metodu kullanilarak ¢izdirilmis birim darbe cevabi

0.4

Grunwald-Letnikov

0.2

0.1

Cikis (Birim Basamak Cevabi)
(=}
o

0.05

0o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman (s)

Sekil 4. Denklem (26)’nin 6nerilen ve GL metodu kullanilarak ¢izdirilmis birim basamak cevabi
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Yapilan hesaplamanin  genel dogrulugunu gosterebilmek icin bu  Ornektede
a, € {0.1,0.2,0.3,...,0.9} degerleri i¢in f, () katsayilar1 ve ortalama karesel hatalar1 hesaplanmustir.

Hesaplanan katsay1 ve hata miktarlarn Cizelge 2’de verilmistir. Cizelge 2’den hata degerlerinin
7.8929x107° —0.0063 araliginda oldugu goriilmektedir. Onerilen yontem ile (8-9)’da belirtilen kesir
dereceli transfer fonksiyon formlari i¢in oldukca diigiik hata degerlerinde yaklasik zaman fonksiyonlar
hesaplanabildigi her iki 6rnekten elde edilen sonuglar ile ortaya koyulmustur.

Cizelge 2. a, €{0.1,0.2,0.3,...,0.9} degerleri i¢in f,

wep (1) parametreleri ve hata miktari.

a, ) , B, Y B, ”, Ortalama Karesel
Hata (RMSE)
0.1 0.2914 | 0.0027 1.9993 0.0805 | 2.4169 | 0.1112 7.8929x107°
0.2 0.1744 | 0.0025 | 1.5466 0.0639 | 3.1302 | 0.1752 6.2353x107°
0.3 0.1964 | 0.0022 1.6051 0.1169 | 3.1005 0.2757 7.2005x10°°
04 0.2032 | 0.0020 1.5795 0.1819 | 3.0928 | 0.3936 3.4933x10°*
0.5 0.2010 | 0.0018 1.5134 | 0.2520 | 3.1759 | 0.5359 0.0010
0.6 0.1965 | 0.0016 1.4217 | 0.3358 | 3.2574 | 0.7116 0.0024
0.7 0.1919 | 0.0015 1.2675 0.4708 | 3.1058 | 0.9491 0.0042
0.8 0.1879 | 0.0013 0.9208 | 0.8439 | 2.2234 1.3488 0.0056
0.9 0.1843 0.0012 | 0.1085 2.5965 0.5187 1.3259 0.0063

Denklem (26)’nin birim darbe cevabt g(¢), f,,,(¢) fonksiyonunun tiirevi almarak (28) gibi

hesaplanir. GL metodu ve g(¢) fonksiyonu ile ¢izdirilen birim darbe cevabi Sekil 5°te verilmistir. Birim

basamak cevabindaki ¢ok diisiik hataya sahip basarili hesaplamalar, birim darbe cevabi egrilerinin de
birbirlerini basaril1 bir sekilde takip etmesinden anlasilmaktadir.

0.1169

0.2757

" T T T T T T T T T

Grunwald-Letnikov

at) =

Cikis (Birim Darbe Cevabi)
1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman (s)

Sekil 5. Denklem (26)’nin 6nerilen ve GL metodu kullanilarak ¢izdirilmis birim darbe cevab1
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4. Sonuclar

Bu ¢alismada kesir dereceli kontrol sistemlerinde bazi temel transfer fonksiyon yapilari i¢in
zaman cevabi fonksiyonlarini yaklagik olarak hesaplayabilen bir ¢dziim Onerilmistir. Bazi temel kesir
dereceli transfer fonksiyon yapilari ve onlarin yaklasik zaman cevab1 fonksiyonlar1 agiklanmustir.
Onerilen yontemin uygulamasi oOrneklerle gosterilmistir. Hesaplanan yaklasik zaman cevabi
fonksiyonlari ile birim basamak ve darbe cevaplari ¢izdirilmistir. Bu zaman cevaplari GL metodu ile
kiyaslanmistir. Hata miktarlar1 sadece birim basamak cevaplari iizerinden hesaplanmistir. Onerilen
yontem ile GL metodu hesaplamalari arasindaki hata miktarlarinin oldukga diisiiktiir. Yontem yiiksek
dogrulukta sonuglar vermektedir. Bu yontemle hesaplanan zaman fonksiyonlari, verilen kesir dereceli
transfer fonksiyonlarin yaklasik ters Laplace doniistimleridir. Kesir dereceli bir diferansiyel denkleme
yaklasik olarak ¢6ziim sunmaktadir. Ayrica bu ¢alisma daha karmasik yapidaki kesir dereceli transfer
fonksiyonlarin yaklasik zaman cevaplarinin hesaplanmasi i¢in bir temel niteligindedir.
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