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ISING MODELDE KORELASYONLU INDIRGENMIS
TRANSFER MATRIS YAKLASIMI

Tuncer KAYA*, M. Murat ARIK**

OZET

Bu calismada 2 boyutlu indirgenmis transfer matris yaklasimi, ¢ok parcacikli korelasyon fonksiyonu
kullamlarak gelistirilmeye ve daha iyi bir K=J/kgT degeri elde edilmeye calisilmistir. Bunun icin
Hamiltonyendeki spinler, ortalama spin manyetizasyonu, (<c>), yerine ¢ok parcacikli korelasyon
fonksiyonu, oij,1 = <6> + A(0yj- <6>), ile yer degistirilmistir. Burada z, koordinasyon sayis1 olmak iizere
A=1/(z-1)=1/3 alinmugtir. indirgenmis transfer matris yaklastmmin 2 boyutlu Ising ferromanyetigi igin
tahmin ettigi K.=J/kgT degeri 0.401’dir. Korelasyonlu indirgenmis transfer matris metodunun tahmin
ettigi deger ise K.=J/kgT=0.455" dir. Bu deger L. Onsager’in buldugu gercek degerden sadece % 3.4
farklidir.
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CORRELATED REDUCED TRANSFER MATRIX APPROACH FOR ISING
MODEL

ABSTRACT

In this work we try to improve 2D reduced transfer matrix aproach and critical coupling strenght,
K=J/kgT, using many-body correlated function. For this aim we replace local spin degrees of freedom
with many body correlated function, o;j,1 = <o> + A0y - <0>), instead of magnetization per spin, (<c>),
in the Hamiltonyen. In this function we take A = 1/(z-1)=1/3, where z is the coordination number.
K=J/kgT of 2D Ising model in reduced transfer matrix aproach is 0.401. However correlated reduced
transfer matrix approach supposes K.=J/kgT=0.455. This result deviates from the exact value obtained by
Onsager by 3.4 percent
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1. GiRis

Istatistik mekanigin en ¢ok calisilan konularindan biri de Ising modeldir. Ernst Ising
doktora tezinde hocasi Wilhelm Lenz tarafindan Onerilen manyetik faz gecisi
problemini inceledi ve kendi adi ile anilan modeli kurdu (Ising, 1925). Tezinde,
manyetik momentlerin bir zincir iizerindeki 6zel dizilimini arastirdi. Bu dizilimde
momentlerin 6zel olarak sadece asagi ve yukar1 yonelimlere sahip oldugu ve sadece
en yakin komsulari ile ¢iftler halinde etkilestigi varsayildi. Ising, 1 boyutta sadece 0
sicaklikta manyetik faz gegisinin oldugunu gosterdi.

1941 yilinda Hendrik Kramers ve Gregory Wannier dig manyetik alan olmamasi
durumunda kare latis i¢in kritik sicaklik degerini veren bir ifade buldu (Kramers ve
Wannier, 1941). 1944 yilinda Lars Onsager, Helmholtz serbest enerjisini kullanarak
Kramers ve Wannier tarafindan bulunan kritik sicaklik degerinin dogrulugunu agik
bir sekilde gosterdi (Onsager, 1944).

1960 yilinda Cyril Domb, 2 boyutta bal petegi ve liggen latis i¢in kesin ¢6ziimii
buldu (Domb, 1960).

Ising model uzun yillardir ¢alisilmasina ragmen kesin ¢6ziim 3 boyutlu orgiilerde
heniiz yapilamamistir. Bu sebeple iizerinde ¢ok calisilan bir teoridir. Kesin sonuglar
olmasa da degisik yaklasim metotlar1 mevcuttur. 1972 yilinda yayimlanan seri agilim
metodu bunlardan biridir (Sykes vd., 1972). Ayrica renormalizasyon grup teorileri
vardir (Fisher, 1974; Kadanoff vd., 1967; Maris ve Kadanoff, 1978; Wilson, 1971).
Ising modelin ¢oziimiinde en ¢ok kullanilan yaklasimlardan biri ortalama alan
teorileridir. Ortalama alan yaklasgimi 1907 yilinda Weiss tarafindan gelistirilmistir
(Weiss, 1907). 1935 yilinda gelistirilen Bragg-Williams (Bragg vd., 1935) ve Bethe-
Peierls (Bethe, 1935; Peierls, 1936) metotlar1 ortalama alan yaklasimini kullanan
diger metotlardir. Bu iki ortalama alan metodunun eksiklikleri vardir. Bunun sebebi
bu metotlarin korelasyon etkilerini tam olarak hesaba katmamasidir. Korelasyon
etkilerini icine alan bir ¢ok ortalama alan metotlar1 gelistirilmistir. Bu konu ¢ok
uzun bir konudur (Smart, 1966). Ama bir ka¢ 6nemli noktaya temas edilebilir.

H.B. Callen ve digerleri 1963 yilinda diagramatik acilim metodunu kullanarak cok
sistematik bir yaklasim yapmislardir (Streb vd., 1963). Ayrica H.B. Callen 1963
yilinda tam spin korelasyon fonksiyonunu bulmustur (Callen, 1963).

1974 yilinda MLE. Lines, etkin (ortalama) alan teorisi i¢ine ¢cok parcacikli statik spin
korelasyonunu katarak, korelasyonlu etkin alan teorisini gelistirmistir (Lines, 1944).
Bunun icin extra bir terim kullanmistir. Bu teori manyetik sistemlerdeki bir ¢ok
probleme uygulanmustir.

T. Kaneyoshi ve digerleri 1981 yilinda yeni korelasyonlu etkin alan teorisini
geligtirmistir (Kaneyoshi vd., 1981). Teorilerinde Honmura ve Kaneyoshi’nin
gelistirdigi difransiyel operator teknigini (Honmura R. ve Kaneyoshi T., 1979), tam
spin korelasyon fonksiyonunu ve c¢ok parcacikli korelasyon fonksiyonunu
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kullanmislardir. Bulduklar1 sonu¢ Bethe-Peierls’in buldugu sonu¢ ile aymidir.
Teorileri birgok probleme uygulanmistir (Honmura, 1984; Taggrat, 1944).

2000 yilinda Wysin ve Kaplan 6z uyumlu korelasyonlu etkin alan teorisini
bulmuslardir (Wysin ve Kaplan, 2000). Bulduklar1 sonu¢ Bethe-Peierls-Weiss nin
buldugu kritik sicaklik sonug¢larindan daha iyidir.

Yakin bir zamanda gelistirilen indirgenmis transfer matris yaklagimi (Kaya ve Arik,
2009) Hamiltonyende serbest spinleri, ortalama spin manyetizasyonu ile yer
degistirir. Bunu kisa ve uzun erisimli etkilesmeleri ve dalgalanmalar1 hesaba katmak
icin yapar. Indirgenmis transfer matris yaklasimi kritik sicakligi uygun bir hata pay1
ile tahmin edilir. Korelasyonlu indirgenmis transfer matris yaklagimi ise indirgenmis
transfer matris yaklagitmindan farkli olarak serbest spinleri T. Kaneyoshi ve
digerlerinin kullandig1 ¢ok pargacikli korelasyon fonksiyonu ile yer degistirir. Eger
bu fonksiyondaki statik korelasyon parametresi A yerine 0 aliirsa indirgenmis
transfer matris yaklagtminin kullandigr doniisim elde edilir. Dogal olarak bu
calismada bulunan sonuglarda A yerine O almirsa indirgenmis transfer matris
yaklasimindaki sonuclarin aynisi elde edilir.

2. iKi BOYUTTA KORELASYOLU iNDIiRGENMiS TRANSFER
MATRIS YAKLASIMI

Ising sisteminin makroskobik 6zellikleri kanonik kiime boliisiim fonksiyonu

Q — Ze*ﬁﬂ{@} 1)

{oi}
ile incelenebilir. Burada p=1/kgT, kg Boltzman sabiti ve T sistemin sicakligidir.
Iki boyutta N tane 6zdes spinden olusan kare érgiide Hamiltonyen
H{O-i}:_z‘Io-i,j(o-i+1,j+o-i,j+l)_zho-i,j @)

<i,j> i,j

denklemi ile verilir. Burada J etkilesme parametresi ve h dis manyetik alandir.
Spinler sadece o;; = *1 degerlerini alabilir. <i,j> en yakin komsular iizerinden
toplam alindigin1 gosterir.
Indirgenmis transfer matris metodunda bazi o;;’ler, ortalama spin manyetizasyonu
<o> ile degistirilir.
T. Kaneyoshi ve digerlerinin yeni korelasyonlu etkin alan teorisinde kullandiklar
cok parcacikli korelasyon fonksiyonu

Oi.s :<O-i+§>+/1(o-i _<O-i>) 3
ile verilir. Burada A, sicakliga bagl statik korelasyon parametresidir. Ferromanyetik
sistem icin her zaman <O'l. . 5> = <O' > yazilabilir. Cok pargacikli korelasyon

fonksiyonunu 2 boyutta Hamiltonyende kullanmak i¢in yeniden diizenlersek

0,a=(0)+4(0,,~(0)) @)
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ifadesi bulunur. Dikkat edilirse statik korelasyon parametresi 4 =  almirsa

indirgenmis transfer matris yaklagiminda yapilan doniisiim elde edilir.
Cok parcacikli korelasyon fonksiyonu Hamiltonyende yerine yazilir ise

H{c}=-> Jo,, [O'M,j +(<G>+Z(Gi,j —<G>))}—;/’l0'[,j )

<i,j>

denklemi bulunur. Ara islemlerden sonra asagidaki Hamiltonyen elde edilir.

H{o,} =~ z JO, 0. ; _Z[J <O'> (1-2)+ h] o, _Z JA ©)
Bulunan Hamli’ljtonyeni v h

H{c,} = —Z Jo, 0,

<i,j>

—Z[J(a}(l—lhh}%(qJ+o;+1,j)—ZJ/1 (N

seklinde de yazabiliriz. Bu Hamiltonyen, boliisiim fonksiyonunda yerine konur

0= Zexp{ z ﬁjai,jam,j

o <i,j>
{oi} ®
1
“S[pr0)0-2)-pr1 (o, 0, )+ T 512
i,j i

ve K=PBJ ve H=ph doniistimleri yapilirsa boliisiim fonksiyonu asagidaki sekli alir:
Q = Zexp{ z KG[,/‘GHI,/‘

{ei) <i.J>

. ©))

+;[K<a>(1—/1)+H]%(o;,j +ai+1,j)+;K/1}

Boliisiim fonksiyonunu ¢ézmek icin transfer matrisi yontemi kullanilir. 2*2°1ik P
transfer matrisinin elemanlar1

1
Ko; 0, +E[K<U>(1’A)+H:I(Ui.j +0i41.,5

)+Kﬁ.

<o,,|Plo,,, >=e (10)

esitliginden bulunur. Bulunan P matrisinin elemanlar1
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< +1|P| +]>= eK+(K<0>(1—/1)+H)+K/1

< —1|P| > eK—(K<a>(1—1)+H)+m

(11
<+1|P|-1>= "+
<—1|P[+1>=¢ "
yerine yazilirsa P matrisi
eK+K<a>(1—A)+H+KA e—K+K/1
K-K<o>(1-A)-H+KA a2)
e—K+K/1 e <o>(1-4)-H+
bulunur. P matrisi boliisiim fonksiyonuna konursa elde edilen esitlik:
0= <0|P|lo,><0,|Plo, >-<0,.|Plo,. > (13)
o_i
Sinir sartlari 0N2+1 = o, kabul edilirse, boliisiim fonksiyonu
2 (Nz) 2 2

0= <0,|P" |0, >=TrP "=m" +m) (14)

{oi}
seklini alir. Burada m; ve m, P matrisinin 6zdegerleridir. Q boliisiim fonksiyonunu
bulmak i¢in tek yapmamiz gereken bu 6zdegerleri bulup yerine koymaktir.
P matrisinin 6zdegerleri:

m,,=e*"? cosh[ K <o >(1-4)+H |

. (15)
FUD Jsinh’[K <o >(1-2)+H J+e™*

2 2
Termodinamik limitlerde ¢alisacagimiz icin N > oo limitinde mlN 0 mév

oldugu goriiliir. Bu durumda
_ N? N? _ _ N?
O=m +m, =m, (16)
yazilabilir. En son olarak Q boliisiim fonksiyonu:
2 N?
Q=" cosh[ K <o>(1-1)+H |
a7)

2 N2 ’
+ KN [\/sinhz [K<o>(1-4)+H |+e* }

Boylece Q boliisiim fonksiyonu K, <o> ve H degigkenlerine bagli olarak bulunmus
olur.

Ortalama spin manyetizasyonu, Helmholtz serbest enerji formalizminde asagidaki
gibi verilir:

1 dlnQ

<G>:—2
N° OoH

(18)

79



Tuncer KAYA, Murat ARIK

(18) formiilii kullanilarak Q boliisim fonksiyonundan bulunan ortalama spin
manyetizasyonu:

(1+K(1—/1)aa<;>}inh(1<(l—/l)<G>+H)

19)

(0)-

Jsinh? (K (1=4) <o >+H)-e™*
9(o)
oH
terim bulunursa biitiin ifade c¢oziilebilir. Tiirev ifadesini bulmak ig¢in
Hamiltonyendeki spinlerden ikisi cok parcacikli korelasyon fonksiyonu ile
degistirilir.

Yeni Hamiltonyen:

H{Q}Z—EZ2]RO>+1(QJ—<G»}QJ—2:th. (20)

<i,j>

Bu ifadeyi teriminden dolay1 ¢6zmek zordur. Ama giizel bir yaklasikla bu

Buradan bulunan Hamiltonyen boliisiim fonksiyonunda yerine konursa yeni
boliisiim fonksiyonu:

{Z 2k(o)(1-A)0; ;+ Y, H;(a,»,j+a,»+lh,»)+221a}
Q — Ze <i,j> <ij> ij .
{oi}
Matris yontemi ile bu boliigiim fonksiyonu ¢oziiliirse bulunan boliigiim fonksiyonu
2 N?
0 = [2cosh[2K<a>(1—/i)+Hﬂ (22)

ve ortalama spin manyetizasyonu

21

(a):tanh(zK<a>(1—/1)+H)(1+2K(1—/1)%j 23)
seklinde bulunur. Buradan 0 <G > / oH cekilir.
<o > (o) 1

= -1 . (24)

oH tanh(2K <o >(1-4)+H) |2K(1-2)
(24) ifadesi (19) denkleminde yerine konursa ortalama spin manyetizasyonu:
_ sinh(K(1-4)<o>+H)
\/sinh2 (K(1-2)<o>+H)-e**
(25)

1,1 (o)
2 2tnh(2K<o>(1-1)+H)

Dikkat edilirse A yerine 0 koydugumuz zaman 2 boyutta indirgenmis transfer matris
yaklagiminda elde edilen ortalama spin manyetizasyon bulunur.
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(25) ifadesinde A yerine 2 boyutta kare latis i¢in T. Kaneyoshi ve digerlerinin

buldugu (Kaneyoshi vd., 1981)

/7?- = L = 1 (26)
z—1 3

degeri kullamilabilir. Burada z koordinasyon sayisidir. (25) denklemini analitik

olarak ¢ozmek zordur ama niimerik olarak ¢oziilebilir. H yerine O alarak elde edilen

niimerik ¢oziim Sekil 1’de verilmistir.

1L
0a}
06
04}
02t

]

Manyetizasyon

ozl
04k
06k
oalk

RS

0 0.1 0z 03 0.4 04 0.6 07 0.4 0g 1

Sekil 1. 2 Boyutta Korelasyonlu indirgenmis Transfer Matris Yaklasiminda
Manyetizasyonun Davranisi

Kritik noktay1 tam olarak bulmak i¢in kritik nokta civarinda daha hassas niimerik

hesap yapilir. Kritik nokta civarinda manyetizasyonun davramist Sekil 2’deki
grafikte verilmistir. Bulunan K, degeri 0.455’dir.
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0.4 T T T T

0351 f

03F =

0251 &

02r b

Manyetizasyon

0ar b

01F B

0osn 71

0 L I 1
0.445 0.45 0.455 0.45 0.465

K
Sekil 2. 2 Boyutta Korelasyonlu indirgenmis Transfer Matris Yaklasiminda
Kritik Nokta Civarinda Manyetizasyonun Davranisi

3. SONUCLAR

Renormalizasyon grup teorisi (RGT), Bethe-Peierls ve Bragg-Williams metodlarinin
2 boyutta Ising modeli i¢in tahmin ettikleri kritik K. degerleri en az %15 hata pay1
igerir.

Indirgenmis transfer matris yaklasimi iki boyutta K. degerinin 0.401 olacagim
sOyler. Bu deger L. Onsager’in buldugu gercek degerden sadece %8.8 farklidir.
Korelasyonlu indirgenmis transfer matris yaklasimi ise ortalama manyetizasyon
yerine ¢ok parcacikli korelasyon fonksiyonunu kullanarak daha iyi bir sonug¢ elde
etmistir. Bulunan Kc degeri 0.455°dir. Bu ise gercek degerden sadece % 3.4
farklidir.
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