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Oz

Kodlama teorisinde, lineer kodlarin 6zel bir sinifi olan devirli kodlar ile ilgili arastirmalar biiyiik ilgi gérmektedir. Bu ilginin en
onemli nedenlerinden bazilar1 devirli kodlarin zengin cebirsel 6zelliklere sahip olmalari, birgok uygulama alanlarinin bulunmasi,
kodlama ve kod ¢6zmede kolaylik saglamalari olarak sayilabilir. Devirli kodlarin sabit-devirli, pargali devirli ve yar1 burmali devirli
kodlar gibi genellemeleri bulunmaktadir. Bu genellemelerin cogunda degismeli yapilar {izerinde ¢alisilmistir. Son zamanlarda devirli
kodlarin degismeli olmayan halkalardaki iirete¢ polinomlar1 kullanilarak bir bagka genellemesi (aykir1 devirli kodlar) tanimlanmaistir.
Aykir1 polinom halkalarinin cebirsel 6zellikleri nedeniyle, aykiri devirli kodlar optimal kod bulma agisindan devirli kodlara gore daha
avantajlidir. Bu galismada, u? = v? = uv = vu = 0 olmak iizere R = Zg + uZg + vZg halkasi iizerinde tanimli aykir1 devirli kodlar
dikkate alinmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. 8, R lizerinde bir otomorfizm olmak tizere R[x, 8] aykiri polinom halkalari
kullanilarak, 8-devirli kodlar tanimlanmustir. R[x, 8] daki herhangi bir elemanin merkez eleman olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
verilmistir. R halkasmnin elemanlar: i¢in Gray agirhigi ve R nin @ tarafindan sabit birakilan alt halkast R? tanimlanmistir. Ayrica bu
kodlarn tireteg¢ ve kontrol matrislerinin formu belirlenmis ve bazi 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer kod, Aykir1 devirli kod, Gray doniisiimii.

Some Results For Skew Cyclic Codes Over Zg + uZg + vig

Abstract

In coding theory, researches on cyclic codes, which are special class of linear codes, have attracted great attention. Some of the most
important reasons for this interest are that cyclic codes have rich algebraic properties, have many application areas, and provide
convenience in coding and decoding. There are many generalizations of cyclic codes such as consta-cyclic codes, quasi-cyclic codes
and quasi-twisted codes. In most of these generalizations, cyclic codes have been studied in commutative settings. Recently, another
generalization of cyclic codes, skew cyclic codes, has been defined by using generator polynomials in non commutative polynomial
rings. Since skew polynomial rings have algebraic properties, skew cyclic codes have more advantages than the cyclic codes for
finding optimal codes. In this study, the ring R = Zg + uZg + vZg , where u? = v2 = uv = vu = 0 is considered and some results
which are obtained for the skew cyclic codes defined over the ring R. Using the skew polynomial rings R[x, 8] where 6 is an
automorphism on R, 8-cyclic codes are defined. Necessary and sufficient conditions are given for any element in R[x, 8] to be the
central element. The Gray weight for the elements of the ring R and the subring R? of R fixed by 6 are defined. Also, generator and

parity-check matrisces of these codes are determined and given some examples.
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1. Giris

Devirli kodlar, kodlama teorisindeki en 6nemli kod sinifi
olan lineer kodlarin bir alt sinifidir. Sonlu cisimler tizerindeki
devirli kodlar iizerine bir¢cok arastirma yapilmasina ragmen,
Hammons ve ark. [1] de Z, halkasi iizerinde tanimli lineer kod
ailelerinin 6zel bir doniisiim altindaki goriintiilerinden Kerdock,
Preparata gibi iyi hata diizeltme kabiliyetine sahip, lineer
olmayan ikili (binary) kodlar elde etmislerdir. Bu ¢alisma ile
birlikte gesitli halkalar {izerinde kod aileleri tanimlanmas: énem
kazanmustir [2],[3],[4].

Boucher ve ark. [5] de degismeli olmayan halkalar
kullanarak devirli kodlarin genellemesini yapmuslar, bu yeni kod
ailesini aykirn devirli (skew cyclic) kodlar olarak
adlandirmiglardir. Boylece devirli kodlar alanina yeni bir boyut
kazandirmislardir. Bu galismada, F,, g elemanli bir cisim ve 6,
IF, iizerinde bir otomorfizm olmak iizere F[x, 8] aykir1 (skew)
polinom halkalar1 kullamlmustir. F,[x, 8] halkasimn en 6nemli
ozelligi carpanlara ayrilisin tek tiirlii olmamasidir. Bu &zellik
sayesinde devirli kodlara kiyasla daha fazla sayida iireteg
polinomu ve bdylece ayni uzunluga ve boyuta sahip daha fazla
sayida kod elde etmek miimkiindiir. Dolayisiyla aykir1 devirli
kodlar optimal kod elde etmesi agisindan daha avantajhidir.
Boucher ve Ulmer [6] da aykirt devirli kodlarin dualleri tizerinde
durmuslar ve bir aykirt devirli kodun dualinin de aykir1 devirli
kod oldugunu gdstermislerdir.

Aykir1  devirli  kodlar farkli halkalar iizerinde de
tammlanmustir. Ozellikle Sharma ve Bhaintwal [7] de u? =1
olmak iizere, Z, + uZ, halkasi iizerinde tiiretim ile aykir1 devirli
kodlarin bir smifini incelemisler ve cift tamsay1 uzunluklu bir
serbest aykirt devirli kodun {irete¢ ve kontrol matrislerini
tamimlanuglardir. [8] nolu ¢alismada, yazarlar u? = v? = uv =
vu =0 olmak {iizere, Z,+ uZ, + vZ, degismeli halkasi
iizerindeki devirli ve sabit devirli kodlari incelemislerdir. Bu
calisgmada, bu kod smiflarinin iirete¢ kiimeleri arastirilmis ve
devirli kodlar i¢in minimum irete¢ kiimeleri belirlenmistir. Z,
halkast ve onun genislemeleri iizerine literatiirde ¢ok fazla
caligsma bulunmasinin yaninda, Zg halkasi iizerindeki kodlar ile
ilgili de bir ¢ok ¢aligma bulunmaktadir [9],[10].

Yukarida bahsedilen calismalardan motive olunarak, bu
makalede u? =v?=wuv=vu =0, R =7Zg+ uZg+ vZg, Ve
0, R iizerinde bir otomorfizm olmak iizere R[x,0] aykiri

polinom halkalar1 tizerindeki 8-devirli kodlar tanimlanmis, bu
kodlarin bazi cebirsel 6zellikleri aragtirilmistir.

2. Materyal ve Metot
2.1. Zg + uZg + vZg Halkas1 ve Gray Doniisiimii

u? = v? = uv = vu = 0 olmak iizere R = Zg + uZg + vZg
degismeli, karakteristigi 8 olan ve 512 elemanli bir halkadir. R
halkasi ZZ;¢ bolim halkasina izomorftur. R halkasinin

(u?v?uv,vu,)
elemanlar1

R ={a+ub+vcla,b,c € Zg}

d =a+ub+vc €R seklinde tek tirli yazilir. a + ub + vc
elemani R de birim eleman olsun. Bu durumda

Z, halkasi iizerinde tammli Gray doniisiimii, ¢:Z, — Z3
olmak {iizere, ¢(0) = (00), ¢(1) =(01), ¢(2) =(11) ve
¢(3) = (10) bigiminde tanimlidir [1].
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(a+ub+ve)l@a+upf+vy)=1

olacak sekilde, en az bir ¢ +uf + vy € R elemam vardir.
Buradan, aa = 1 oldugu elde edilir. Buise, a € Zg nin birim
olmasini gerektirir.

Tersine, a € Zg birim olsun. Bu durumda
(a+ub+vc)(at—atubal —atvcal) =1

olup, a +ub+vc €R elemaninin birim oldugu elde edilir.

Boylece, R nin birimleri asagida verilen lemma ile karakterize
edilebilir.

Lemma 2.1. R nin birimlerinin kiimesi
{a' + ub + vc|a’, Zg de birim, b, ¢ € Zg}
dir.

R nin 256 tane birimi ve 256 tane de birim olmayan elemani
vardir. (2,u) ve (2,v) idealleri dikkate almirsa, R nin Zg in
zincir olmayan bir genislemesi oldugu goriiliir. Ayrica, (2,u)
ideali tek bir eleman tarafindan tiretilmedigi icin R bir esas ideal
halkas1 degildir. Son olarak, (2,u,v) maksimal ideali ile R bir
lokal Frobenius halkasidir.

6:R —» R, a,b, c € Zg olmak lizere,
6(a+ub+vc)=a+vb+uc

seklinde tammlansm. d =a+ub+vc ve d =a +ub +
vc' € R olsun.

6(d+d) = 9((a +ub+vc)+ (a +ub' + vc’))
= 9(a+a’+u(b+b’)+v(c+c’))
=a+a +u(c+c)+vb+b")
=a+uc+vb+a +uc +vb
= 6(d)+6(d)

6(dd") = 9(((1 +ub+vc)(a' +ub' + vc'))
= 6(aa’ +u(ab’ +ba') + v(ac' + ca’))
= aa' +u(ac’ +ca’) + v(ab' + ba'")

0(d)o(d") =6(a+ ub + vc)b(a' + ub' + vc')
= (a + uc +vb)(@ +uc' + vb")
= aa' +u(ac’ + ca") + v(ab' + ba')

elde edilir. Acikg¢a goriilebilir ki 8, R halkasinin asikar olmayan
bir otomorfizmidir. Ayrica, her d = a + ub + vc € R igin

0%(a +ub +vc) = 0(6(a+ ub + vc))
= 0(a + uc + vb)
=a+ub+vc

oldugundan, 82(d) = d dir. Dolayisiyla 8 nin mertebesi 2 dir.

Carlet, bu Gray doniisiimiinii Z,s lizerinde asagidaki gibi
genellestirmistir [11].
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b lys > IE
) 0,5-1_.1;, 0<i<2s?
JORS B P!
-1+ (i —25"1), i>2

Burada , 0; biitiin bilesenleri 0 olan i uzunluklu vektori
vel; de bitiin bilesenleri 1 olan i  uzunluklu vektori
gostermektedir. Bu Gray donilisim bir izometridir ve
Z,s iizerindeki Lee  uzakhigim n = 25"!olmak iizere

7 tizerindeki Hamming uzakliklarina doniistiiriir. s = 3 igin Zg
in elemanlarinin goriintiileri agagidaki gibidir.

$: 253 = 13
¢(0) = (0000), ¢(1) = (0001),
¢(2) = (0011),9(3) = (0111),
¢(4) = (1111), ¢(5) = (1110),
¢(6) = (1100), $(7) = (1000).

Zg Tzerindeki Lee agirhg, w;:Zg—Zg ,wy(x)=
min(x, 8 — x) bigiminde tanmimlanir. Ayrica, Bir e € Z§ vektori
icin Lee agirhigi wy(e), e nin koordinatlarinin Lee agirliklarinin
toplamu1 olarak tanimlanir. [12].

Tamm 2.1. @:R->Z} donisimi ¢@(a+ub+vc) =
(a,a + b,a + c) olmak iizere, herhangi bir d € R igin d nin
Gray agirhg, wg(d) = wy (¢(d)) olarak tanimlanr.

3. Arastirma Sonuclari ve Tartisma
3.1. R[x, 8] Aykir1 Polinom Halkasi

Tamm 3.1. R, 8 otomorfizmi ile bir halka olsun. R tizerindeki
tim polinomlarin kiimesi

R[x,0] ={ay + a;x + -+ a,_;x" 1},
polinomlarin bilinen toplamasi ve herhangi d € R olmak iizere
xd = 6(d)x

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile R[x, 0] aykir1 polinom
halkasi olarak adlandirilir. Tanimlanan bu garpma islemi R[x, 6]
nin tiim elemanlari igin genisletilebilir.

Ornek 3.1. p=x’+(1+u+v)x+u+v ve gq=x+7+
3u + 5v olsun.

pg=[x*+Q+u+v)x+u+v]x+7+3u+5v]
=x3+ @u+6v)x2+ (1 +5u+3v)x+7u+7v

gp=[x+7+3u+5v][x*+ (A +u+v)x +u+v]
=x3+ @u+6v)x2+(7+2u+4v)x+7u+7v

acik¢a gorillmektedir ki, pg polinomundaki x li terimin katsayisi
ile ve gp polinomundaki x 1i terimin katsayis1 farklidir.
Dolayisiyla pq # qp oldugundan R[x, 6], degismeli olmayan
bir halkadir.

Lemma 3.1. R ={a+up +vyla,B,y € Zg,f =y} olmak
iizere, her e € R? i¢in A(e) = e olacak sekildeki elemanlarin
kiimesi R?, R nin @ tarafindan sabit birakilan bir alt halkasidir.

e-ISSN: 2148-2683

Tamm 3.2. p(x) € R[x, 6] olsun. Her d(x) € R[x, 0] icin
p(x)d(x) = d(x)p(x) oluyorsa, p(x) polinomuna R[x, 8] nin
bir merkez elemani denir [7].

Teorem 3.2. center(R) = {X!_, dix? |d; € R%} dur.

fspat: D = {3!_, d;x?'|d; € R%} ve p = T\_, d;x?" € D olsun.
Negatif olmayan herhangi bir i ve her d; € R i¢in, 6 nin
mertebesi 2 oldugundan

x2idl- — (92)i(di)x2i — dixZi

oldugu elde edilir. Bu x?' € center(R) olmasim1 gerektirir.
Dolayisiyla

p=do+dyx*+ -+ dx?

formundaki tiim polinomlarin center (R) oldugunu gosterir.

Tersine, p = po + p1x + - + pex® € center(R) olsun. Bu
durumda xp = px dir. Dolayisiyla, tiim p; ler 6 tarafindan
sabit birakilir ve p; € RY dir. Ayrica, 6(d;) # d; olacak sekilde
bir d; € R olarak segilirse, d;p = pd; bagmtisindan 2 ile
boliinemeyen tiim i indisleri i¢in p; = 0 olur. Dolayisiyla,

D =D +Dx2 +puxt+ - +px*eD

elde edilir. Buradan

tamamlanir.

center(R) € D oldugundan, ispat

Sonu¢ 3.1. p(x) = x™ — 1 olsun. p(x) € center(R) olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul 2|m olmasidir.

Sonug 3.1, eger m ¢ift ise R[x, 8] / {(x™ — 1) nin bir halka
oldugunu ve x™ — 1 polinomunun R[x, 8] halkasinin merkezi
center(R) de oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla, x™ — 1 nin
iki tarafli bir ideal {iretebilmesi i¢in 2|m olmas1 gereklidir. Aksi
durumda R[x, 8] / {(x™ — 1) sadece bir R-modiil olacaktir.

Ornek 3.2. p(x) = (u + v)x? + 3 ve q(x) = (u + v)x olsun.
Bu durumda

p(x) = xq(x) + 3
p(x) = (1 + 5u + 6v)xq(x) + 3

olarak yazilabilir. Agik¢a goriilmektedir ki, x # (1 + 5u + 6v)x
ve der(3) < der((l + 5u + 6v)x) dir. Dolayisiyla, R[x, 8] bir
Euclidean halka degildir, bu nedenle hem sag hem de sol bélme
algoritmast bu halkada saglanmaz. Asagidaki teorem hem sag
hem de sol bolme algoritmasinin R[x, 0] bazi elemanlar igin
uygulanabilecegini gostermektedir.

Teorem 3.3. (Sag Bolme Algoritmasi) f(x) ve g(x) polinomlari
g(x) in bas katsayis1 birim olacak sekilde R[x, 8] halkasinda
herhangi iki polinom olsun. Bu durumda,

fG) =q(x)g(x) +r(x)

der(r(x)) < der(g(x)) veya r(x) =0 olacak sekilde
q(x),r(x) € R[x, 8] vardir [7].
3.2.Zg + uZg + vZg Uzerinde Aykir1 Devirli

Kodlar

Bu béliimde, 6-devirli kodlar olarak adlandiracagimiz, R
iizerinde aykir1 devirli kodlar ¢aligilmistir.

Bilindigi tizere, R™ nin bos olmayan bir alt kiimesine R
iizerinde bir kod denir. C, R iizerinde bir kod olmak iizere eger
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C, R™ nin bir R-alt modiilii oluyorsa C ye R iizerinde bir lineer
kod denir.

Tamm 3.3. 6, R {izerinde bir otomorfizm ve (dy,dy, ...,dy_1) €
R™ olmak iizere, g: R™ — R™ ye
ag(do, dq, v, dpq) = (9 (dn-1),0(dy), ..., e(dn—z))

seklinde tanimli devirsel Oteleme operatorii olsun. Eger bir C
kodu, gy devirsel 6teleme altinda kapali ise, C ye bir 6-devirli
kod denir.

p(x), R tlizerinde derecesi n olan herhangi bir polinom

olmak iizere R,g = f[’(c i) olsun. Bir ¢ = (¢y, €1, ey Cp1) EC
kodsozii, polinom gosterimi olarak ¢ =cy+ c;x + -+
Cno1x™ 1 seklindedir. Ayrica, Rpg = fp[J(Cxi: r()(qx) +

()Y = r(x)q(x) + (p(x)) carpma iglemi ile bir sol R[x, 8]-
modiildiir.

R[x.0]
(x™—1)
0-devirli kod olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul C nin R, g nin
bir R[x, 6]-alt modiilii olmasidir.

Teorem 3.4. R, 9 = tizerinde n uzunluklu bir € kodunun

Ispat. C nin R,g iizerinde n uzunluklu bir 6-devirli kod
oldugunu kabul edelim. u(x) = ug + ujx + - + up_1x™* 1 ve
v(x) = vy +vx + -+ v,_1x™1 € C olsun. C bir linear kod
oldugundan, u 4+ v € C dir. Ayrica, her i € N i¢in, C devirli
oldugundan x'u(x) € C dir. Bu ise, tim p(x) € R,y
polinomlart i¢in p(x)u(x) € C olmasi demektir. Dolayisiyla, C,
R, ¢ min bir R[x, 8]-alt modiliidiir. Simdi ise, C nin R, 9 nin bir
R[x, 8]-alt modiilii oldugunu kabul edelim. u,v € C olsun. Alt
modiil tammindan u+v€C ve x‘u(x) €C elde edilir.
Dolayisiyla, C bir 8-devirli koddur.

Sonug 3.2. Eger C, n ¢ift tamsay1 uzunluklu bir 8-devirli kod
ise, C, R, nin bir idealidir.

Ispat. n bir ¢ift tamsay1 olsun Bu durumda, (x™ — 1) iki tarafl
] b1r halkadir.

bir ideal olur, dolayisiyla x"

Teorem 3.5. C, R iizerinde n uzunluklu bir 8--devirli kod ve C
de, bas katsayisi birim olan minimum dereceli bir g(x)
polinomu bulunsun. Bu durumda C ={g(x)) dir. Ayrica

g)|(x™ = 1) ve {g(x), xg(x), ...,x"‘d”(g("))‘1g(x)} kiimesi
C nin bir bazidir.

Ispat. [7] Theorem 14 iin ispatinin benzeridir.

=(g(x)), x™ =1 in bir sag boleni g(x) = go + g1x +
g2Xx? + -+ g, x¥ tarafindan iiretilen ve uzunlugu n olan R
tizerinde bir 6-devirli kod ise, C nin (n — k) X n tipindeki tireteg
matrisi

g(x)
[ xg(x) |
ng(x)

G =[
ke lg(x) (n—k)xn

formundadir. Daha agik bir sekilde eger n — k gift ise

e-ISSN: 2148-2683

go S g2 Ik 0 0 0
0 6(g90) 6(g)) 0(grk-1) 6(gx) 0 .0
G= 0 0 9o Gie-2 gk 1 gk 0
lo o o 69 0 00g) ~ 8(go)]
ven — k tek ise
[9o 91 92 Ik 0 0 0 1
0 06(g0) 6(g)) 0(gr-1) 6(gr) 0 0
G=|0 0 9o Gk-2 Gk-1 Ik 0
lo ¢ 0o g a9 gl
seklindedir.
Ornek 3.3. x°—1=[(1+7u+7v)x3+ (4u+4v)x?+

Ax+74+u+v][A+u+v)x3+ Qu+4v)x®+4x+ 1+
u+v] olmak iizere, C, x®—1 in sag boleni g(x) =
A+u+v)x®+@Gu+av)x*+4x+1+u+v polinomu
tarafindan {iretilen 6 uzunluklu bir 6-devirli kod olsun. Bu
durumda {g(x),xg(x),x?g(x)} kiimesi C kodu igin bir bazdir.
C nin Kardinalitesi |C| = 227 olup, C nin iirete¢ matrisi

g(x)
G=|xgx)
[x?g(x)
do 91 92 93 0 0
=0 06(go) 6(g1) 6(g2) 6(g3) 0]
[ 0 0 Jo 91 92 93
1+u+v 4 4u+4v 1+u+v 0 0
= 0 1+u+v 4 u+4v 14+u+v 0
0 0 1+u+v 4 4u+4v l14+u+v

. Ayrica, G Urete¢ matrisinin Gray goriintiisii

122 444 044 122 000 000
000 122 444 044 122 000
000 000 122 444 044 122

olup, ¢(C), (18,8°,2) parametrelerine sahip bir koddur.
Tamm 3.4. C, R iizerinde n uzunluklu bir 8-devirli kod olsun.
Wp_1),V = (Vg,V, .., Vp_1) E R™

ve w. v bilinen i¢ ¢arpim olmak iizere C nin duali,

w = (wy, Wy, ...,

L ={w|herv € Cicinw.v = 0}
olarak tanimlanur.
Teorem 3.6. k bir tek tamsay1 ve en az bir h(x) = hy+hyx +
hyx? 4+ -+ hex® € R[x,0] igin x™ —1 = h(x)g(x) olsun.

Eger C = (g(x)) uzunlugu ¢ift tamsay1 n olan R tizerinde bir 6-
devirli kod ise C nin kontrol matrisi

(b O(hg—1) hx—p - b1 6(ho) 0 0 ]

0 0(hy) hxgr - ha 0(h)  ho 0 |
H=10 0 he 7 ks 0(hy) M 0 |

[ 0 0 0 7 hx O(hgor) hi—z O(ho)J
formundadir. k bir ¢ift tamsay1 oldugunda H matrisi

(b OChi—1) hx—p - hi 6(ho) 0 0]

0 6(hy) hees -~ ha 6(h)  he .. 0]
H=10 0 he 7 hs o 8(h) M o0y

L0 0 0 O(hi)  hyy O(hg—a) hOJ
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seklindedir.
Ispat. [7] Theorem 4.5 in ispatinin benzeridir.

Ornek 3.4. Ornek 3.3’te verilen € kodu igin kontrol polinoumu
h(x) =1 +7u+7v) x>+ (du+4v)x*+4x+7+u+v
dir. Bu durumda Teorem 3.6’dan dolayi, C nin kontrol matrisi

7+u+v 4 u+4v 1+7u+7v 0 0

0 7+u+v 4 4u + 4v 1+7u+7v 0

0 0 7+u+v 4 4u+4v 1+7u+7v
seklindedir.
4. Sonuc¢

Bu calismada, u?’=v?=uv=vu=0 olmak iizere
R = Zg + uZg + vZg halkasi iizerindeki aykir1 devirli kodlar
tanitilmustir. 6, R lizerinde bir otomorfizm olmak tizere R[x, 6]
aykir1 polinomlar halkasi kullanilarak 6-devirli kodlarin bazi
cebirsel Ozellikleri arastirilmustir.  Elde edilen sonuglar
yardimiyla, kodlama teorisinde O6nemli bir arastirma problemi
olan optimal kod bulmak ile ilgili yeni arastirmalar yapilabilir.
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