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BiR REEL ALCAK FREKANSLI SONUMLU SINUSUN
PARAMETRELERININ KESTIRIMINE iLiSKiN EN KOTU VE
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Ozet: Red toplanir beyaz Gauss guriiltii icindeki bir red sonimli siniisiin parametrelerinin kestirimine iliskin
Cramér-Rao sinirlarl siniisiin fazi degisirken incdlenmis ve sinirlarin alacagl en bilyik ve en kigik degerler ile karsl-
lik gelen kritik faz degerleri icin basit ifadeler sunulmustur. ifadeler kritik sinir degerleri arasindaki farkin oldukca
onemli hale geldigi Fourier limitinden kiigik frekandar icin gegerlidir.

Anahtar Kelimeler: Parametre kestirimi, Cramér-Rao siniri, sonumli sinds, algak frekand1 sinus.

Simple Expressions for Worst and Best Case Cramér-Rao Bounds for Estimating the
Par ameters of a Real L ow-Frequency Damped Sinusoid

Abstract: The Cramér-Rao bounds for estimating the parameters of a red damped sinusoid in real additive white
Gaussian noise are examined as the phase of the sinusoid varies, and ssimple expressions are presented for the largest
and the smallest values of the bounds and for the corresponding critical phase values. The expressions are valid for
frequencies smaller than the Fourier limit, in which case the difference between the critical bounds becomes remarka-
bly significant.
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1. GIRIS

Cramér-Rao (C-R) siniri herhangi bir yansiz kestiricinin degisintisi icin bir alt sinir belirtir (Van
Trees, 1968). Bundan dolay1, C-R siniri pratik kestiricilerin basarimini degerlendirmede bir denek tasi ola-
rak sikca kullanilmaktadir. Reel toplanir beyaz Gauss gurditt icindeki bir red sonimli sindisiin parametre-
lerinin (genlik, faz, sbnim katsayisi ve frekansinin) kestirimine iliskin C-R sinirlari Yao ve Pandit (1995)
kaynaginda cikariimistir. Sintistin frekansinin Fourier limitinden (periodogram kestiricisi kullanilarak kes-
tirilebilecek en disuk frekans degerinden) daha kiglk olmasi halinde, sinirlarin sintisiin fazina kuvvetli bir
bicimde bagli oldugu gérulebilir. Dolayislyla, bu algak frekans rgjimi icin, sinirlarin en biytk ve en kiguk
degerlerini veren kritik faz degerlerinin, yani, en kétl ve en iyi kestirim durumlarina tekabil eden faz de-
gerlerinin, tespit edilmesi 6nem kazanmaktadir. Problemin herhangi bir parametreye iliskin C-R sinir1 icin
bir ¢cbzUmi sinirin sintistin fazina olan bagimliligini agik bir bigcimde veren (matrisse olmayan) bir ifadesi-
nin ¢ikarilmasini gerektirir. Dahasi, bu bagimlilik kritik faz degerlerinin analitik olarak tespit edilmesine
olanak verecek sekilde basit olmalidir. Yazarlarin son zamanlarda yayinlanan bir makalesinde (Yilmaz ve
Dilaveroglu (2004)) burada ele alinan C-R sinirlari i¢in, sinirlarin sintisiin fazina olan bagimliliklarini basit
bir bicimde veren, matrissel olmayan, analitik ifadeler cikarilmistir. Bu makalede bu sinir ifadeleri sintisiin
frekansinin kictik olmasi durumu igin analiz edilmistir. C-R sinirlarinin en biiytk ve en kiictik degerlerini
ve bu degerlere karsilik diisen kritik faz degerlerini veren basit ifadeler sunulmustur. ifadeler siniisiin fre-
kansinin Fourier limitinden daha kiiglk olmasi durumunda gecerlidir.
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2. VERI MODEL1

Bu makalede redl beyaz Gauss guriltist ekli tek bir red soniimli sintsten olusan asagidaki zaman
serisi veri modeli ealinmistir:

y(t) = oge Pt cos(mgt + @g) +e(t), t=nK ,n+N-1 1)
Burada, 0.y sinlsiin genligini, By sonim katsayisini, g € (O,7) frekansini, @q fazini gostermektedir;

e(t) ortalamasi sifir ve degisintisi o2 olan beyaz Gauss guriiltiisiinii temsil etmektedir; N toplam 6rnek
sayisidir ve n érneklemeindisi t'ninilk degeridir.

TUm model parametreleri oLy, By, ®g, o ve ¢ bilinmiyor varsayilmistir ve bu parametreler
eldeki N adet ornek degeri y(n),K , y(n+ N —1) kullanilarak kestirilecektir.

3. KRITIK C-R SINIRLARI VE KRITiK FAZ DEGERLERI

(1) modeline iliskin C-R sinirlarini @ fazinin basit birer fonksiyonu biciminde veren matrissel
olmayan ifadeler Yilmaz ve Dilaveroglu (2004) kaynaginda cikariimistir. Bu ifadelerden sonim katsayisi
ve frekans parametrelerine iliskin C-R sinirlarinin, ¢, fazinin fonksiyonlari bigiminde distnildiklerinde,

birbirlerinin 6tdenmis halleri olduklari gorilebilir. Bu iki sinirin en blyUk degerleri ve en kiicik degerleri
aynidir ve, ayni zamanda, sinirlardan biri en blyik degerini aldiginda digeri en kiiglk degerini almaktadir,
yani, bir sinira iliskin en kétt (en iyi) faz degeri diger sinirailiskin eniyi (en kétll) faz degeri olmaktadir.
Ayni iliski, genlik siniri océ ile bélinmek sartiyla, genlik ve faz parametrelerine iliskin C-R sinirlari ara-
sinda da vardir. Dolayisiyla, burada sadece genlik ve frekans parametrderine iliskin kritik C-R sinirlarini
ve kritik faz degerlerini veren ifadeleri sunacagiz.

Yilmaz ve Dilaveroglu (2004) kaynagindaki sonuclardan C-R genlik ve frekans sinirlarinin en bi-
yuk ve en kiclk degerleri ile bu degerlere karsilik disen kritik faz degerlerini veren ifadeler elde edildik-

ten sonra, bu ifadelerde géziiken frekansa bagli fonksiyonlar wqg = O civarindaki Taylor serileri cinsinden

yazilmistir. Cebirsel islemlerden sonra, kiiglk w, degerleri igin, asagidaki sonuglar bulunmustur: Genlik
kestirimi icin

M 1 _4
SINIR sy = O\(N - 2
[ Jenkoru W262) N (N -wg)° + {( @o) } 2
[SINIR]gy v =ﬁ+0{m @)% €
[FAZ]ey koro :g— p-(N-w)* +O{(N '030)5} (4)
[FAZ]enivi =—p- (N - p)° +O{(N '030)5} 5
Frekans kestirimi icin
M’ 1 _
SINIRlen k00 = 5003 ey O 000 ) ®
m’ 1
[SINIR]gy ivi = SGO-N° (N-p)? +0{t} ()
[FAZey koro :g— p”-(N '030)+O{(N '030)3} (8)
[FAZ]eniyi ==p"-(N '030)+O{(N '030)3} ©)
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Burada SGO siniistin sinyal gurdlti oranini gostermektedir: SGO = ocg/262. M,m, p, M, m ve
p’ sabitlerinin tanimlari ekte verilmistir. Bu sabitler ® frekansindan bagimsizdir ve sadece 3 sonim
katsayisinave N toplam veri sayisina baglidir. Faz degerleri, C-R sinirlari @ fazinin 7 periyodu ile pe-
riyodik fonksiyonlari oldugundan, ¢ € (— n/2,7/ 2] araliginda verilmistir.

Sonugurdaki sinirlarin @, 'in ters kuvvetlerine olan bagimlihginin (N - @g) carpimi yoluyla ol-
masl, sinirlarin @, 'dan ziyade (N - ®g) "in kiiglik olmasi halinde biiytik olacagini géstermektedir. Bu ise,
" Inkiglk olmasi durumunda, toplam veri sayisi N "nin énemini gostermektedir.

(2) ve (3) ifadeleri, kiicik w, frekandlari icin, en biyik C-R genlik (faz) sinirinin (N -mo)_G/N
ile ve en kiigiik C-R genlik (faz) sinirinin I/N ile dogru orantili oldugunu géstermektedir. (6) ve (7) ifade-
leri, kiiglk @, frekanslari icin, en bilyik C-R frekans (soniim katsayisi) sinirinin (N -0)0)_4/N 3 ileve

en kictik C-R frekans (sonim katsayisi) sinirinin (N - 0)0)_2 / N3 ile dogru orantili oldugunu géstermek-
tedir.

Ornek: Sonim katsayisinin By = 0.1, toplam veri sayisinin N =30 ve ilk 6rnekleme indisinin,
gend olarak segilen, n =1 oldugu durumu ele alalim. (2) ve (3) ifadeleriyle verilen en blyuk ve en kiguk
sonusurdaki genlik sinirlari Sekil 1'de gosterilmistir. (6) ve (7) ifadderiyle verilen en blylk ve en kiguk
sonusurdaki frekans sinirlari Sekil 2'de gosterilmistir. Sekillerdeki stirekli egriler sinirlarin gercek (tam)
degerlerini, kesikli dogrular sinirlarin sonusurdaki degerlerini gostermektedir. Sekillerdeki yatay eksen o,
frekansinin Q Fourier limiti (2 =m/N ) cinsinden degerini (wq/Q degerini) gostermektedir. Gergek
sinirlarin sonusurdaki sinirlart @ /Q "nin kiigik degerleri icin yakindan takip ettigi gortlmektedir. Sinir-
larin en bilyik ve en kiicik degerleri arasindaki farkin wq/Q <1 araliginda buyuk olmasi bu bolgede si-

nirlarin faza kuvvetli bir bigimde bagli oldugunu gostermektedir. g/ >1 icin bu fark kuigiiktur ve sinir-
larin faza olan bagimhiligi bu ikinci bélgedeihmal edilebilir.

Genlik kestirimineiliskin kritik faz degerlerinin gercek ve (4) ve (5) ifadeleriyle verilen tek terimli
yaklasik degerleri Sekil 3'te gosterilmistir. Frekans kestirimine iliskin kritik faz degerlerinin gergek ve (8)
ve (9) ifadderiyle verilen tek terimli yaklasik degerleri Sekil 4'te gosterilmistir. Sekillerdeki yatay eksen
o/ oranlanmis frekansini ilgilenilen wq/Q <1 aralig icin gostermektedir. ilk terimlerin gergek kritik
faz degerlerinin hassas bir bicimde tespiti icin yeterli oldugu gérilmektedir.
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Sekil 1:
Bir reel sonumlii sinusiin genlik kestirimine iliskin en biyuk ve en kiigik oranlanmis gercek ve
sonusurdaki C-R sinirlarinin sintisiin frekansi o, ile degisimi. Sonum katsayisi 3, = 0.1,
toplam 6rnek sayist N = 30 ve ilk drnekleme indisi n =1 alinmistir.
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Sekil 2:

Bir reel sonumlii sinusiin frekans kestirimine iliskin en biyuk ve en kiiclik oranlanmigs gercek ve
sonusurdaki C-R sinirlarinin sintsiin frekansi o, ile degisimi. Sonum katsayisi 3, = 0.1,
toplam 6rnek sayist N = 30 ve ilk drnekleme indisi n =1 alinmistir.
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Sekil 3:

Bir reel sonumlii sindsin genlik kestirimine iligkin en kétl ve en iyi durumlardaki gercek ve
tek terimli yaklagik faz degerlerinin sintstin frekansi o, ile degisimi. S6ntim katsayisi B, = 0.1,
toplam Ornek sayist N = 30 ve ilk drnekleme indisi n =1 alinmigtir.
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Sekil 4:

Bir reel sonumlii sinusiin frekans kestirimine iliskin en kot ve en iyi durumlardaki gercek ve
tek terimli yaklagik faz degerlerinin sintstin frekansi o, ile degisimi. S6ntim katsayisi B, = 0.1,
toplam 6rnek sayist N = 30 ve ilk drnekleme indisi n =1 alinmistir.



4. SONUCLAR

Bu makalede reel beyaz Gauss gurultisi eklenmis bir reel sdntimli sinlislin parametrel erinin kesti-
rimineiliskin en biyUk ve en kiiciik C-R sinirlarinin ve karsilik disen kritik faz degerlerinin basit yaklasik
ifadeleri sunulmustur. Bu ifadeler, kritik sinir degerleri arasindaki farkin 6nemli oldugu, sintstin frekansi-
nin Fourier limitinden daha kiicik olmasi durumunda gecerlidir. Kritik sinir ifadeleri, ayni zamanda, sinir-
larin alcak frekans rejimindeki davranisini dahaiyi anlamamizi da saglamaktadir. Kritik faz degerleri alcak
frekans rgimi icin tasarlanmis yansiz kestiricilerin basarimini test eimede en kétti ve en iyi kestirim senar-
yolarinin hizh bir bicimde olusturulmasl i¢in kullanilabilir.

5. EK

Bu ekte, (2)-(9) ifadelerinde gozikken M, m, p, M’, m” ve p’ sabitlerinin tanimlari verilmis-
tir. Bu sabitler, k =0,K ,6 icin

1 n+§ —1tke_2BOt

t=n

Fk - Nk+1

olmak lzere, asagidaki bicimde tanimlanmislardir:

M = 288(T'5 + T2 + 7T, — 2[4 — Ty TLTy,)/
(-8 —T202 + T,I3 — T2 + T3l + [T, T + 3,02,
+ 2I 2T + T2l — 22Tl — 2T Tsl s — 21T 2
— 2T, gl + 2T, s + Tl — Tl T)

o I -T,T,
203 + T2 + T2T, — 205 s — ToLIy,)

I3+ T2 + T2l — 21,50, — [ Tsls

1wﬁ+m@+ﬁu—mﬁg—mnm)

2
’_ Z(Fl B FOFZ)
I3 4T 02 +TT, — 20,0 — Ty,
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