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x'in j ve ﬁl'in Bl ICIN EN iIyi MINIMUM VARYANSLI
SAPMASIZ TAHMINLEYICI (EMVST) OLMA DURUMU
UZERINE BiR TARTISMA

H.OKUT " 0.KARACA®

(DERLEME)
OZET

Iki veya daha fazla defigken arasindaki matematiksel ifade-
ye regresybn denklemi denir. Qi=§o+§1)£1 regresyon denkleminde, Yl,
Bo ve Bl sirasiyla Yi’ BO ve Bl'in tahminleyicileridir. Bu nedenle
Yi=Bo+Bl)k1 hatasizdir. Eger parémetre v.ekté')r[ine B(BI’BZ""Bn) der-
sek, Dbunun tahminleyiciside G(BI,BZ...BH)‘dir. Ayni sekilde Ornek
ortalaham %X olursa, temsil edecegi populasyonun ortalamasi p olur.
Iyi bir tahminleyici sapmasiz, kararli, yeterli ve etkin olmalidir.
En iyi tahminleyici belirlemede bir cok metod gelistirilmistir. Bunla-
rin icinde yaygin olarak en kiiciik kareler metodu ile en ylksek
olasilik metodlari kullanilmaktadir. Bu makalede x'in, p igin ve E:l—
'in Bl igin en iyi minimum varyansli sapmasiz tahminleyicisi (EMVS-

T) olduklarina dair metod ve teoremlerden bazilari tanitilmigtir.
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A mathematical statment which determins the relation
among two or more than two variables is called a regression equa-
tion. In the regression equation ?i:%0+f31x1, §}i, éo and Bl denote
the estimotors of Vi B0 and B1 respectively. Therefore the equation
S’i:éoﬂ%lxl is a statistic and it has no error. If we denote the
parameter vector by 0(]31, Bz, Bn) than its estimator is given
as Ib(ﬁl, éz, Bn). Similarly, if the sample means is X, the
means of population represented by them would be ,A,/i\ good estima-
tor must be unbiased, consistent, sufficient and efficient. The best
estimator has developed different kinds of methods. Among them,
least square and maximum likelihood methods are used commenly. In
this paper, some methods and theorems that proves the best minimum

variance unbiased estimator of X for p and Pl for Bl are represen-

ted.
GIRIS

Basit olarak iki veya daha fazla degisken arasindaki
iliskinin matematik kurallara gore agiklanmasina "Regresyon Denk-
lemi” denir (1). Bu iliskiler dogrusal (Linear) ve dogrusal olmayan
(Non-Linear) karaktere sahip olabilirler. Degiskenlerden bir tanesi
bir veya daha fazla degiskenin fonksi}-lonu seklinde olur. Bu fonk-
siyonel iligkinin modeli - parametrik katsayilarla ifade edilmis
ise bu katsayilarin hatasiz oldugunu kabul ediyoruz (1). Yani
§i:§o+‘;§1xi seklinde yazilan bir modglde degiskenler arasinda linear
ve hatasiz bir iliski vardir ve x ile y degerleri (noktalari) ayni
dogru iizerinde dizilirler. Ancak bu yazilan model matematiksel bir
denklemdir. Istatistiki bir denklem yazilinca degiskenler arasindaki
stokastik iliski dikkate alindigi igin modele hata teriminde ilave

edilmesi  gereklidir.
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pnxn+;311x12+ ....+pnnx;+f812xlx2+ .+-- *E, seklinde yazilabilen
regresyon  modellerini hata (Ei) terimi ilave edildigi tak-
tirde, populasyonu temsil eden bu denklemlerin olugsmasinda, degig-
kenler arasinda stokastik iligkilerde dikkate alindigini ifade eder.

Eger modelde yer alan parametreleri populasyon diize-
yinde belirleme imkanina sahip degilsek (hemen hemen bu durum
olanaksiz) bunlarin degerini istatistiki olarak tahmin ederiz. Eger
parametré vektoriine O(ﬁl, Pz’ Bn) dersek, bunun tahminleyicisi
de '6(j§1, ]'?:2, ﬁn) olur. 0'mn 0 igin iyi bir tahminleyici olabil-
mesi ic¢in (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8):

a- Sapmasiz (Unbiased) olmali. Yani:6'omn tauminleyi-
cisi olan 0'nin beklenen degeri sifir olmali E(8)=0

b- Kararli (Consistent) olmali. Her bir Ei>0 durumun-
da,'a‘mn 8 icin kararli bir tahminleyici olabilmesi igin,

Lith(]“()—G]thO olmas: gerekir.

i:l: Yeterlilik (Sufficiency) s6z konusu olmali. Eger 0
seklinde tamimlayacagimiz goézlemlere ait bir fonksiyon bulunuyorsa
ve 6 ifadesi ornekte, @ parametresine ait biitiin bilgileri igeriyorsa

~ eq s .
bu durumda @, 0 igin yeterlilik durumunu saglar.

= yalmz 0 igin 'a'nln bir fonksiyonudur.

ao

d- Etkiniik(Efficiency).Tahminlemenin asil amaci yiiksek

bir ihtimal ile 0 tahminlemek olduguna gore sapmasiz minimum var-

yansli tahminleri segmek gerekir. Efer ba3imsiz degigkenlerin
birlikle yoianiuk fonksivonu flx )f(x,)....f(x )
3 - 1 2 n
olurasa
d Ln C . 1
Ve = X#9)(0-¢) ise etkin bir tahminleyici vardir. Burada

ae
C birlesik yogunluk, A{0),8'nin yaklasik fonksiyonu ve [}

x'in fonksiyonudur. Bu durumda minimum varyansli sapmasiz tah-

minleyici varyansi 1/A(8) olur (3, 9, 10, 11).
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Yukarida ifade edilen en gergekgi tahminleyici bulma-
da, hali hazirda birka¢ metod kullanilmaktadir. Bunlardan en yay-
gin olanlari:

1- Maksimum olasilik metacu,

2- En kigik kareler metodu,

3- Momentler metodu,

4- Bayesian metodudur (3, 6, 9).

Bu makalede X'in p ve ﬁl'in Bl igin en iyi dogrusal
(linear) sapmasiz tahminleyici olma durumu esas alinarak, bu iki
tahminleyicinin, parametreleri i¢in en iyi minimum varyansli sapma-
s1z tahminleyici (EMVST) olma durumu tartigilacaktir.

3- X'in p Igin En iyi Minimum Varyansh Sapmasiz

Tahminleyici (EMVST) Olmasi

6'nin pbpulasyon parametreler vektéri (01....0n) ve
0'ninda bu parametrelerin en iyi (Best) sapmasiz min.-varyansli
tahminleyicileri (61....(;“) oldugunu disunirsek, bunun gergeklesme-
si igin;

(0)% 1

v(a)z 3 Z———;» v(8) 2 :
nE[E{T Lnf(xi,Q) | nE|

a
al

Lnf(x.)zi
i

esitsizligini kullanmak gerekir (11). Cramer-Rao esitsizlifi denilen
bu formiil normal populasyondan gekilmis n birey igeren bir oOrnege
ait dagilisin fonksiyonunu tamimlamaktadir. Ancak bu egitsizligin
gecgerli olabilmesi igin su varsayimlar yapilmaktadir (9).

X ....Xn sans Ornegi, f(Xi,G) dagiligsindan ¢ekilmig

1
N -
olsun. 0_, 0 ....On ()i'm'.n tahminleyicileri clursa;

n

. 3 j
- e I O G el dd :
i 30 5i=1 f(x1 O)dx1 ‘ dxn olur

ii- 5——— Lnf(x., 0) tirevi mevcuttur.
ano i
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n a : -n
E(0)
iv- 0 E(a%" Lnf(xi,B)2

gibi vérsayimlar gecerli olduﬁu taktirde Cramer-Rao esitsizligi dog-
rudur (9, 11). Bu durumda X N(F,BZ) karakterindeki bir populas-
yondan gekilen n bireyli 6rnegin ortalamasi X, bunun temsil ettigi
populasyonun ortalamasiy p ise, érnek ortalamasi (%), populasyon
ortalamasinin en iyi (best) sapmasiz min.- varyansi tahminleyici
olur.

N(p,ﬁz) gibi normal dagilistan g¢ekilmis Xy eees X

n
sans degiskeni bulunsun. Bu durumda ?(zu.\l(p,—:— ) olan bir normal

. o . §2
dagilis gosterir. Eger x, p'nin ESMV tahminleyicisi ise; V(X)= i
olmas1 gerekir. 2
5 L x-p
f(x)"—. 4 ¢ 2
y2n o 28

Normal dagilisin yogunluk fonksiyonunda T ve e degerleri matema-
2 ; 2

tiksel olarak sabit 6 ve N dagilisin parametreleri, x degeri 1se

- e jle + = arasinda degerlere sahiptir. x'in herhangi bir k

degerinde kiigiik olma alasiligi;

1. X-p 2
J'k f(x)dx= b —-,1 - € 2 & : dx olup - ile
JLHXIAx= S ez 3

= A

+ o arasindaki degerlerin orani 1 olur (9, 12, 13).

1 (x-n)2
2 62

Ln(fx)= - Lnf - LnfvV2n

Ln6=1 oldugundan;

Lnf(x)= -2n6 2R = ——;— ( 'X—Bﬁ— )2

@Lnf(x) __x-n

8 p 62

olur.
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2
— ) 1

. {dLn f(x;) )‘1 1 " (xgzp) Al - el 65)L
Cramer-Rao esitsizliginde,

2 2
V(ﬁ) = (G) =t 6; # r]; _> § olur.

nEI&Ln f(x1,9) J —— n
ao

O halde X p'nin ESMV tahminleyicisidir (9, 11).

o -
i, - . ” "
Y B, B;X,*E; Dogrusal Modelde B;'nin B, Igin En iyi
Minimum Varyansli Sapmasiz Tahminleyici (EMVST)

Olma Durumu

E(E )= ()
V(E) 6 varsayimi gegerli ve E~p(0,62‘ dir (11). Ayni sekilde

V(Y)=B psB,x+B  oldugundan,

o™

CEWi) (EWiXiYi)-(EWiXi) (SWiYi)
(SWi) (SWi XiZ)-(Ewixi)?

8 CSWIYi(Xi-X) _SWiXiYi-(SWiXi) (SWiXi/Swi)
swi(xi-x)7 swixi’-(zwixi)? swi

Burada; X=IWiXi/ZWi
Y=2ZWiYi/ZWi

" 2 : .
Bitlin i'ler igin V(Yi)=6 'dir. ‘Basit olarak bu fermiil;

P XiYi-(EXi)(SYi)  EYi(Xi-X%
B - nE_l_l__(Zz i)(E _2_ c BXLOXI-X) e (1,2,5,6,8,10,14),
nELi - (exi) Z(Xi-x)

(Xi-X) = Mi dersek

E = SMiYi olur ve

”n i ~
= 1 =3k _Yi olur. B.'nin varyan-
1 3 . k. olursa B, Zk.Yi o B, y
TMi =Mi
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sin1 bulacak olursak ;

V(B,)=V(kY,): Sk, 2y(vi)

d 2 =
Hatlrlanacaal gxbx V(Yi)= G ve Y1~(Bo+§31x1;6 ) oldugundan

-~ . -~
V(l3l)=62Zki == 6’ 2[ olur (9, 11). Bl'in Bl icin ESMVT ola-
M1 :
, 2 z
bilmesi igin ki:( )'nin minimum olmasi gerekir. Bunu ise Gauss
Mi
-markov teoremi ile ispatlayabiliriz (11).
Ayrica;
- -—' . x_-
= _)._(X_ﬁ};__l_ = LiYi =9 Li- A olsun
Z(X-x) E(X-X)

Bu- durumda;
p,= MiYi
Blz LiYi olur ve E(ﬁl)=f31(sapma81z oldugundan)
-
d=Bl—B, diyelim. Sapmasizlik varsayimindan E(d)=0 olur.
d: ZMiYi- ZLiYi == 2{Mi—Li_)Yi
E(d)-¥(Mi-Li)E(Yi) == E(Yi)sB_+B,X, oldugunda
E(d)=E(Mi-Li)(B_+B X )
E(d)=0 olmasi igin
¥ (Mi-Li)=0 olmali.

Cov(p ,d)=Cov|3LiYi, ¥{Mi- Li)Yi] 0
-62(3Li(Mi-Li)| 6% — [(Xi-%) (Mi-Li)]
ZX-%)

Cov(B, d)=0 olur.
ﬁliﬁf(ﬁfﬁﬂ = BRI s
v(pl)zvtsl)w(d)+2Cov(§1//d')

VB, )=V( )+V(d) 2 (B,) oldugundan ve Gauss-Markov teoremi geregi,
1 1 1

;al ﬁl’m ESMV tahminleyicisi olur (9, 10, 11).
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Sonug olarak ortalamasi sifir, varyansi 6'2 olan p'nin
p~ N(O, Bz) EMVST X olup bunun ortalamasi j ve variyansi §z/n
lir. Keza V(B )=V(B )+V(d) oldugunda ve E(d)=0 oldugunda ﬁl,
|31'in EMVST olmaktadir.
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