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Oz

Bu ¢aligmada, geometrik hesap tarzina gére Lebesgue dizi uzay1 tammlandi. ihtiyag duyulan bazi esitsizlikler geometrik
hesap tarzina gore elde edildi. Bu esitsizlikler yardimiyla geometrik hesap tarzina gore Lebesgue dizi uzayinin konvekslik,
kesin konvekslik gibi bazi geometrik 6zellikleri incelendi.
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Abstract

In this study the Lebesgue sequence space was defined according to geometric calculation style with the help of these
inequalities, some geometric properties such as convexity and striclty convexity of Lebesgue sequence space were
examined according to the geometric calculation style.
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1. Giris
1. Introduction

Ronesans doneminde Galileo dahil birgok bilim
adami klasik hesap tarzi disinda yeni bir hesap tarzi
olan Newtonyen olmayan hesap tarzini ortaya
koymuslardir. Klasik hesap tarzindaki her bir
ozelligin, Newtonyen olmayan hesap tarzinda bir
benzeri vardir ve bu hesap tarzinda arastirilabilecek
sorunlara farkli bir bakis acist saglayan bir
yontemdir. 1967°den 1972’ye kadar olan donemde
Grossman ve Katz, klasik, geometrik, bigeometrik
ve kuadratik hesap siniflarindan olusan Newtonyen
olmayan hesap tarzim1 tamtmislardir. Daha
sonralar1 bu kavramlari Grossman genisletmistir.
Newtonyen olmayan hesap tarzi fen bilimleri,
ekonomi, finans, matematik gibi birgok alanda
kullanilmistir. Carpimsal kompleks kalkiiliiste
tirev ve uygulamalar1 (Bashirov & Riza 2011),
geometrik dizi uzaylari (Tiirkmen & Basar 2012),

a:R - R*
s 2 a(s)=e’=t

a LRt

Newtonyen olmayan dizi uzaylar1 Ulzerinde
caligmalar yapilmistir (Cakmak & Basar 2012).
Newtonyen olmayan kalkiiliiste baz1 temel
topolojik 6zellikleri elde edilmistir (6rnegin Duyar
vd., 2015; Binbasioglu vd., 2015; Duyar & Ogur
2017). Newtonyen olmayan kalkiiliiste Lebesgue
oOlgiistini (Duyar & Sagir 2017), kapali kiimelerin
Newtonyen olmayan o6l¢iisiinii (Ogur & Demir
2019) ve Newtonyen olmayan kiimelerin Lebesgue
anlaminda Ol¢isiinii  incelemiglerdir (Ogur &
Demir 2020). Ly, (G) agirhikli Lebesgue uzaymin
bazi geometrik Ozelliklerini (Ogur 2018) ve
Newtonyen olmayan I5(N) dizi uzayinin bazi

geometrik Ozeliklerini ele almmistir (Glingor
2020).

Newtonyen olmayan hesap tarzinin bir alani olan
geometrik hesap tarzi Newton ve Leibniz’in klasik
hesap tarzina bir alternatiftir.

- R
- al(t)=Int=s

olmak iizere, r dogal logaritma iireteci kullanilarak geometrik hesap tarzi (geometrik aritmetik) elde edilir

(Gurefe vd., 2016).

Tanmm 1.1 : {e®:s € R} kiimesine geometrik aritmetikteki reel sayilar kiimesi denir ve R (Veya ]R(G)) ile
gosterilir. RE = {s € R(G):s > 1} ve Rg = {s € R(G):s < 1} sirastyla geometrik pozitif ve negatif reel

sayilarin kiimesidir. R tizerinde tanimlanan

D: R XR; = Rg,
t)os@t=cafa () +a ()} =s.t

toplama iglemi ve

O:R; XR; = Ry,
(5,t) > sOt =afal(s) xa 1(t)} = st

carpma islemlerine gore (R(G),®,©) bir cisimdir.

s@t=afa"(s)+a ()} = elnstnd) — g ¢

S
sOt=ala(s) —a ()} = eI = t#0

sOt= (X{(X_l(s) X a‘l(t)} = p(nsxint) _ Int
1
Int

sQt=af{a"(s)/a"1(t)} = elns+Int) — gnt
s<toeal(s)<al(t) ©Ilns<Int

t+1

islemlerine sirasiyla geometrik toplam, geometrik fark, geometrik ¢arpim, geometrik bdliim ve geometrik

siralama denir (Boruah, 2017).

Geometrik aritmetikteki carpma iglemine gore asagidaki lemma verilmistir.

Onerme 1.1: a,b € R, olmak iizere asagidaki esitsizlikler vardir (Boruah, 2017):

iYa/bOc/d=b/a®d/c
i@/b)Oc=@Oc)/(bOc)

iii)a~1¢ = g(1/1083)
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Tamm 1.2: R; kiimesindeki bir s sayisinin geometrik karesi s2¢ = s @ s ile, geometrik karekokii de
geometrik karesi s ye esit olan w negatif olmayan say1 yani w = « {Ja_l(s)} = eVIns = {/s = w26 = gile,

p. carpimsal iissi ve q.carpimsal kokii swrasiyla sP6¢ = s®De Qs =S = sInPs e %G =
1
a{qw/a‘l(s)} = (ns)/a ile tanimlanir. (Gurefe vd., 2016)

R kiimesindeki bir X sayisinin geometrik- mutlak degeri

f’ xill e¥, e¥>e'=1
G 1 y G ) e e
7 x<1 eV, eY¥<el

G
ile tammlanir ve Vx26 = a(Ja t(x)]) = |x|; = e!™*! ile gosterilir.

Geometrik hesap tarzina gore mutlak degerin bazi 6zellikleri asagidaki onermede verilmistir.
Onerme 1.2 : 5,t € R; olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur (Boruah, 2017):

DIs O tlg = Islg O ltlg
2)sDtlg < Islg @ ltlg
s D tlg = Islg @ ltlg
s O tlg = Islg O ltlg.

Tamm 1.3: X, R; geometrik reel cismi tizerinde vektor uzayi ve C < X olsun. Her x,y € C ve A € (1, e) i¢in
AOx® (e B 1) Oy e Cise C kiimesine geometrik konveks kiime denir (Glingor, 2020).

Tamim 1.4: X geometrik Banach uzayi olsun. Eger x,y € Sy = {x € X|||x||; = e} ve x # y olmak {izere 1 €
(Le)igh || AOx® (e B 1) Oyl < e ise X kiimesine geometrik kesin konveks denir (Giingor, 2020).

2. Bulgular
2. Results

R terimli tim dizilerin kiimesi s(G) = {s = s,| s: N - R} ile gosterilir. @ = exp oldugundan s(G) =
{e*n: x, € R, n € N} ile elde edilir. [,,(G), c(G), ¢y (G) ve 1,,(G) dizi uzaylar asagidaki gibi tanimlanir.

1o (6) = {x = () €5(6) ¢ supluils < oo}

{x = (e*k): x, ER, eklég' il < 00}
¢ (G) = {x = (x;) € s(G): Glim X = 1}

lim
{x = (e¥): x, ER, ekow k= eo}

(6) = {x = (xi) € 5(6): Z|xk|p6 <o
={x=(e*):x € ]R, ezk_1|xk|p<°°}
Bu uzaylar geometrik aritmetigin @, © islemlerine gore birer vektdr uzayidirlar.

Tamm 2.1 : (x;) € s(G) olmak tizere

Z Xy = a{z a‘l(xk)} = afa™ () + a7 () + o aT () + )

Gk=1 k=1

397
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o]

= elnxy+Inxy+--} _ | |xk

k=1
toplam1 geometrik hesap tarzina gore geometrik reel say serisi denir (Gurefe vd., 2016).

Tamm 2.2 : || || ;: X » R*(G) fonksiyonu asagida verilen 6zellikleri sagliyorsa, (X, ||. || ;) uzayma geometrik
normlu uzay denir.

(GN1)HerseXigin||s|lg =1es=0;=1

(GN2) Her s € X ve a € R(G) i¢in ||as|l; = lalg O lIsllg

(GN3) Her s, t € X igin [[s @ tll; < lIsllg D lItllg

Teorem 2.3 (Geometrik Hesap tarzina gore p > 1 i¢in Minkowski Esitsizligi) : p > 1 ve

k € {1,2,...,n} i¢gin xi, v, € R, olsun. O zaman

P t p n p t
D@yl < | Dl @ | Yl
ck=1 Gk=1 Gk=1

dir (Gurefe vd., 2016).

ispat :p=1vek€{1,2,..,n}olsun. ai, b, € R olmak iizere x;, = e%,y, = ePr olacak sekilde xi,y, €
R olsun. O halde

G
n n (1/17)
P 1 PG
g I, D Yk|gG = e[ nazk=1lxk®yklc ]
Ggk=1

Y,

n - p
[mﬂ eyl 1|x;c-ykl]( )
=e k=1

’ n _ ({/p)
In —[ |eak.ebk|1np 1|eak'ebk|]
= el k=1

1
>ln —[n |eak+bk|1np_1|eak+bk|]( /p)
L k=1

. n (V)
la+biP "
In (e|ak+bk|)
—el 4 k=1

n (1/17)
In —[ e|ak+bk|p]
k=1

(*/p)
]

=e

e[lnezgzl laj+bil”
= e[Zﬁzllak+bk|p](1/p)

< e(Zk=1 Iaklp)(l/p)+(2;§=1 |bk|p)(1/p)
= e(Zk=1 Iaklp)(l/p)e(z};:l |bk|p)(1/p)

(In eZk=1 |ak|p)(1/p) (In eZhe1 |bk|p)(1/p)

=e e
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(ln Mi=1 E|ak|p>(1/p) (ln Mk=1 elbk|p>(1/p)

1/ 1/
(lnm::l e|ak|lnp—1e|tlk|>( p) (lnH;clzl elbklln”_lelb"")( p)

elde edilir.
Teorem 2.4 (Geometrik Hesap Tarzina Gore p € (0, 1) icin Minkowski Esitsizligi):

p € (0,1), k €N, x= (x),y = (yk) € s(G) olsun. O haIde

Zka D yly® = lek|p6 Z|yk|l’c

dir.

Ispat: p € (0,1), k € Nolsun. ay, b, € R olmak iizere x, = e%,y, = e’k olacak sekilde
x = (x),y = (i) € s(G) olsun.

G

(o]
S b @yl = elinIEanone

](1/p)

1
=e [ln ka:llxk-yklga]( /p)

lnp_1|xk.yk|](1/l7)

(V/p)

_ e[lnl'[iillxk.ykl

InP—1lelar+bl
In H?:l elak+bk|
=e

(V/p)

P
[lnl'lf=1 elar+by] ]
=e

(*/p)
|

_ e[lnezl}wzﬂawbklp
= e[Z,}”zllak+bk|p](1/p)

> o(Zit1 Iaklp)(l/l")+(z,;°°:1 |bk|p)(1/p)

= e (it |ak|p)(1/p)e(2;;’°:1 i) (77)

<In Tk |ak|p>(1/p) <In eZie1 |bk|p>(1/p)

e
N 7 BN €7

_, (lnHk:lel Kl ) e(lnnk:19| Kkl )

(o)

- p -1,|b

(lnn;;";l elailm? 19'“"') (lnH;;";1 elpilmP=tel "')
e

=e

(M/p)

=e
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oo : [ee] N
— P | |pG @ P | |pG
- Xk G Yk G
Gk=1 ck=1

esitsizligi elde edilir.

Teorem 25: [,(G) uzay, ||x||Gp = (GZ,?:llxkl gc)(l/p)a seklinde tanimlanan ||.||g:1, = R*(G)
fonksiyonu ile bir normlu uzaydir.

Ispat: x = (x),y = (yy) € l,(G), a € Rg olmak iizere
(1/p)¢

GND) [Ixllg, = 1 & lekl P —leox=1
ck=1
o (1/p)e o 1/p)g
GV laOxllg, =| DlaOxd 2| ={ lal % O lxl?e
ck=1 Gck=1
= lalg O llxllg,
- 1/p)c
GN) X ® Yllg, = ) 1 @yl 2
ck=1
- (1/p)g o 1/p)¢
<{ D] @ Dl
Gk=1 Gk=1
N = lixllg, @ lyll,
elde edilir.
Onerme 2.6:
a) p € (0,1) olsun. Eger a,b > 0 ise
(a+b)? < aP +b?P 1)

dir. Daha genel olarak a4, a,, ..., a, negatif olmayan reel sayilar olmak tizere

n

(Zn: ak)p < kz ay

k=1 =1

dir (Yeh, 2006).

b) p = 1olsun. Egera,b > 0 ise

(a + b)P < 2P~ 1(aP? + bP) 2
dir (Nesin, 2012).

Onerme 2.7: 0 < p < 1 olmak iizere x,y € Rg icin

(x @ y)Pé < xP @ yPe 3)

esitsizligi vardir.
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Ispat : 0 <p <1 icin a,b € R olmak iizere x = e%,y = e” olacak sekilde x,y € Rg; olsun. O halde (1)
esitsizligi kullanilirsa,

(x @ y)Pe = (x.y)n"xy

InP~1le
= (e%e?)
-1,a+b
— (ea+b)lnp ea
p—-1,(a+b) p
e(a+b)ln e — e(a+b)

p p
e? el

- - - b
a.aP 1_eb.bp 1 _ ea.(lne“)p 1.eb(lne )

afb

aP+pP _

IA I

e
p-1

e
p-1,a p—-1,b
ea.ln e eb.ln e

p-1 p-1
xln x_yln y
— xpG_ ypG
— xpG @ ypG

esitsizligi elde edilir.
Onerme 2.8 : p > 1 olmak iizere x,y € Rg igin

(x @ y)Pe < (e2)P~Ve O (xPe @ yPo) (4)
esitsizligi vardir.

Ispat:p > 1licina, b € Rolmak iizere x = e%,y = e? olacak sekilde x,y € R olsun. O halde (2) esitsizligi
kullanilirsa,

— InP~1x,

(x @ y)Pe = (x.y)™ *¥
- b
— (ea eb)lnp lea.e
( a+b lnp—lea+b

=\e
— e(a+b)1np_1e(“+b) — e(a+b)p
2277 D.(aP+bP)

2(P-1 Jpe(aP+bP)

IA

2@-1 JpeaP obP

i I
A~ ® ©

2= In(xPc HyPE)

ez(?"l)) O (xPé @ yPs)
— (ez.lnp_zez) O (xPe @ yPo)
= (e2)®Ds © (xPs @ yPo)

elde edilir.

Teorem 2.9: 0 < p < oo olmak iizere [, (G) uzay1 geometrik hesap tarzina gore konvekstir.
ispat : l,(G) uzaymn konveks oldugunu gostermek igin

xy€EL(G)vete(0,)icint OxD (1O Oy € LG

oldugu gosterilmelidir. ki durumda incelenmistir.

1. durum: 0 < p < 1 igin (3) esitsizligi kullanilirsa
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DIox®1000Nl s Y itox o ) I1000yl

Gk=1 ck=1 ck=1
[ee] [ee)
= 1tF O DIl X OO O )yl ¥
Gk=1 ck=1
< oo
elde edilir.

2. durum : p > 1 igin (4) esitsizligi kullanilirsa

(0]

DIox®@1en0wl k< ) ()P0 (t0x & 11000 yk))

Gk=1 ck=1

=PI 0 Y Inl FONOUrO ) Ik
Gk=1 Gk=1
< oo
elde edilir.

Teorem 2.10 : 1 < p < oo olmak iizere ,,(G) uzay: geometrik kesin konvekstir.

Ispat: x,y€ LG , x#y ve IIxIIGp = ||y||Gp =1 olsun. O halde t €(0,1) icin
ltOx® 10OV, <1

oldugu gosterilmelidir.

o (o),
ItOx®UODOYIs = Y ItOx®1OD Oy
Gk=1
o (o), o (o)
<[ droxllr] e daeoonllr
ck=1 Gk=1
= Itlg © IxIZ¢ @ 11 S tlg O liylIEe
=1
elde edilir.
3. Sonuclar Yazar katkisi
3. Conclusions Author contribution
Bu ¢alismada, geometrik hesap tarzina gore 1, (G) Tiim yazarlar makalenin tiim bdliimlerine katkida
uzayi tanitilip normlu uzay oldugu gosterilmistir. bulunmustur.
Elde edilen gerekli esitsizlikler yardimiyla 1,(G)
uzaymin konveks ve kesin konveks oldugu elde Etik beyan )
edilmistir. Declaration of ethical code
Tesekkiir / Katki belirtme Bu calismada kullanilan materyal ve yontemlerin
Acknowledgement etik kurul izni ve / veya yasal-ozel izin

gerektirmedigini beyan etmektedir.
Bu ¢alisma, PYO.FEN.1904.17.014 nolu Bilimsel

Arastirma  Projesi olarak Ondokuz Mayis Cikar catismasi beyani

Universitesi tarafindan desteklenmistir. Makalenin Conflicts of interest
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