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Öz 

Bu çalışmada, geometrik hesap tarzına göre Lebesgue dizi uzayı tanımlandı. İhtiyaç duyulan bazı eşitsizlikler geometrik 

hesap tarzına göre elde edildi. Bu eşitsizlikler yardımıyla geometrik hesap tarzına göre Lebesgue dizi uzayının konvekslik, 

kesin konvekslik gibi bazı geometrik özellikleri incelendi. 

 

Anahtar kelimeler: Geometrik hesap tarzı, Kesin konvekslik, Konvekslik, Lebesgue dizi uzayları, Newtonyen olmayan 

hesap tarzı 

 

 

Abstract 

In this study the Lebesgue sequence space was defined according to geometric calculation style with the help of these 

inequalities, some geometric properties such as convexity and striclty convexity of Lebesgue sequence space were 

examined according to the geometric calculation style. 

 

Keywords: Geometric calculation style, Striclty convexity, Convexity, Lebesgue sequence spaces, Non-Newtonian 

calculation style 
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1. Giriş 

1. Introduction 

 

Rönesans döneminde Galileo dâhil birçok bilim 

adamı klasik hesap tarzı dışında yeni bir hesap tarzı 

olan Newtonyen olmayan hesap tarzını ortaya 

koymuşlardır. Klasik hesap tarzındaki her bir 

özelliğin, Newtonyen olmayan hesap tarzında bir 

benzeri vardır ve bu hesap tarzında araştırılabilecek 

sorunlara farklı bir bakış açısı sağlayan bir 

yöntemdir. 1967’den 1972’ye kadar olan dönemde 

Grossman ve Katz, klasik, geometrik, bigeometrik 

ve kuadratik hesap sınıflarından oluşan Newtonyen 

olmayan hesap tarzını tanıtmışlardır. Daha 

sonraları bu kavramları Grossman genişletmiştir. 

Newtonyen olmayan hesap tarzı fen bilimleri, 

ekonomi, finans, matematik gibi birçok alanda 

kullanılmıştır. Çarpımsal kompleks kalkülüste 

türev ve uygulamaları (Bashirov & Rıza 2011), 

geometrik dizi uzayları (Türkmen & Başar 2012), 

Newtonyen olmayan dizi uzayları üzerinde 

çalışmalar yapılmıştır (Çakmak & Başar 2012). 

Newtonyen olmayan kalkülüste bazı temel 

topolojik özellikleri elde edilmiştir (örneğin Duyar 

vd., 2015; Binbaşıoğlu vd., 2015; Duyar & Oğur 

2017). Newtonyen olmayan kalkülüste Lebesgue 

ölçüsünü (Duyar & Sağır 2017), kapalı kümelerin 

Newtonyen olmayan ölçüsünü (Oğur & Demir 

2019) ve Newtonyen olmayan kümelerin Lebesgue 

anlamında ölçüsünü incelemişlerdir (Oğur & 

Demir 2020).  ağırlıklı Lebesgue uzayının 

bazı geometrik özelliklerini (Oğur 2018) ve 

Newtonyen olmayan  dizi uzayının bazı 

geometrik özeliklerini ele alınmıştır (Güngör 

2020). 

 

Newtonyen olmayan hesap tarzının bir alanı olan 

geometrik hesap tarzı Newton ve Leibniz’in klasik 

hesap tarzına bir alternatiftir. 

 

                
𝛼: ℝ
    𝑠

→
→

ℝ+

𝛼(𝑠) = 𝑒𝑠 = 𝑡
                         𝛼

−1: ℝ+

       𝑡

→
→

ℝ
𝛼−1(𝑡) = ln𝑡 = 𝑠

 

olmak üzere,  doğal logaritma üreteci kullanılarak geometrik hesap tarzı (geometrik aritmetik) elde edilir 

(Gurefe vd., 2016). 

 

Tanım 1.1 : {𝑒𝑠: 𝑠 ∈ ℝ} kümesine geometrik aritmetikteki reel sayılar kümesi denir ve ℝ𝐺(veya ℝ(𝐺)) ile 

gösterilir. ℝ𝐺
+ = {𝑠 ∈ ℝ(𝐺): 𝑠 > 1} ve ℝG

− = {𝑠 ∈ ℝ(𝐺): 𝑠 < 1} sırasıyla geometrik pozitif ve negatif reel 

sayıların kümesidir. ℝ𝐺 üzerinde tanımlanan 

 

⊕: ℝ𝐺 × ℝ𝐺 → ℝ𝐺 ,      
(𝑠, 𝑡) → 𝑠 ⊕ 𝑡 = 𝛼{𝛼−1(𝑠) + 𝛼−1(𝑡)} = 𝑠. 𝑡 

 

toplama işlemi ve  

 

⊙: ℝ𝐺 × ℝ𝐺 → ℝ𝐺 ,    
(𝑠, 𝑡) →  𝑠 ⊙ 𝑡 = 𝛼{𝛼−1(𝑠) × 𝛼−1(𝑡)} = 𝑠ln𝑡 

 

çarpma işlemlerine göre (ℝ(𝐺),⊕,⊙) bir cisimdir. 

 

𝑠 ⊕ 𝑡 = 𝛼{𝛼−1(𝑠) + 𝛼−1(𝑡)} = 𝑒(ln𝑠+ln𝑡) = 𝑠. 𝑡 

𝑠 ⊖ 𝑡 = 𝛼{𝛼−1(𝑠) − 𝛼−1(𝑡)} = 𝑒(ln𝑠−ln𝑡) =
𝑠

𝑡
, 𝑡 ≠ 0 

𝑠 ⊙ 𝑡 = 𝛼{𝛼−1(𝑠) × 𝛼−1(𝑡)} = 𝑒(ln𝑠×ln𝑡) = 𝑠ln𝑡 

𝑠 ⊘ 𝑡 = 𝛼{𝛼−1(𝑠)/𝛼−1(𝑡)} = 𝑒(ln𝑠÷ln𝑡) = 𝑠
1

 ln𝑡 , 𝑡 ≠ 1 

𝑠 < 𝑡 ⇔ 𝛼−1(𝑠) < 𝛼−1(𝑡) ⇔ ln𝑠 < ln𝑡 

 

işlemlerine sırasıyla geometrik toplam, geometrik fark, geometrik çarpım, geometrik bölüm ve geometrik 

sıralama denir (Boruah, 2017). 

Geometrik aritmetikteki çarpma işlemine göre aşağıdaki lemma verilmiştir. 

 

Önerme 1.1: 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝐺 olmak üzere aşağıdaki eşitsizlikler vardır (Boruah, 2017): 

𝑖) a 𝑏⁄ ⊙ c 𝑑⁄ = b 𝑎⁄ ⊙ d 𝑐⁄  

𝑖𝑖)(a 𝑏⁄ ) ⊙ 𝑐 = (𝑎 ⊙ 𝑐) (𝑏 ⊙ 𝑐)⁄  

𝑖𝑖𝑖)𝑎−1𝐺 = 𝑒(1 loga⁄ ). 
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Tanım 1.2: ℝ𝐺  kümesindeki bir 𝑠 sayısının geometrik karesi 𝑠2𝐺 = 𝑠 ⊙ 𝑠 ile, geometrik karekökü de 

geometrik karesi 𝑠 ye eşit olan 𝑤 negatif olmayan sayı yani 𝑤 = 𝛼 {√𝛼−1(𝑠)} = 𝑒√ln𝑠 = √𝑠
𝐺

 ⇒ 𝑤2𝐺 = 𝑠 ile, 

𝑝. çarpımsal üssü ve 𝑞.çarpımsal kökü sırasıyla 𝑠𝑝𝐺 = 𝑠(𝑝−1)𝐺 ⊙ 𝑠 = 𝑒ln𝑝𝑠 = 𝑠ln𝑝−1𝑠  ve √𝑠
𝑞 𝐺

=

α { √𝛼−1(𝑠)
q

} = e(lns)
1

q⁄
 ile tanımlanır. (Gurefe vd., 2016) 

 

ℝ𝐺 kümesindeki bir x  sayısının geometrik- mutlak değeri 

 

|𝑥|𝐺 = {

𝑥,        𝑥 > 1
1,         𝑥 = 1
1

𝑥
,         𝑥 < 1

     veya          𝑒|𝑦| = |𝑒𝑦|𝐺 = {
𝑒𝑦,        𝑒𝑦 > 𝑒0 = 1

1,          𝑒𝑦 = 𝑒0

𝑒−𝑦,      𝑒𝑦 < 𝑒0

      

ile tanımlanır ve √𝑥2𝐺
𝐺

= 𝛼(|𝛼−1(𝑥)|) = |𝑥|𝐺 = 𝑒|ln𝑥|  ile gösterilir. 

 

Geometrik hesap tarzına göre mutlak değerin bazı özellikleri aşağıdaki önermede verilmiştir. 

 

Önerme 1.2 : 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ𝐺  olmak üzere aşağıdaki ifadeler doğrudur (Boruah, 2017): 

 

1)|𝑠 ⊙ 𝑡|𝐺 = |𝑠|𝐺 ⊙ |𝑡|𝐺 

2)|𝑠 ⊕ 𝑡|𝐺 ≤ |𝑠|𝐺 ⊕ |𝑡|𝐺  

3)|𝑠 ⊘ 𝑡|𝐺 = |𝑠|𝐺 ⊘ |𝑡|𝐺 

4)|𝑠 ⊖ 𝑡|𝐺 ≥ |𝑠|𝐺 ⊖ |𝑡|𝐺 . 

 

Tanım 1.3: 𝑋, ℝ𝐺 geometrik reel cismi üzerinde vektör uzayı ve 𝐶 ⊂ 𝑋 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ve 𝜆 ∈ (1, 𝑒) için  

𝜆 ⊙ 𝑥 ⊕ (𝑒 ⊖ 𝜆) ⊙ 𝑦 ∈ 𝐶 ise 𝐶 kümesine geometrik konveks küme denir (Güngör, 2020). 

 

Tanım 1.4: 𝑋 geometrik Banach uzayı olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑋|‖𝑥‖𝐺 = 𝑒} ve 𝑥 ≠ 𝑦 olmak üzere 𝜆 ∈
(1, 𝑒) için ‖𝜆 ⊙ 𝑥 ⊕ (𝑒 ⊖ 𝜆) ⊙ 𝑦‖𝐺 < 𝑒 ise 𝑋 kümesine geometrik kesin konveks denir (Güngör, 2020). 

 

2. Bulgular 

2. Results 

 

ℝ𝐺 terimli tüm dizilerin kümesi 𝑠(𝐺) =  { 𝑠 = 𝑠𝑛| 𝑠: ℕ → ℝ𝐺} ile gösterilir. 𝛼 = exp olduğundan 𝑠(𝐺) =
 {𝑒𝑥𝑛: 𝑥𝑛 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ} ile elde edilir. 𝑙∞(𝐺), 𝑐(𝐺), 𝑐0(𝐺) ve 𝑙𝑝(𝐺) dizi uzayları aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

𝑙∞(𝐺) = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑠(𝐺) ∶

 
sup
𝑘∈ℕ

|𝑥𝑘|𝐺
G

  

< ∞}

          = {𝑥 = (e𝑥𝑘): 𝑥𝑘 ∈ ℝ,  e
sup
𝑘∈ℕ

|𝑥𝑘| 
< ∞}

 

𝑐0(𝐺) = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑠(𝐺): lim
𝑘→∞

𝐺
 𝑥𝑘 = 1}       

           = {𝑥 = (e𝑥𝑘): 𝑥𝑘 ∈ ℝ,   e
lim

𝑘→∞
 
 𝑥𝑘 = e0}

 

 𝑙𝑝(𝐺) = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑠(𝐺): ∑|𝑥𝑘|𝐺
𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 

< ∞} 

            = {𝑥 = (e𝑥𝑘): 𝑥𝑘 ∈ ℝ, e∑ |𝑥𝑘|𝑝<∞∞
𝑘=1 } 

 

Bu uzaylar geometrik aritmetiğin ⊕, ⊙ işlemlerine göre birer vektör uzayıdırlar. 

 

Tanım 2.1 : (𝑥𝑘) ∈ 𝑠(𝐺)  olmak üzere 

 

∑ 𝑥𝑘 = 𝛼 {∑ 𝛼−1(𝑥𝑘)

∞

𝑘=1

} = 𝛼{𝛼−1(𝑥1) + 𝛼−1(𝑥2) + ⋯ + 𝛼−1(𝑥𝑘) + ⋯ }

∞

𝑘=1𝐺
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               = 𝑒{ln𝑥1+ln𝑥2+⋯ } = ∏ 𝑥𝑘                                                          

∞

𝑘=1

 

 

toplamı geometrik hesap tarzına göre geometrik reel sayı serisi denir (Gurefe vd., 2016). 

 

Tanım 2.2 : ‖. ‖𝐺: 𝑋 → ℝ+(𝐺) fonksiyonu aşağıda verilen özellikleri sağlıyorsa, (𝑋, ‖. ‖𝐺) uzayına  geometrik 

normlu uzay denir. 

 

(𝐺𝑁1) Her 𝑠 ∈ 𝑋 için ‖𝑠‖𝐺 = 1 ⇔ 𝑠 = 𝜃𝐺 = 1 
(𝐺𝑁2) Her 𝑠 ∈ 𝑋 ve 𝛼 ∈ ℝ(𝐺) için ‖𝛼𝑠‖𝐺 = |𝛼|𝐺 ⊙ ‖𝑠‖𝐺 

(𝐺𝑁3) Her 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑋 için ‖𝑠 ⊕ 𝑡‖𝐺 ≤ ‖𝑠‖𝐺 ⊕ ‖𝑡‖𝐺 

 

Teorem 2.3 (Geometrik Hesap tarzına göre 𝒑 ≥ 𝟏 için Minkowski Eşitsizliği) : 𝑝 ≥ 1 ve  

 

𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℝ𝐺  olsun. O zaman 

 

√ ∑|𝑥𝑘 ⊕ 𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

≤ √ ∑|𝑥𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

⊕ √ ∑|𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

 

 

dır (Gurefe vd., 2016).  

 

İspat : 𝑝 ≥ 1 ve 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛} olsun. 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ∈ ℝ olmak üzere 𝑥𝑘 = 𝑒𝑎𝑘 , 𝑦𝑘 = 𝑒𝑏𝑘 olacak şekilde  𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∈
ℝ𝐺   olsun. O halde 

 

√ ∑|𝑥𝑘 ⊕ 𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

= 𝑒
[ln ∑ |𝑥𝑘⊕𝑦𝑘|

𝐺

𝑝𝐺
𝑛

𝑘=1𝐺

 

]

(1
𝑝⁄ )

 

                                       = 𝑒
[ln ∏ |𝑥𝑘.𝑦𝑘|ln𝑝−1|𝑥𝑘.𝑦𝑘|

𝑛

𝑘=1
]

(1
𝑝⁄ )

   

= 𝑒
[ln ∏ |𝑒𝑎𝑘 .𝑒𝑏𝑘|

ln𝑝−1|𝑒𝑎𝑘.𝑒𝑏𝑘|
𝑛

𝑘=1

]

(1
𝑝⁄ )

 

                                       = 𝑒
[ln ∏ |𝑒𝑎𝑘+𝑏𝑘|

ln𝑝−1|𝑒𝑎𝑘+𝑏𝑘|
𝑛

𝑘=1

]

(1
𝑝⁄ )

 
                                       

                                       = 𝑒

[ln ∏ (𝑒|𝑎𝑘+𝑏𝑘|)
|𝑎𝑘+𝑏𝑘|

𝑝−1
𝑛

𝑘=1

]

(1
𝑝⁄ )

  

                                       = 𝑒  

[ln ∏  𝑒|𝑎𝑘+𝑏𝑘|
𝑝𝑛

𝑘=1

]

(1
𝑝⁄ )

 

                                       = e
[ln𝑒∑  𝑛

𝑘=1 |𝑎𝑘+𝑏𝑘|
𝑝

]
(1

𝑝⁄ )

 

                                       = 𝑒[∑ |𝑎𝑘+𝑏𝑘|𝑝𝑛
𝑘=1 ]

(1
𝑝⁄ )

 

                                       ≤ 𝑒(∑  𝑛
𝑘=1 |𝑎𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

+(∑  𝑛
𝑘=1 |𝑏𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

 

                                       = 𝑒(∑  𝑛
𝑘=1 |𝑎𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

𝑒(∑  𝑛
𝑘=1 |𝑏𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

 

                                       = 𝑒
(In  𝑒∑  𝑛

𝑘=1 |𝑎𝑘|
𝑝

)

(1
𝑝⁄ )

𝑒
(In 𝑒∑  𝑛

𝑘=1 |𝑏𝑘|
𝑝

)

 

(1
𝑝⁄ )
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                                       = 𝑒  
(ln ∏ 𝑒|𝑎𝑘|

𝑝
𝑛
𝑘=1 )

(1
𝑝⁄ )

𝑒 
(ln ∏ 𝑒|𝑏𝑘|

𝑝
𝑛
𝑘=1 )

(1
𝑝⁄ )

 
      

                                      = 𝑒
(ln ∏  𝑛

𝑘=1 𝑒|𝑎𝑘|In 𝑝−1𝑒|𝑎𝑘|
)

(1
𝑝⁄ )

𝑒
(ln ∏  𝑛

𝑘=1 𝑒|𝑏𝑘|ln 𝑝−1𝑒|𝑏𝑘|
)

(1
𝑝⁄ )

 

                                     = √ ∑|𝑥𝑘|𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

⊕ √ ∑|𝑦𝑘|𝑝𝐺

𝑛

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.4 (Geometrik Hesap Tarzına Göre 𝒑 ∈ (𝟎, 𝟏) için Minkowski Eşitsizliği): 

 

 𝑝 ∈ (0,1) , 𝑘 ∈ ℕ,  x= (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝑠(𝐺)  olsun. O halde  

√ ∑|𝑥𝑘 ⊕ 𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

∞

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

≥ √ ∑|𝑥𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

∞

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

⊕ √ ∑|𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

∞

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

 

dır. 

 

İspat : 𝑝 ∈ (0,1) , 𝑘 ∈ ℕ olsun. 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ∈ ℝ olmak üzere 𝑥𝑘 = 𝑒𝑎𝑘 , 𝑦𝑘 = 𝑒𝑏𝑘 olacak şekilde 

 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝑠(𝐺) olsun. 

 

√ ∑|𝑥𝑘 ⊕ 𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

∞

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

= 𝑒
[ln ∏ |𝑥𝑘⊕𝑦𝑘|

𝐺

𝑝𝐺∞
𝑘=1 ]

(1
𝑝⁄ )

                      

                                        = 𝑒
[ln ∏ |𝑥𝑘.𝑦𝑘|

𝐺

𝑝𝐺∞
𝑘=1 ]

(1
𝑝⁄ )

 

                                        = 𝑒
[ln ∏ |𝑥𝑘.𝑦𝑘|  

 ∞
𝑘=1

ln𝑝−1|𝑥𝑘.𝑦𝑘|
]

(1
𝑝⁄ )

 

                                         = 𝑒
[ln ∏ 𝑒|𝑎𝑘+𝑏𝑘|

ln𝑝−1𝑒|𝑎𝑘+𝑏𝑘|
∞
𝑘=1 ]

(1
𝑝⁄ )

 

                                         = 𝑒  
[ln ∏  ∞

𝑘=1 𝑒|𝑎𝑘+𝑏𝑘|
𝑝

]

(1
𝑝⁄ )

 

                                        = 𝑒
[ln𝑒∑ |𝑎𝑘+𝑏𝑘|

𝑝∞
𝑘=1 ]

(1
𝑝⁄ )

 

                                        = 𝑒[∑ |𝑎𝑘+𝑏𝑘|𝑝∞
𝑘=1 ]

(1
𝑝⁄ )

 

                                        ≥ 𝑒(∑  ∞
𝑘=1 |𝑎𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

+(∑  ∞
𝑘=1 |𝑏𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

 

                                        = 𝑒(∑  ∞
𝑘=1 |𝑎𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

𝑒(∑  ∞
𝑘=1 |𝑏𝑘|𝑝)

(1
𝑝⁄ )

 

                                         = 𝑒
(In  𝑒∑  ∞

𝑘=1 |𝑎𝑘|
𝑝

)

(1
𝑝⁄ )

𝑒
(In 𝑒∑  ∞

𝑘=1 |𝑏𝑘|
𝑝

)

(1
𝑝⁄ )

 

                                        = 𝑒  
(ln ∏ 𝑒|𝑎𝑘|

𝑝
∞
𝑘=1 )

(1
𝑝⁄ )

𝑒 
(ln ∏ 𝑒|𝑏𝑘|

𝑝
∞
𝑘=1 )

(1
𝑝⁄ )

 

                                        = 𝑒
(ln ∏  ∞

𝑘=1 𝑒|𝑎𝑘|𝐼𝑛 𝑝−1𝑒|𝑎𝑘|
)

(1
𝑝⁄ )

𝑒
(ln ∏  ∞

𝑘=1 𝑒|𝑏𝑘|𝐼𝑛 𝑝−1𝑒|𝑏𝑘|
)

(1
𝑝⁄ )
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                                        = √ ∑|𝑥𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

∞

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

⊕ √ ∑|𝑦𝑘|
𝐺
𝑝𝐺

∞

𝑘=1𝐺

 
𝑝

𝐺

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Teorem 2.5: 𝑙𝑝(𝐺)  uzayı, ‖𝑥‖𝐺𝑝
= ( ∑ |𝑥𝑘|∞

𝑘=1𝐺

 
 𝐺
𝑝𝐺)

(1 𝑝⁄ )𝐺
 şeklinde tanımlanan ‖. ‖𝐺: 𝑙𝑝 → ℝ+(𝐺)  

fonksiyonu ile bir normlu uzaydır. 

 

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑘) , 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝑙𝑝(𝐺), α ∈ ℝG olmak üzere 

(𝐺𝑁1) ‖𝑥‖𝐺𝑝
= 1 ⇔ ( ∑|𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺)

(1 𝑝⁄ )𝐺

= 1 ⇔ 𝑥 = 1 

(𝐺𝑁2) ‖𝛼 ⊙ 𝑥‖𝐺𝑝
= ( ∑|𝛼 ⊙ 𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 )

(1 𝑝⁄ )𝐺

= ( ∑|𝛼|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 ⊙ |𝑥𝑘|𝐺

𝑝𝐺)

(1 𝑝⁄ )𝐺

 

                                   = |𝛼|𝐺 ⊙ ‖𝑥‖𝐺𝑝
                                                    

(𝐺𝑁3) ‖𝑥 ⊕ 𝑦‖𝐺𝑝
= ( ∑|𝑥𝑘 ⊕ 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 )

(1 𝑝⁄ )𝐺

 

                                   ≤ ( ∑|𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺)

(1 𝑝⁄ )𝐺

⊕ ( ∑|𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 )

(1 𝑝⁄ )𝐺

 

                                  = ‖𝑥‖𝐺𝑝
⊕ ‖𝑦‖𝐺𝑝

                                                        

elde edilir. 

 

Önerme 2.6: 

 

a) 𝑝 ∈ (0,1) olsun. Eğer 𝑎, 𝑏 ≥ 0 ise  

 

 (𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝                                                                                                                                        (1) 

 

dir. Daha genel olarak 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 negatif olmayan reel sayılar olmak üzere 

 

(∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

)

𝑝

≤ ∑ 𝑎𝑘
𝑝

𝑛

𝑘=1

 

 

dir (Yeh, 2006). 

 

b) 𝑝 ≥ 1 olsun. Eğer 𝑎, 𝑏 > 0 ise 

 

(𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑎𝑝 + 𝑏𝑝)                                                                                                                             (2) 

 

dır (Nesin, 2012). 

 

Önerme 2.7:  0 < 𝑝 < 1 olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈ ℝG için 

 
(𝑥 ⊕ 𝑦)𝑝𝐺 ≤ 𝑥𝑝𝐺 ⊕ 𝑦𝑝𝐺                                                                                                                                  (3) 

 

eşitsizliği vardır. 
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İspat : 0 < 𝑝 < 1 için 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere 𝑥 = 𝑒𝑎, 𝑦 = 𝑒𝑏 olacak şekilde  𝑥, 𝑦 ∈ ℝG olsun. O halde (1) 

eşitsizliği kullanılırsa, 

 

(𝑥 ⊕ 𝑦)𝑝𝐺 = (𝑥. 𝑦)ln𝑝−1𝑥.𝑦 

= (𝑒𝑎. 𝑒𝑏)
ln𝑝−1𝑒𝑎.𝑒𝑏

 

= (𝑒𝑎+𝑏)
ln𝑝−1𝑒𝑎+𝑏

 

= 𝑒(𝑎+𝑏)ln𝑝−1𝑒(𝑎+𝑏)
= 𝑒(𝑎+𝑏)𝑝

 

≤ 𝑒𝑎𝑝+𝑏𝑝
= 𝑒𝑎𝑝

. 𝑒𝑏𝑝
 

= 𝑒𝑎.𝑎𝑝−1
. 𝑒𝑏.𝑏𝑝−1

= 𝑒𝑎.(ln𝑒𝑎)𝑝−1
. 𝑒𝑏(ln𝑒𝑏)

𝑝−1

 

= 𝑒𝑎.ln𝑝−1𝑒𝑎
. 𝑒𝑏.ln𝑝−1𝑒𝑏

 

= 𝑥ln𝑝−1𝑥 . 𝑦ln𝑝−1𝑦 
= 𝑥𝑝𝐺 . 𝑦𝑝𝐺  

                     = 𝑥𝑝𝐺 ⊕ 𝑦𝑝𝐺                        
 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Önerme 2.8 : 𝑝 ≥ 1 olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈ ℝG için 

 

(𝑥 ⊕ 𝑦)𝑝𝐺 ≤ (𝑒2)(𝑝−1)𝐺 ⊙ (𝑥𝑝𝐺 ⊕ 𝑦𝑝𝐺)                                                                                                       (4) 

 

eşitsizliği vardır. 

 

İspat : 𝑝 ≥ 1 için 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere 𝑥 = 𝑒𝑎 , 𝑦 = 𝑒𝑏 olacak şekilde   𝑥, 𝑦 ∈ ℝG olsun. O halde (2) eşitsizliği 

kullanılırsa, 

 

(𝑥 ⊕ 𝑦)𝑝𝐺 = (𝑥. 𝑦)ln𝑝−1𝑥.𝑦 

= (𝑒𝑎. 𝑒𝑏)
ln𝑝−1𝑒𝑎.𝑒𝑏

 

= (𝑒𝑎+𝑏)
ln𝑝−1𝑒𝑎+𝑏

 

= 𝑒(𝑎+𝑏)ln𝑝−1𝑒(𝑎+𝑏)
= 𝑒(𝑎+𝑏)𝑝

 

≤ 𝑒2(𝑝−1).(𝑎𝑝+𝑏𝑝) 

= 𝑒2(𝑝−1).ln𝑒(𝑎𝑝+𝑏𝑝)
 

= 𝑒2(𝑝−1).ln𝑒𝑎𝑝
.𝑒𝑏𝑝

 

= 𝑒2(𝑝−1).ln(𝑥𝑝𝐺⊕𝑦𝑝𝐺) 

= (𝑒2(𝑝−1)
) ⊙ (𝑥𝑝𝐺 ⊕ 𝑦𝑝𝐺 ) 

= (𝑒2.ln𝑝−2𝑒2
) ⊙ (𝑥𝑝𝐺 ⊕ 𝑦𝑝𝐺) 

= (𝑒2)(𝑝−1)𝐺 ⊙ (𝑥𝑝𝐺 ⊕ 𝑦𝑝𝐺 ) 

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.9 : 0 < 𝑝 < ∞  olmak üzere 𝑙𝑝(𝐺) uzayı geometrik hesap tarzına göre konvekstir. 

 

İspat : 𝑙𝑝(𝐺)  uzayının konveks olduğunu göstermek için  

 

 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑙𝑝(𝐺) ve 𝑡 ∈ (0,1) için 𝑡 ⊙ 𝑥 ⊕ (1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦 ∈ 𝑙𝑝(𝐺) 

 

olduğu gösterilmelidir. İki durumda incelenmiştir. 

 

1. durum :  0 < 𝑝 < 1 için (3) eşitsizliği kullanılırsa 
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∑|𝑡 ⊙ 𝑥𝑘 ⊕ (1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 ≤ ∑|𝑡 ⊙ 𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 ⊕ ∑|(1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺  

                                                                = |𝑡|𝐺
𝑝𝐺 ⊙ ∑|𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 ⊕ |1 ⊖ 𝑡|𝐺

𝑝𝐺 ⊙ ∑|𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺  

                                                                 < ∞         
elde edilir. 

 

2. durum : 𝑝 ≥ 1 için (4) eşitsizliği kullanılırsa 

 

∑|𝑡 ⊙ 𝑥𝑘 ⊕ (1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 ≤ ∑ ((𝑒2)(𝑝−1)𝐺 ⊙ (|𝑡 ⊙ 𝑥𝑘|𝐺

𝑝𝐺 ⊕ |(1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦𝑘|𝐺
𝑝𝐺))

∞

𝑘=1𝐺

 

 

                                                                = (𝑒2)(𝑝−1)𝐺 ⊙ (|𝑡|𝐺
𝑝𝐺 ⊙ ∑|𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 ⊕ |1 ⊖ 𝑡|𝐺

𝑝𝐺 ⊙ ∑|𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺) 

                                                                < ∞   
elde edilir. 

 

Teorem 2.10 : 1 < 𝑝 < ∞ olmak üzere 𝑙𝑝(𝐺) uzayı geometrik  kesin konvekstir. 

 

İspat: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑙𝑝(𝐺) , 𝑥 ≠ 𝑦 ve ‖𝑥‖𝐺𝑝
= ‖𝑦‖𝐺𝑝

= 1 olsun. O halde   𝑡 ∈ (0,1) için  

‖𝑡 ⊙ 𝑥 ⊕ (1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦‖𝐺𝑝
< 1 

olduğu gösterilmelidir. 

‖𝑡 ⊙ 𝑥 ⊕ (1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦‖𝐺𝑝
= ( ∑|𝑡 ⊙ 𝑥𝑘 ⊕ (1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 )

(1
𝑝⁄ )

𝐺

            

                                                  < ( ∑|𝑡 ⊙ 𝑥𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 )

(1
𝑝⁄ )

𝐺

⊕ ( ∑|(1 ⊖ 𝑡) ⊙ 𝑦𝑘|

∞

𝑘=1𝐺

 

 𝐺
𝑝𝐺 )

(1
𝑝⁄ )

𝐺

 

                                                  = |𝑡|𝐺 ⊙ ‖𝑥‖𝐺𝑝

𝑝𝐺 ⊕ |1 ⊖ 𝑡|𝐺 ⊙ ‖𝑦‖𝐺𝑝

𝑝𝐺  

                                                  = 1                          
elde edilir. 

 

3. Sonuçlar 

3. Conclusions 

 

Bu çalışmada, geometrik hesap tarzına göre 𝑙𝑝(𝐺) 

uzayı tanıtılıp normlu uzay olduğu gösterilmiştir. 

Elde edilen gerekli eşitsizlikler yardımıyla 𝑙𝑝(𝐺) 

uzayının konveks ve kesin konveks olduğu elde 

edilmiştir. 
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