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Ozet

Bu calismada, kararli akim kosullar1 altinda yeralti suyu akimimnin diferansiyel denklemi yazilmis ve bu
denklemin sonlu farklar metoduna gore ¢ikarimi yapilmistir. Elde edilen denklemin bilgisayar programa ile
¢cOziimiinli saglamak i¢in iterasyon denklemi tiiretilmistir. Gauss Seidel iterasyon metodu agiklanmis ve
denklemler bu ¢oziimii yapacak sekilde diizenlenmistir. Toth tarafindan olusturulan bir akifer problemi
agiklanmus, sayisal hale getirilmis ve bu problemi ¢ézen bir QBASIC bilgisayar programi tanitilmistir.
Sonlu farklar metoduyla bilgisayar ortaminda istenilen hassasiyette yeralti suyu akim hesabin yapmanin
oldukga kolay ve pratik oldugu belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Qbasic, Yeraltisuyu, Sonlu Farklar, Akifer, Gauss Seidel Iterasyonu

The Solution of Groundwater Problem Using Finite Differences
Method

Abstract

In this study, differential equation of groundwater flow under steady state condition was developed. Then,
this equation was arranged for finite difference solution. An iteration method was also developed to provide
solution of computer software. In the iteration process, Gauss Seidel iteration method wherein the equations
were derived to perform the solution was also explained in the paper. Later, an aquifer problem developed
by Todd was studied, digitized. A QBASIC software solving that problem was also introduced. By this
way, it was determined that groundwater flow calculation by finite difference method is quite easy and
pratic.
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1. GIRIS

Su canlilar i¢in vazgeg¢ilmez bir yasam kaynagidir. Diinyada bulunan suyun % 2,5 tatli sudan
olugsmaktadir. Bu miktarin %68.9 kar ve buzul kiitlelerinde , %0,3 akarsularda, % 30.8 yeralti
suyunda bulunmaktadir. Sirdiiriilebilir bir yaklasimla isletilmesi durumunda, her zaman elde
edilebilir olmasi, dogal kirleticilerden daha az etkilenebilir olmast vb, yeralti sular1 yiizey sularina
gore avantajlidir.

Yiizeyde kar ve yagmur sularinin infiltrasyonu ile zemine sizan su gézenekli ortamlarda birikmeye
baglar. Suyun hareket etmesine izin veren doygun hale gelmis bu 6zel zemin formasyonlarina
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akifer adi verilir. Yeraltisularinin hangi derinlikte bulundugunun tespit edilmesi, suyun pompa ile
temin edilmesi durumunda Onem arz etmektedir. Yeraltisularinin akiferde bulundugu en iist
noktadaki seviyeye yeraltisuyu tablasi (seviyesi) olarak isimlendirilir. [1]

Yeralt1 sularinin analitik hesaplamalari bazi durumlarda mevcut olmakla birlikte gogu zaman zor ve
zahmetlidir. Yeralt1 suyu problemlerinin genelinde, analitik ¢6ziim elde etmek igin yapilan kabuller
gercegi tam olarak yansitmamaktadir. Bu durumda, matematiksel modelin ¢ézliimii i¢in sayisal
teknikler kullanmamiz gerekmektedir. Sayisal tekniklerin baginda sonlu elemanlar metodu ve sonlu
farklar metodu gelmektedir. Bu iki metot, diferansiyel denklemlerin cebirsel denklemlere
doniistiriilmesine imkan saglayan ve bu sayede ¢oziim yapilmasina olanak veren bir model
olusturulmasimi saglar. Bilgisayar kullanilmadan Once hesap makinesi yardimiyla el ile ¢oziim
yapmak miimkiin iken, bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle iterasyon teknikleri ve dogrudan
matris metotlarinin kullanilmasiyla ¢ok sayida cebirsel denklemin ¢oziimii miimkiin olmustur.
Bilgisayar yardimiyla hesaplanan sayisal ¢oziimlerin sonuglar1 analitik ¢éziimler ile kiyaslanmakta
ve dogrulugu test edilmektedir.

1.1. Serbest Yiizeyli Akifer icerisinde Iki Boyutlu Yeraltisuyu Akim Denklemi

Serbest yiizeyli akifer igin kararli akim kosullarinda iki boyutlu yeralti suyu akim denklemi darsi
kanunu ve stireklilik denkleminin birlestirilmesiyle;

0= (KnZ) + 5 (Kn ) L)

gosterilebilir [2]. Bu denklemde K=K(x,y) kondaktivite degerini ifade etmektedir. Akifer, izotrop
ve homojen kabul edilir, K degeri x ve y den bagimsiz oldugu varsayilirsa denklem

0=22421 )

bigimine doniisiir. Elde edilen kismi diferansiyel denklem iki boyutlu yeralti suyu akimlarinin
coziimiinde kullanilmaktadir. Bu ifade Laplace Denklemi olarak adlandirilmakta bilimin diger
dallarinda sik¢a kullanilmaktadir. Fizikte, kararli kosullar altinda katilarda 1s1 iletimi i¢in benzer
ifade tretilebilir.

2. MALZEME ve METOT
2.1. Laplace Denkleminin Sonlu Farklar ifadesi

Problem alanindaki herhangi bir noktanin bilinmeyen degeri, analitik ¢6ziimler ile
hesaplanabilmektedir.  Sayisal hesaplama yapilabilmesi i¢in Oncelikle yeraltisu seviyesinin
belirlenecegi noktalarin sayist ve yerlerini tespit etmek gerekmektedir. Sekil 1’de yeralti su
seviyesinin hesaplanacagi x- y diizlemi iizerinde noktalardan olusan grid ag1 olusturulmustur. Iki
nokta arasinda x mesafesi Ax ve y mesafesi Ay ile tanimlanmistir. Ax ve Ay mesafelerinin kiigiik
secilmesi sayisal ¢oziimlerin analitik ¢oziimlere yakinsamasini saglamaktadir. Ag iizerindeki
herhangi bir nokta (i,j) ifadesi ile tanimlanmaktadir.
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Sekil 1 Sonlu farklar grid ag1

Sekil 1°de (i,j) indisiyle gosterilen noktalarin su yiikii hi,j olarak ifade edilmektedir. Kartezyen
koordinat sistemi (x0,y0), (i,j) olarak gosterilebilir. Y ekseni boyunca y= yO0, birbirine komsu 3
noktadaki su yiikiini dikkate alalim, hi-1,j , hi,j , hi+1,j . Sonlu farklar metodunda hesaplama,
noktalar arasindaki farklarin elde edilen kismi tlirevde yerine yazilmasi kuralina gore yapilir. Bir

noktanin (X0,y0) koordinatindaki 0*h / ax* degeri,

hitq i—=h:: hii—h: 1:
2 i+1;",) "M "i-1)
9°h Ax Ax

~

ax? Ax (3)

denklemini sadelestirirsek,

0*h o hi—1j=2hijthity, (4)
axc Ax?

Benzer bigimde;

9%h _ hij—1—2hij+hij41 (5)
ay Ay?
olarak elde edilebilir [3].

Laplace denkleminde, Denklem 5 ve Denklem 6’y1 sifira esitler, Ax = Ay olarak alirsak, (i,j)
noktasindaki sonlu farklar ifadesi,

hi1j+hipqj+h1+hj1—4h;=0 (6)

olarak elde edilir. Denklem 6, kararli akim problemlerinin sonlu farklar ¢éziimlerini yapmak i¢in
sik¢a kullanilmakta, bilgisayar programlarinin kalbini olusturmaktadir.

Denklem 6 hj; i¢in ¢oziilecek olursa,

hi—1,jthipej+hij—1+hij

PR (1)

hi,j =

elde edilir. Yukaridaki denklem ile herhangi bir hi,j noktasindaki hidrolik su yiikii kendisine
komsu dort noktanin hidrolik yiik degerlerinin ortalamasi alinarak hesaplanabilir.
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2.2. Gauss- Seidel iterasyonu

Gauss Seidel iterasyon metodunda sayfayir okudugumuz bigimde, Sekil 2 de gosterildigi gibi i=2 ve
J=2 den baslanir, daha sonra soldan saga ve yukaridan asagiya dogru, satir satir ilerlenir. Gauss-
Seidel iterasyon formulii,

+1, ,m+l
Rl — 21 R 21 +hity R (8)

i 7

olarak tiretilebilir. Bu denklemde m, iterasyon sayisini vermektedir. Bu metotla devamli yeni
hesaplanmis iki deger kullanilmaktadir. Ornek olarak Gauss Seidel iterasyonunu bir kuyu
kenarindaki bolgenin yeralti suyu hesaplanmasi problemine uygulayalim.

hly2=6 hl3 =65

hi2:=5 & ,e hl3=6

Sekil 2. Sonlu farklar grid ag1

Problemi ¢6zerken h22,2 degerini hesaplamak i¢in m=1 iterasyon asamasinda (2,2) noktasinin
sagindaki ve altindaki (h13,2 ve h12,3 ) degerleri ile 2. iterasyon asamasinda daha Once
hesaplanmis h21,2 ve h22,1 degerleri kullanilmalidir. Daha sonra h23,2 degeri, h22,2 ve h13,3
degerleri ve 23,1 ve h14,2 degerlerinden hesaplanmaktadir. Dikkat edilirse, h23,2 hesaplanirken
(2,2) noktasinin yeni degeri hesaba katilmaktadir. Bagska bir ifadeyle, m+1 iterasyon asamasinda h
i,j degeri hesaplanirken, m+1 iterasyon asamasinda h i-1,j ve h i, j-1 degerleri bilinmektedir.
Iterasyon hesaplamalarinda en sik gériilen problem, bilgisayar programinin yakinsamamasidir. ki
basarili Gauss Seidel iterasyonu arasindaki degisime ¢ adin verilirse,

¢ =h* —np" )

tanimlanabilir. Gauss Seidel iterasyonunda w > 1 olmak {izere ® ( iterasyon rahatlatma katsayisi)
ile ¢ degeri carpilir [3].

W = b+ co (10)
Deklem 8’1 Denklem 9 da yerine yazip buradan hg}“ esitligin soluna alinirsa,

m+1l , ,m+l  ;m m
hi=1j+hijZ1+higq j+hije

m+1

=(1—- whj+ w

(11)

olarak bulunur. Iterasyonlarin yakisamasi icin ¢ogu zaman o deneme yanilma ile bulunsa da
genellikle 1 < w < 2 olmasi tavsiye edilir. Eger =1 alinirsa Denklem 11 Denklem 8’e doniisiir.
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3. BULGULAR
3.1. Gauss Seidel ile Coziim Yapan Bilgisayar Programi

Kismi diferansiyel denklemlerden tiiretilen cebirsel denklemleri bilgisayar yardimiyla ve iterasyon
yoluyla ¢6zmek oldukca kolaydir.

Sekil 3’de iki boyutlu bir yeralti suyu akim sisteminin sematik ve matematik modeli verilmistir [4].
Akiferin yatay ve diisey sinirlar1 x=0, X=s ve y=0 de sisteme akim girmemekte ve sistemden disar1
akim c¢ikist olusmamaktadir (no flow boundry). Akifer yiizeyi i¢in y=y0 i¢in h=cx+y0
tanimlanabilir. Bu yiizeyde x, 0 ile s arasinda degismektedir. Problemin nlimerik hali i¢in degerler
su sekilde secilmistir; s=200 m, y0=100 m, ¢=0,02, 0<x<s, 0<y<yo0.

Dag
' 3
}?
. }?‘z}rﬂ h:cX_}r:I
B.-
AL .
dh =0 alh  9%h ﬂ )
= A Suayrim gy a2 taz ™ dx
g1zgisl oy -
v=0 §
Geririmsiz anakaya x=0 dh X=3
T _0
3y

Sekil 3. iki Boyutlu Yeraltisuyu akim sisteminin Sematik ve Matematik Modeli

Sekil 4’de problemin sonlu farklar ¢ézlimiine uygun bilgisayar modeli haline getirilmis grid agi
gosterilmistir. Model x yoOniinde 11 kolon, y yoOniinde ise 6 satirdan olugmaktadir. Akim ¢ikist
olmayan sinir sartlarin1 olusturmak igin sanal diigiim noktalar1 eklenmistir. Siyah renkli digiim
noktalart programin hesap yapacagi yerleri, beyaz renkli diigiim noktalar1 ise matematiksel
hesaplamalarin yapilacagi ve akimin gegmedigi bolgelerin gosterilecegi yerlere konulmustur.

Qbasic diliyle diizenlenmis programda baslangigta biitiin noktalarin degeri 100 olarak girilmistir.
Daha sonra program Gauss Seidel iterasyon metoduna gére hesap yapmustir. Iterasyon sirasinda
yakinsama kriteri olarak kabul edilen, biitiin diigiim noktalarindaki su yiikii degisimi 0,001 (Amax
degeri) degerinden kiiciik olunca, program basarili bir sekilde durup sonuglar1 ekrana
yazdirmaktadir. Bu sayede diigiim noktalarindaki su yiikleri sonlu farklar metoduna gore program
tarafindan hesaplanmaktadir. Numit parametresi modelin iterasyon sayisini hesaplamaktadir.

19



Teknolojik Arastirmalar: YTED 2014 (1) 15-21 Yeraltisuyu Akim Probleminin Sonlu Farklar ...

Y4 i

i l } ay=20m

o
Ax=20m

Sekil 4. Sonlu Farklar Metoduna gore ¢dziim yapan bilgisayar programina ait model grid ag1
4. SONUC

Programin ¢alistirtlmas1 sonucunda elde edilen veriler ekran goriintiisii bi¢ciminde Sekil 5’de
verilmistir. Hesaplama boyunca 109 adet iterasyon yapilmistir. Sekil 5’deki program sonuglarini
kullanarak es potansiyel ¢izgileri ile bu ¢izgilere dik dogrultuda akim ¢izgileri ¢izilebilir.

so%1o % 4O%102.80%103
83%101 332102 2

30
=)
9
8
y

Pross any key to continue
Sekil 5.Qbasic bilgisayar programinin sonuglarini veren ekran goriintiisii

Bu c¢alismada, kararli akim kosullar1 dikkate alinarak yeralti suyu akim denklemi tiiretilmistir.
Tiretilen denklemin analitik ¢6ziimii zor oldugu icin elde edilen denklem sonlu farklar metoduna
gore diizenlenmistir. Bilgisayar ile hesaplama yapabilmek i¢in iterasyon mantigi agiklanmistir.
Qbasic programi ile yeralti suyu akim denkleminin c¢oziilebilmesi igin iterasyon denklemi
tiiretilmistir. Programlamada en ¢ok kullanilan metotlarin basinda gelen Gauss Seidel iterasyon
metodu agiklanmistir. Dag ile vadi arasinda kalan bir akifer problemi kurulmus, sayisal hale
getirilmis ve ¢Oziilmiistiir. Bilgisayar yardimiyla el ile ¢oziilemeyecek hassaslikta ve ayrintida hesap
yapilabilecegi gosterilmistir. Sonlu farklar metodu ile ¢dziim yapan bilgisayar programlarinin
kullanic1 tarafindan goriilemeyen hesap adimlar1 gosterilmistir. Bu program kullanilarak daha fazla
noktada daha farkli problem c¢oziimii yapmak miimkiindiir. Programin Qbasic yazilimi ekte
sunulmustur.
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6. EKLER

Q Basic Bilgisayar Dilinde yazilmis program kodu.

C:\Users\win7\Desktop\QBASIC.EXE : - - = = 2< =
File Edit Uiew Search Run Debug Options Help
MODELC . BAS

CLsS

DIM h(13 7)

% =270 12
= .02 % dx x (i% - 2) + 100
NEXT i%

numit = @
25 amax = 0]
= numit + 1

%) = h(i1, ]f)

1 t F1 He p =Window> <F2:=S5ubs> {FS=Run> <{F8=Step>

MODELC.BAS
FOR i% = 2 T0O 12
h(i%, 7) = h(i%, 5)
NEXT i%

h(i%, j%) = (h(i% - 1, j&) + h{i% + 1, j%) + h(i%, j% - 1) + h(i%, j% *+ 1)) / §
E = ABS(h(i%, j%) - oldval)
IF E > amax THEN amax = E

IF amax > .001 THEN GOTO 35
PRINT "iterasyon sayisi”, numit

#H#"; h(i%, j%);

=
I \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\W?

hift+F1=Help> <FB=Window> <F2=Subs> <F5=Run> <F8:=Step>
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