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ÖZET 

 
   Üretim ortamında aynı veya benzer işlerin sürekli tekrar etmesiyle işlem zamanlarında bir gelişme olduğu 
görülmüştür. Bu olgu literatürde öğrenme etkisi olarak bilinmektedir. Bu çalışmada da logaritmik işlem zamanlı 
tek makineli çizelgeleme problemi ele alınmıştır. Problemin amacı toplam erken bitirme ile toplam tamamlanma 
zamanlarının ağırlıkları toplamını minimize etmektir. Problemin çözmek için n iş sayısı göstermek üzere n2 + 5n 
değişkenli ve 7n kısıtlı doğrusal olmayan programlama modeli önerilmiştir. Geliştirilen model bir örnek üzerinde 
uygulanmıştır. 
 
Anahtar Kelimeler: Tek makineli çizelgeleme, öğrenme etkisi, erken bitirme, geç bitirme, doğrusal-olmayan 
programlama modeli 
 
 

SINGLE MACHINE SCHEDULING WITH SUM OF LOGARITHM 
PROCESSING TIMES LEARNING EFFECT: MINIMIZATION OF 

TOTAL EARLINESS AND TOTAL TARDINESS 
 
 

ABSTRACT 
 

      In many situations, a worker’s ability improves as a result of repeating the same or similar tasks; this 
phenomenon is known as the learning effect. In this paper the learning effect is considered in a single machine 
scheduling problem. The objective is to find a sequence that minimizes a weighted sum of total earliness and 
total tardiness. To solve this scheduling problem, a non-linear programming model with n2 + 5n variables and 7n 
constraints where n is the number of jobs is formulated. Also the model is tested on an example. 
   
Keywords: Single machine scheduling, learning effect, earliness, tardiness, non-linear programming model. 
 
 

1. GİRİŞ 
 
   Tam zamanında üretim sisteminde işlerin zamanında bitirilmesi oldukça önemlidir. İşlerin teslim tarihinden 
önce bitmesi durumunda; stok maliyetlerine, işlerin bozulması veya zarar görebilmesi maliyetine sebep 
olabilmektedir. İşlerin teslim tarihinden sonra bitmesi durumunda da gecikmeden kaynaklanan maliyetler 
oluşabilmektedir. Bu durum çizelgelemede erken ve geç bitirme problemi olarak ifade edilmektedir[1-3]. Erken 
ve geç bitirme problemi literatürde araştırmacıların en çok ilgilendiği konulardan biridir. Fry vd. [4], Ow ve 
Morton [5], Hall vd. [6], Azizoğlu vd. [7], Yano ve Kim [8], Davis ve Kanet [9], Kim ve Yano [10], Szwarc 
[11], Weng ve Ventura [12], Alidaee ve Dragan [13], Li [14], Almeida ve Centeno [15], Liaw [16], Chang 
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[17],Mondal ve Sen [18], Mondal [19], Feldmann ve Bıskup [20], Sourd ve Sidhoum [21,22], Ventura ve 
Radhakrıshnan [23], Hino vd. [24], Sourd [25,26], Valente ve Alves [27,28], Hendel ve Sourd [29], M’hallah 
[30], Wodecki [31], Sidhoum ve Sourd [32], Ronconi ve Kawamura [33], Chen vd. [34] yaptıkları çalışmada bu 
problemi ele almışlar çözüm yaklaşımları geliştirmişlerdir. Bu çalışmada da tek makineli çizelgelemede erken ve 
geç bitirme problemi öğrenme etkili olan durumda ele alınmıştır.  
   Literatürde deterministik çizelgeleme probleminde işin işlem zamanları sabit olarak kabul edilmektedir. 
Halbuki uygulamalarda işin tekrarlanmasıyla işlem zamanlarının kısaldığı görülmektedir. Bu olgu öğrenme 
etkisi olarak bilinmektedir. Çizelgeleme problemlerinde öğrenme etkisi ile ilgili ilk çalışma Biskup [35] 
tarafından yapılmıştır. Tek makinede maksimum tamamlanma zamanı ile Mosheiov [36], Mosheiov ve Sidney 
[37], Kuo ve Yang [38], Koulamas ve Kyparisis [39], Yang ve Kuo [40], Eren ve Güner [41], Cheng vd. [42], 
Wu ve Lee [43,44], Wang [45,46], Yin vd. [47], Sun ve Li [48], Cheng vd. [49], Lee ve Wu [50], Zhang ve Yan 
[51], Lee vd. [52], Wu ve Liu [53], Wang vd, [54-57], Koulamas [58], Wang ve Wang [59,60], Lai ve Lee [61], 
Lee [62], Bai vd. [63], Zhang vd. [64], Dolgui vd. [65], Rudek [66] Lu vd. [67]; toplam tamamlanma zamanı ile 
Mosheiov [36], Mosheiov ve Sidney [37], Koulamas ve Kyparisis [39], Yang ve Kuo [40], Eren ve Güner [41], 
Cheng vd. [42], Wu ve Lee [43,44], Wang [45,46], Yin vd. [47], Sun ve Li [48], Cheng vd. [49], Lee ve Wu 
[50], Zhang, ve Yan [51], Lee vd. [52], Wang vd, [54-57], Wang ve Wang [59,60], Lai ve Lee [61], Bai vd. [63], 
Zhang vd. [64], Lu vd. [67], Kuo ve Yang [68], Yin vd. [69], Wu vd. [70-73], Low ve Lin [74]; toplam ağırlıklı 
tamamlanma zamanı ile Mosheiov [36], Yang ve Kuo [40], Eren ve Güner [41], Cheng vd. [42], Wu ve Lee 
[43,44], Wang [45,46], Yin vd. [47], Sun ve Li [48], Cheng vd. [49], Zhang, ve Yan [51], Wang vd, [54-57,76], 
Wang ve Wang [59,60], Lai ve Lee [61], Bai vd. [63], Zhang vd. [64], Lu vd. [67],Yin vd. [69], Wu vd. [70-73], 
Low ve Lin [74], Kuo ve Yang [75], Xu vd. [77], Eren [78,79]; tamamlanma zamanı karesi/k. kuvveti toplamı ile 
Yang ve Kuo [40], Wang [45,46], Yin vd. [47], Sun ve Li [48],Wang vd, [53-55], Wang ve Wang [57], Bai vd. 
[62], Lu vd. [67],, Yin vd. [69], Kuo ve Yang [75], Xu vd. [77]; maksimum gecikmeyle Mosheiov [36], Eren ve 
Güner [41], Cheng vd. [42], Wang [45,46], Yin vd. [47], Sun ve Li [48],Cheng vd. [49], Wang vd, [54-57], Yin 
vd. [69], Wu vd. [70],  Wang ve Wang [59,60,80], Lai ve Lee [61], Lee [62], Bai vd. [63], Zhang vd. [64], 
Rudek [66], Lu vd. [67], Eren [79,81,82], Cheng ve Wang [83], Wu vd. [84], Jiang vd. [85]; geciken iş sayısı ile, 
Mosheiov [36], Eren ve Güner [41], Eren [79,82,86-88], Wang vd. [76],  Sun ve Li [48], Rudek [66]; toplam 
gecikme ile Wu ve Lee [44], Cheng vd. [49],  Zhang, ve Yan [50], Wang ve Wang [59], Lai ve Lee [61], Lee 
[62], Zhang vd. [64], Eren ve Güner [89] ve toplam ağırlıklı gecikme problemini ise Yin vd. [90] ele almışlardır. 
Bu çalışmada da logaritmik işlem zamanlı toplam öğrenme etkili tek makineli problem ele alınmıştır. Logaritmik 
işlem zamanlı çalışma sayısı oldukça sınırlı sayıdadır. Bu konuda Cheng vd. [49], Zhang vd. [64], Wang ve 
Wang [80] ve Eren [87] temel çizelgeleme problemlerini incelemişlerdir. 
   Bu çalışmada tek makineli çizelgelemede logaritmik işlem zaman tabanlı öğrenme etkili problem ele 
alınmıştır. Problemin amacı toplam erken bitirme ile toplam gecikmenin ağırlıklı toplamını minimize etmektir. 
Problemin optimal çözümlerini bulmak için doğrusal olmayan programlama modeli geliştirilmiş ve geliştirilen 
model bir örnek üzerinde uygulanmıştır. Ele alınan problem NP-zor yapıdadır. Çünkü bu problemin klasik 
(öğrenme etkisiz) durumu dahi NP-zordur[91-93]. 
   Çalışmanın planı şu şekildedir: İkinci bölümünde ele alınan problem tanımlanacaktır. Üçüncü bölümünde 
önerilen doğrusal-olmayan programlama modeli verilecektir. Örnek problem ise dördüncü bölümde sunulacaktır. 
Son bölüm olan beşinci bölümde ise ele alınan problem değerlendirilmiş ve gelecekte yapılabilecek çalışmalar 
hakkında bilgi verilmiştir.  
 
 
2. PROBLEMİN TANIMLANMASI 
 
   Problem tanımında Cheng vd. [49], Zhang vd. [64], Wang ve Wang [80] ve Eren [87]’in çalışmalarındaki 
notasyonlar kullanılmıştır. Tek makineli çizelgeleme probleminde önerilen öğrenme modelinin formülasyonu 
aşağıdaki gibidir. Tek bir makinede hazır n tane iş vardır. Her bir j işinin normal işlem zamanı ݌௝, ln ௝݌ ൒ 1 ve 
teslim tarihi ௝݀ dir. Öğrenme etkisinden dolayı j işi r. pozisyona atandığında işlem zamanı aşağıdaki gibidir: 
 

௝ሾ௥ሿ݌ ൌ ௝݌ ൭1 ൅෍ln݌ሺ௟ሻ

௥ିଵ

௟ୀଵ

൱

௔
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   Burada െ1 ൏ ܽ ൏ 0 öğrenme indeksidir ve öğrenme etkisinin 2 tabanına göre logaritmasıdır. Problemin amacı 
toplam erken bitirme ile toplam gecikmenin ağırlıklı toplamını minimize etmektir. r. pozisyondaki işin erken 
bitmesi ܧ௥ ൌ ൫݀ሾ௥ሿݔܽ݉ െ ,௥ܥ 0൯ ve geç bitmesi ௥ܶ ൌ ௥ܥ൫ݔܽ݉ െ ݀ሾ௥ሿ, 0൯ ile tanımlanmaktadır. Ele alınan 

problem; 1/݌௝ሾ௥ሿ ൌ ௝൫1݌ ൅ ∑ ln ሺ௟ሻ݌
௥ିଵ
௟ୀଵ ൯

௔
ߙ/ ∑ ௥ܧ ൅ ∑ߚ ௥ܶ	௡

௥ୀଵ 	௡
௥ୀଵ  ile gösterilmektedir. Buradaki ߙ ve ߚ 

sırasıyla erken ve geç bitirmenin ağırlıklarını vermektedir. 
 
 
3. DOĞRUSAL-OLMAYAN PROGRAMLAMA MODELİ 
 
Geliştirilen doğrusal olmayan programlama modeli ݊ଶ ൅ 5݊ değişkenli ve 7݊ kısıtlıdır. Modelde kullanılan 
parametreler ve değişkenler şu şekildedir. 
 
Parametreler: 
j iş indeksi       ݆ ൌ 1,…݊.  
݆      ௝  j işinin işlem zamanı݌ ൌ 1,…݊.  

௝݀  j işinin teslim tarihi      ݆ ൌ 1,…݊.  
a öğrenme indeksi       െ1 ൏ ܽ ൏ 0 
ߙ      erken bitirmenin ağırlığı  ߙ ൒ 0 
ߚ      geç bitirmenin ağırlığı  ߚ ൒ ߙ  0 ൅ ߚ ൌ 1  
 
 
Karar değişkenleri: 
௝ܼ௥  eğer j işi r. pozisyona atanırsa 1 aksi halde 0  ݆ ൌ ݎ .݊…,1 ൌ 1,…݊.  

௥ܶ  r. pozisyondaki işin gecikme zamanı     ݎ ൌ 1,…݊.  
ݎ    ௥  r. pozisyondaki işin erken bitirme zamanıܧ ൌ 1,…݊.  
ݎ    ሾ௥ሿ  r. pozisyona atanan işin işlem zamanı݌ ൌ 1,…݊.  
݀ሾ௥ሿ  r. pozisyondaki işin teslim tarihi     ݎ ൌ 1,…݊.  
ݎ   ௥ r. pozisyona atanan işin tamamlanma zamanıܥ ൌ 1,…݊.  
 
 
Model  
ߙ	݊݅ܯ ∑ ௥ܧ ൅ ∑ߚ ௥ܶ	௡

௥ୀଵ 	௡
௥ୀଵ           (1) 

Kısıtlar: 
∑ ௝ܼ௥
௡
௝ୀଵ ൌ ݎ         1 ൌ 1,…݊.  (2) 

∑ ௝ܼ௥
௡
௥ୀଵ ൌ 1         ݆ ൌ 1,…݊.   (3) 

ሾ௥ሿ݌ ൌ ∑ ௝ܼ௥
௡
௝ୀଵ ݎ        ௝݌ ൌ 1,…݊.   (4) 

݀ሾ௥ሿ ൌ ∑ ௝ܼ௥
௡
௝ୀଵ ௝݀        ݎ ൌ 1,…݊.   (5) 

௥ܥ െ ௥ିଵܥ ൒ ሾ௥ሿ൫1݌ ൅ ∑ ln ሺ௟ሻ݌
௥ିଵ
௟ୀଵ ൯

௔
ݎ      ൌ 1,…݊.   (6) 

௥ܶ ൒ ௥ܥ െ ݀ሾ௥ሿ        ݎ ൌ 1,…݊.   (7) 
௥ܧ ൒ ݀ሾ௥ሿ െ ݎ        ௥ܥ ൌ 1,…݊.   (8) 

௝ܼ௥: 0 െ 1           ݆ ൌ ݎ .݊…,1 ൌ 1,…݊. 
 
 
   Modelin (1) denkleminde amaç fonksiyonu, erken bitirme ve gecikmenin ağırlıklı toplamını minimize etmeyi 
göstermektedir. Denklem (2); r. iş önceliğinde sadece bir tek iş çizelgelenmesini denklem (3); her bir işin sadece 
bir kez çizelgelenmesini ifade etmektedir. Denklem (4) ve denklem (5); r.pozisyona atanan işin işlem zamanı ile 
teslim tarihini vermektedir. Denklem (6) r. pozisyondaki işin tamamlanma zamanı ile bir önceki işin 
tamamlanma zamanı arasındaki farkın r. pozisyondaki işin işlem zamanına büyük veya eşit olduğunu 
göstermektedir ൫ܥ଴ ൌ ∑ ln ሺ௟ሻ݌ ൌ 0଴

௟ୀଵ ൯. Denklem (7) ile denklem (8) ise r. pozisyondaki işin gecikmesi ile erken 
bitmesinin tanımlamaktadır.  
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4. SAYISAL ÖRNEK 
 
   10 işli ve tek makineli problem ele alınmıştır. İşlerin işlem zamanları ve teslim tarihleri birim zaman cinsinden 
Tablo 1’de verilmiştir.  
 
 

Tablo 1. Sayısal Örnek verileri 

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 ௝ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12݌

௝݀ 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 
 
 
   Literatürde çok kullanılan 3 farklı öğrenme indeksi ve 11 çeşit ağırlık değerlerine göre çözüm sonuçları Tablo 
2’de verilmiştir. Ele alınan her bir problem 150 değişkenli ve 70 kısıtlıdır. Problem GAMS 22.5 paket 
problemiyle çözülmüştür. Tablo 2’de görüldüğü gibi ağırlıkların durumuna göre optimal değer ve sıralama 
birbirinden farklı çıkmıştır. Ayrıca tüm öğrenme indeksleri için optimal sıralama örnek problemde aynı 
çıkmıştır.  
 

 Tablo 2. Sayısal örnek sonuçları 

 
௥ܧ෍ߙ ൅ ෍ߚ ௥ܶ

௡

௥ୀଵ

௡

௥ୀଵ

  

ሺߙ,  ሻ a=0.40 a=0.50 a=0.60 Optimal sıralamaߚ

(0.0,1.0) 37.850 19.868 6.083 1-2-5-9-8-6-4-3-7-10 

(0.1,0.9) 39.161 23.141 10.735 1-4-8-9-6-5-3-2-7-10 

(0.2,0.8) 38.520 24.492 13.693 3-6-10-7-5-4-2-1-8-9 

(0.3,0.7) 36.912 24.401 15.128 5-7-9-6-4-3-2-1-8-10 

(0.4,0.6) 34.367 23.639 15.281 6-10-7-5-3-2-1-4-8-9 

(0.5,0.5) 30.539 21.730 14.092 8-9-6-4-3-2-1-5-7-10 

(0.6,0.4) 25.942 18.871 12.902 10-8-6-4-2-1-3-5-7-9 

(0.7,0.3) 20.478 15.314 10.734 10-8-6-4-2-1-3-5-7-9 

(0.8,0.2) 14.995 11.723 8.513 10-9-5-4-2-1-3-6-7-8 

(0.9,0.1) 9.512 7.893 6.275 10-9-6-3-2-1-4-5-7-8 

(1.0,0.0) 4.000 4.000 4.000 10-9-7-6-8-4-3-2-5-1 
 
 
5. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 
   Bu çalışmada tek makineli çizelgelemede logaritmik toplam işlem zamanlı öğrenme etkili problem 
incelenmiştir. Problemin amacı toplam erken bitirme ve toplam gecikmenin ağırlıklı toplamını minimize 
etmektir. Problem için model ݊ଶ ൅ 5݊ değişkenli ve 7݊ kısıtlı doğrusal-olmayan programlama modeli 
geliştirilmiş ve geliştirilen model 10 işli bir örnekte 11 farklı ağırlık değeri ve üç farklı öğrenme indeks 
değerinde çözümler bulunmuştur. 
   Problemin optimal çözümleri makul zamanda ancak küçük boyutlu problemler çözülebilmektedir. Bundan 
sonraki çalışmalarda büyük boyutlu problemleri çözmek için sezgisel yaklaşımlar geliştirilebileceği gibi, çok 
makineli durumlarla ilgili çalışmalarda yapılabilir. 
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