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Ozet

Cizgelerde minimum baskin kiimeyi elde etmek NP-Zor problem olup kesin ¢6ziimii bulan algoritmanin
karmasiklig1 stel artan bir bagintidir. Bu c¢alismada minimum baskin kiimeyi bulmak amacryla ¢izgenin 6zel bir
acihm agaci elde edilmektedir ve o aga¢ kullanilarak temel kesme kumeleri elde edilmektedir. Temel kesme
kiimeleri ile ¢izgenin diigiim dereceleri kullanilarak her diigiimiin baskinlik degeri elde edilir. Minimum baskin
kiimenin hepsi elde edilinceye kadar bu algoritma tekrar-tekrar uygulanir. Bu ¢alismanin katkisi, bu algoritmanin
gelistirilmis olmasidir.

Anahtar Kelimler: Baskin Kiimeler, Temel Kesme-Kumeleri, Etkili Algoritmalar

Solving the Minimum Dominating Set Problem by Polynomial Method
Abstract

Obtaining the minimum dominating set in graphs is an NP-Hard problem, and the complexity of the algorithm
that finds the exact solution is an exponentially increasing relation. In this study, in order to obtain the minimum
dominating set, a special spanning tree of the graph is obtained and the fundamental cut-sets are obtained by using
this tree. The dominance value of each node is obtained by using the fundamental cut-sets and node degree in given
graph. This algorithm is applied over and over until the minimum dominating set is obtained. The contribution of this
paper is to develop this algorithm.

Keywords: Dominating Sets, Fundamental Cut-Sets, Efficient Algorithms.

1. GIRiS

Cizgeler iki kiimeden meydana gelirler ve bu kiimeler denklem ve degiskenleri, nesne ve aralarindaki iligkiler,
bireyler ve akrabaliklar, is¢i ve calistirdigi makineler gibi problemleri modellemek i¢in kullanilan matematiksel
modellerdir. Cizgeler kullanilarak yapilan modellemeler sonucunda bilgisayar aglari, Bayesian aglari, sosyal aglar
v.b. 6zel gizgeler elde edilmistir. Cizge ile modellenebilecek ¢ok sayida problem ve uygulama bulunabilir.

Tamm 1: Bir ¢izge G = (V,E) seklinde V diigiimler kiimesi ve E ayritlar (kenarlar) kiimesinden olusur. Paralel ve
dongii ayrit igermeyen ¢izgelere basit ¢izgeler denilir.

Cizgelerle ilgili olarak bagimsiz kiimeler, iki-pargalilik, baskin kiime, diigim kapsama, maksimum hizip,
mitkemmel eslestirme, diiglim renklendirme v.b. gibi problemler bulunmaktadir ve ayn1 zamanda bu problemlerin
birgogunun sosyal hayatta karsiliklar1 vardir. G=(V,E) bir ¢izge olmak (izere BCV gibi bir B diigiimler kiimesi
bulunmak istenir. Cizgenin biitiin diiglimleri ya B kiimesinin elemanidirlar ya da V-B kiimesinin eleman1 olup en az
B kiimesinden bir diigiim ile komsudurlar. Bu durumda B kiimesine baskin kiime denilir. B kiimesinin minimum
elemanli sekline minimum baskin kiime denir.

Minimum baskin kiime iizerinde ¢ok sayida ¢aligmalar yapilmistir. Boliinmiis ¢izgelerde baskin-y-renk sayisinin
sinir lizerine ¢aligmalar yapilmistir [2]. Verilen ¢izgenin baskin kiimesini inga etmeye c¢alisan yayinlar bulunmaktadir
[1]. Minimum baskin kiime sayisi lizerine yapilan ¢alismalar bulunmaktadir [3]. Baskin kiimeler ve tek tip
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dagmikliklar [10], baskin kiime karmagikligi igin algoritma [11], bagimsiz baskinlik [5], her tip ¢izge igin tekil
minimum baskin kiimeler [6], belli tip cizgeler icin etkili algoritmalara [4], herhangi bir ¢izge i¢in minimum baskin
kiimeyi bulmak [7] gibi calismalar bulunmaktadir.

Bu c¢aligmanin amaci verilen ¢izge i¢in minimum baskin kiimeyi bulan etkili algoritmay1 gelistirmektir. Bu
cercevede [7-9] caligmalarindaki yaklagimlar kullanilacaktir.

2. VERILEN CiZGENIN BiR OZEL ACILIM AGACINI iNSA ETME

Devre icermeyen ve bagli olan cizgelere aga¢ denilmektedir. Verilen ¢izgenin biitiin diigiimlerini barindiran
agaca ilgili ¢izgenin acilim agact denir. Minimum baskin kiimeyi bulmak amaciyla ¢izgenin bir 6zel agilim agaci
tanimlanmaktadir ve bu agag ilk olarak [7-9] ¢alismalarinda verilmistir.

Tanim 2: Bir agilim agac1 verilen ¢izgenin biitiin diigiimlerini igeren bagli olmak kaydiyla minimum ayrit igeren bir
alt ¢izgedir.

Sekil 1. 8 diiglimlii pengesiz ¢izge.

Bu ¢aligmada Karci [7-9] tarafindan tanimlanan agilim agaci kullanilacaktir. Karci tarafindan tanimlanan agilim
agacina Kmax agaci denilmektedir. ilk olarak cizgenin diigiim derecelerine gére en yiiksek dereceye sahip olan
diigiim, kok digim olarak secilir. Ondan sonra kok diigiimiin biitiin komsular1 agaca eklenir. Kok diigiimiinii
cocuklar1 derecelerine gore degerlendirilir (agilmamis derecelerine gore). En yiiksek dereceye sahip olan diigiim
acilir (acilmamis komsular agaca eklenir). Bu sekilde ii¢ seviyeli bir aga¢ olusmus olur. Ag¢ilmamis diglimler
arasinda derecesi en yliksek olan diigiim agilir. En yiiksek dereceye sahip birden fazla diigiim varsa, seviye olarak
kok diigiime yakin olan diigiim agilir. Bu sekilde elde edilen agaca Kmax (Karci maksimum agilim agaci) agaci
denilmektedir. Algoritma 1’de Kmax agacini olugturan algoritma gériilmektedir.

Algoritma 1 kullanilarak Sekil 1’deki ¢izgenin Kmax agaci olusturulurken ilk olarak vs diigiim kok diigiim
olarak segilir, ¢iinkii derecesi en yiiksek olan diigim Vs diigiimdiir. Bunun sonucunda Vi, Va, Vs, Ve Ve Vg diigiimler
kok diigiime ¢ocuk olarak eklenir. Bu yeni eklenen diigiimlerin agilmamig dereceleri sirast ile d(v1)=0, d(v2)=1,
d(v4)=0, d(ve)=1 ve d(vs)=0 seklindedir. Bir sonraki seviye i¢in v, Ve Vg diigimler agilir. Bu sekilde Kmax agaci elde
edilmis olur; elde edilen aga¢ Sekil 2°de goriilmektedir. Kesikli ¢izgi ile gdsterilen ayritlar agacin ayritlart olmayip
timler a¢ilim agacinin ayritlaridir (bu ayritlara kirig denir).
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Algoritma 1: Kmax agaci olusturma

Kmax Agaci(A,AT,D)

QI

. r<max(D) // D derece matrisi

. T=(V,E1) and E1«J

R N \Y

j<1,...,V]|

. AT(i,j)«0

. EnQueue(Q,r)

. Q2

Cforie1,...,N(1)|

10. EnQueue(Q2,vi), VieN(r)
11. if AT(r,s)=0 then

12. AT(r,s)=1, AT(s,r)=1
13. EnQueue(Q2,s)

14. while Q2#J

15. v<«DeQueue_Max(Q2,A AT)
16. EnQueue(Q,v)

17.  fori«1,... |N(¥V)|

0N UTAWN P

©

18. if not(vieQ2) and vieN(v)
19. EnQueue(Q2,vi)
20. AT(v,vi)=1, AT(v;,v)=1

21. Remove Zero(Q2,AAT)

Sekil 2. Sekil 1°deki ¢izgenin Kmax agaci (kesikli ayritlar kirisi temsil etmektedir).

Kmax agaci 8 diigiime ve 7 ayrita sahip bir a¢ilim agacidir. Bu durumda 7 tane temel kesme kiimesinin elde
edilmesine sebep olur. Elde edilen temel kesme kiimeleri Sekil 3’te goriilmektedir.

3. DUGUMLERIN BASKINLIK DEGERINi HESAPLAMA

G=(V,E) bir ¢izge olmak Uzere, EccE kiimesindeki ayritlarin silinmesi ile ¢izge en az iki par¢aya boliiniiyorsa,
bu kiimeye kesme kiimesi denir. A¢ilim agacinin sadece bir dalim1 ve geriye kalanlar1 kirig olarak iceren kesmelere
temel kesme kiimesi denir. A¢ilim agacindaki dal sayis1 kadar temel kesme kiimesi elde edilir. Bu galigmada temel
kesme kiimeleri iki gruba ayrilmaktadir. Birincisi yaprak temel kesme kiimeleri olup sadece bir diigiimiin ¢izgeden
koparilmasini saglar. ikincisi ise dahili temel kesme kiimeleri olup ¢izgeyi iki alt ¢izgeye ayiran temel kesme
kiimeleridir. Bu kesme kime tamimlar1 [7-9] ¢alismalarinda ilk kez olarak ileri siiriilmiiy ve algoritmaya
donistiirilmiistiir.
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Algoritma 2: Temel kesmeleri olusturma

Generatelnternal Cut(AT,A,C,B,e)
1. Assume e=(u,v)
2. Q2+
3. EnQueue(Q2,u)
4. while Q2#J
u<—DeQueue(Q2)
EnQueue(Q,u)
fori<—1,...,n  //mumber of nodes in G=(V,E)
if AT(u,1)=1 and i#v
9. EnQueue(Q2,i)
10. while Q#J
11. u<—DeQueue(Q)
12, for i<-1,...,n // n is the number of nodes in G=(V,E)
13. if A(u,i)=1and igQ
14, C(u,K)=B(u,k) // k illustrates the edge e=(u,i)

NG

Yaprak temel kesme kiimeleri: K1, Kz, Ka, Kg, K7 seklindedir.
Ki={(v1,v2), (V1,Vs),(V1,Ve)}

Ka={(v2,v3), (Vs,va)}

Ka={(v2,Va), (V3,Va), (V4,Vs),(Va,V8)}

Ke={(Vve,v7), (vV7,v8)}

K7={( va,vs), (V5,Vs), (Ve,V8), (V7,V8)}

Dahili temel kesme kiimeleri: K3, Ks seklindedir.
Ks={(v1,Vv2), (V2,Vs), (V2,Va), (V3,v2)}
Ks={(v1,Ve), (V5,Vs), (Ve,Vs), (V7,Ve)}

Sekil 3. Kmax agacini kullanilarak olugturulan yaprak ve dahili temel kesme kiimeleri.

Baslangigta biitiin diigtimlerin baskinlik degeri sifirlanir. Her temel kesmenin igerdigi ayritlarin uglarindaki
diigtimlerin baskinlik degerine 1 eklenir. Bu sekilde biitiin temel kesme kiimeleri i¢in bu islem tekrarlanir. Bunun
sonucunda her diigiim icin elde edilen degere diigiimiin ilgili ¢cizgedeki derecesi eklenerek diiglimiin baskinlik degeri
(T') elde edilmis olur. Elde edilen baskinlik degerlerinden en yiiksek olan hangi diigiime aitse, o diigiim baskin
kiimenin eleman1 olarak secilir ve komsular1 gri kiimeye atilir. Secilen diiglim cakigik olan ayritlarla beraber Kmax
agacindan silinir. Tekrar baskinlik degerleri hesaplanir. Bunun sonucunda elde edilen baskinlik degerlerinden en
yiikksek olan hangi diigiime aitse, o digiim baskin kiimeye eklenir. Bu islem baskinlik kiimesi ile gri kiimenin
birlesiminin ¢izgenin diigiimler kiimesine esit oluncaya kadar devam edilir.

gerceklestirmektedir.
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Algoritma 3 bu islemleri
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Algoritma 3: Baskinlik Degerini Hesaplama

1) G=(V,E) ve T=Kmax_Tree(A,AT,D)
2) B ¢akisim matrisi (G) ve Cmax iSe Kmax i¢in kesme matrisi
3) Emax =Bx C‘Zrlax

4) i«1,...n

5) m(v;) =0

6) j<1,...,m

7) T[(Ui) = T[(Ui) + Emax(ivj)

8) i<1,...,n

9) () = () +de(vy) +dr(vy)

Sekil 1’de verilen ¢izgenin minimum baskin kiimesini elde etmek i¢in © baskinlik deger vektorii olmak {izere
n=[9 10 6 12 10 11 6 12] olur. iki diigiimiin baskinlik degeri 12 olup bunlardan bir tanesi segilecektir. v, diigiimiin
secildigi kabul edilirse, acilim agacinin v, diigiim silindikten sonraki hali Sekil 4’te goriilmektedir.

Sekil 4. Kismi Kmax agaci.

Baskinlik kiimesi D={vs} ve N(D)={Vv,vs,vs,vg} seklinde olur. Sekil 4*teki kismi Kmax agacina gore tekrar
baskinlik degerleri hesaplanir. Elde edilecek baskinlik degerleri n=[8 8 3 — 9 10 6 10] seklinde olur. ve Ve Vg
diigiimleri en yiiksek baskinlik degerlerine sahipler, fakat vg gri listede yer aldigi igin secilemez. Geriye sadece v
diigimii kalir. D={va,v¢} ve N(D)= {vi,v2,v3,v5V7Vs} seklinde olur. DUN(D)= {Vv1,V2,V3,Va,Vs5,Ve,V7,Ve}=V
oldugundan iglem sonlandirilir ve D kiimesi ¢izgenin minimum baskin kiimesi olur.

4. SONUCLAR

Bu makale ¢aligmasmda NP-Zor olan minimum baski kiimeyi bulma problemi i¢in etkili bir algoritmanin
onerilmesi ve ornek iizerinde g¢aligmasinin gosterilmesini igermektedir. Bu amagla gelistirilen ¢izgenin &zel bir
acilim agaci olan Kmax agaci (Karct maksimum agilim agaci) elde edilir ve bu aga¢ kullanilarak ¢izgenin temel
kesme kiimeleri elde edilir. Temel kesme kiimeleri diiglimlerin baskinlik degerlerinin hesaplanmasinda kullanilir ve
onun sonucunda diigiimlerin dereceleri eklenir. Nihai olarak diigiimlerin baskinlik digiim degerlerinin elde edilmesi
i¢in olusturulan algoritmalar yeni algoritmalardir.
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