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Zaman Skalasinda Box-Cox Regresyon Yontemi
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Ozet
Hata terimi ile bagimli degiskenin siireklilik ve normal dagilma varsayimi
bozuldugu durumlarda 4, j = 1, 2, ..., k, kuvvet doniisiimii ile tammlanan Box-Cox
regresyon yontemi kullamlmaktadir. Y'ler iizerindeki 4, j = 1, 2, .., k kuvvet

déniisiimiiniin hangi J; degerinde Hata Kareler Toplami (HKT) ni minimum yaptigi
durum ele almmaktadir.  Box-Cox regresyon ydntemi, regresyon fonksiyonunun
dogrusal olmayan durumu, sabit olmayan hata varyanslari ve hata terimlerinin
dagilislarmmin carpikligim diizeltmek icin Y nin iizerinde déniisiim yapilmasi agisindan
olduk¢a uygundur. Bu ¢alismada fark ve diferansiyel analizin birlikte ele alindigi
zaman skalasi tiirev kavrami kullanilarak Box-Cox regresyon yéntemi kullanmanin
avantaj ve dezavantajlart incelenmigtir.
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Box-Cox Regression Method in Time Scaling
Abstract

Box-Cox regression method with 4, forj =1, 2, ..., k, power transformation can be
used when dependent variable and error term of the linear regression model do not
satisfy the continuity and normality assumptions. The situation obtaining the smallest
mean square ervor when optimum power A, transformation forj =1, 2, ..., k, of Y has
been discussed. Box-Cox regression method is especially appropriate to adjust
existence skewness or heteroscedasticity of error terms for a nonlinear functional
relationship between dependent and explanatory variables. In this study, the advantage
and disadvantage use of Box-Cox regression method have been discussed in
differentiation and differantial analysis of time scale concept.

Key Words: Time scale, Forward jump, Backward jump, Box-Cox regression
method.

JEL Classification Codes: C01, C02

1. Giris

Zaman skalast kavramimi ilk defa Stefan Hilger doktora tezinde ileri
siirmiistiir. Zaman skalasiin amaci, kesikli analizi ile stirekli analizi bir ¢ati
altinda birlegtirmek olmustur. R reel sayilarinin bostan farkli kapali alt
kiimesine zaman skalas1 denir ve T ile gosterilir (Bohner and Peterson, 2001: 1).
Boylelikle de,

R, Z, N, No,

sirast ile, gergel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve pozitif tam sayilar zaman
skalasinin orneklerindendir ve [0,1] W [2, 3], [0,1] U N seklinde

degerlendirilir. Yani L#0 ve LR yani[] U[] U ...=R.

Q, R\Q, C, (0,1), sirastyla rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar, kompleks
sayllar ve 0 ve 1 acgik araligi zaman skalasinda yer almamaktadir. Zaman
skalasinin kapali olmas1 nedeniyle, agik¢a goriilecegi iizere rasyonel sayilar bir
zaman skalasi degildir.

Gergekten, T ’de tanimlanmis olan f fonksiyonu igin delta tiirev [ A

asagidaki gibi tammlanmaktadir:

() f*=f T=R ise genel tirevdir.

(i) f* =Af T=Zise genel ileri fark operatdriidiir.

Zaman skalasini daha iyi agiklayabilmek i¢in asagida bazi tamim ve teoremler

verilmektedir.
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Tamm 1.1. f:T — R bir fonksiyonve teT* &> 0 verildiginde t'nin bir
U komsulugu (U =(t—-05,t+5)) ve O6>0 vardir ki tim seU igin,

o(t)= inf{s el:s> t} olmak tizere;
[[f(o(t)~f(s)]-f(t)[o(t)-s]I<elo(t)~s|

tammlanir ve f*(f) fnin £'de delta tirevi olarak sdylenir (Anderson and

Hoffacker, 2003: 10).

Teorem 1.1. f:T — R bir fonksiyon ve teT" noktasi verildiginde
(Bohner and Peterson, 2001: 5-6) ve (Agarwal and Bohner, 1999: 3),

(1) f, t’de tiirevlenebilir olsun, o zaman f; #’de siireklidir.

(i1)f, t’de siirekli ve ¢ sagda serpilmis ise, o zaman /¢ 'de tlirevlenebilirdir.

f%):@% st seT|{o(1)}

(iii) ¢ sag yogunluksa, f*(f)=lim

AORIAC)
t—s

sonlu bir saymnin ancak ve

AORIAC)
t—s

ancak lim

esitliginin saglanmasi kosuluyla f #’de tiirevlenebilir
st

olur.

(iv) f, t’de delta-tiirevlenebilir olsun, o zaman
fle@)=f@O)+un)f* @

seklinde elde edilir.

Tamm 1.2.  : T — R bir fonksiyon ve teT* €> 0 verildiginde #nin bir
U komsulugu (U =(t-5,t+6)) ve 0 >0 vardir ki tim se€U igin,
p(t)=inf{seT :s<t} olmak iizere,

[ (p®) = f()]= 1" Olp(0) ~s1 | p(6) =]

tamimlanr ve £ (f) fnin £de nabla tiirevi olarak sdylenir (Anderson and
Hoffacker, 2003: 10).

Teorem 1.2. f:T — R bir fonksiyon ve ¢ € T* noktasi verildiginde,
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(1) f, £'de nabla-tiirevlenebilir ise f, #’de siireklidir.

(ii) £, t’de siirekli ve ¢ solda serpilmis ise, 0 zaman f* ¢’de nabla-tlirevlenebilirdir.

75— tim L) =1 (5)

s>t O'(t)—S

S@)—f(s)
t—s

(iii) ¢ sol yogunluksa, £ (¢)=Ilim olmasi i¢in ancak ve ancak

SO —f(s)
t—s

lim esitliginin saglanmasi kosulu ile / #’de tiirevlenebilir olur.
s>t

(iv) f, t’de nabla-tiirevlenebilir ise, asagidaki fonksiyonel iliski yazilir:

v

Fp@)=fO+vO) /()
Tamm 1.3. f:T — R bir fonksiyon ve ¢t e T* &> 0 verildiginde #'nin bir
Ukomsulugu (U = (t—6,t+5)) ve 0 >0 vardrr ki tiim s € U igin,

[/ (@®) = f(p)]- 1 Ola®) - pO)]I< & |a(t) - p(1) |
tanimlanir ve f(f) f’nin £’ de merkez tiirevi olarak soylenir (Biles, Atici, and
Lebedinsky, 2007: 7).

Tamm 1.4. f:T — R bir fonksiyon ve ¢t e T* >0 verildiginde #'nin bir
Ukomsulugu (U =(t—6,t+5)) ve 0 >0 vardrr ki tiim s € U igin,

\F (ot )= F (I t=pt)] + [ ()= F(pt)][o(t)=t] =2f*[(t)~t][t=p(t)]]
<el/(a(t)=t][t—p(1)]|

tanimlanir ve f“(f) f'nin £’de ortalama tiirevi olarak sdylenir.

Tamim 1.5. ileri Sigrama Operatérii (Forward Jump Operator)

T bir zaman skalas1 olsun. ¢ €T igin ileri sigrama operatori o:7 —>T
tanimlanmaktadir (Anderson and Hoffacker, 2003: 9),

o(t)=inf{seT :s>t)}

Sag-parcali fonksiyon VxeI  i¢in pu_:7 —[0,00)  asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

Ho(t)=0(t)~t
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Tamm 1.6. Geri Sigrama Operatorii (Backward Jump Operator)

T bir zaman skalas1 olsun. ¢ €T igin geri sigrama operatorii p:7 — T
tanimlanmaktadir (Anderson and Hoffacker, 2003: 9),

p(t)=sup{seTl :s<t}
Sol-parcali fonksiyon g, : 7 —[0,00) asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
M (t)=t—p(t)

Eger tt, () >0 ise, t’nin sag-sigrama, diger durumda ise sag-yogunluk
oldugunu soyleriz. Aym sekilde, eger 4 ,(¢)>0Oise, t sol-sigrama, diger

durumda ise sol yogunluk oldugunu sdyleriz.

+ ty :sol-vogunluk ve sag-voiunluk
ty
' . ty :sol-yogunhik ve sag-sicrama
ta
* + t3 :sol-sicrama ve sag-yogunluk
ts
- ’ - t4:s0l-s1crama ve sag-sicrama (1solated)
ts

Sekil 1.1. Noktalarin Siiflandirilmasi

Sekil 1.1°de noktalarin smiflandirilmasi verilmektedir (Bohner and Peterson,
2001: 2). Yukaridaki bu iki tanimlamada, mind=max7 (7 maksimum ¢ ise
o(t) =t ) ve max@=min7 (7 minimum ¢ ise p(¢) =t) olarak alinz. © bos
kiimeyi gostermektedir. Eger o (¢) > ¢ ise, ¢'nin sag-sigrama ve p(¢) <t ise,
sol-sigrama oldugunu soOyleriz. Hem sag-sigrama hem de sol-sicrama olan
noktalar izole olmus (isolated) olarak isimlendirilir. Ayni zamanda, eZer
t <maxT ve o(t)=1t ise ¢t sag-yogunluk, eger ¢ > minT ve p(t) =t ise sol-
yogunluk olarak isimlendirilir. Hem sag-yogunluk hem de sol-yogunluk olan
noktalar yogunluk olarak isimlendirilir (Bolden, Gonzalez and Parker, 2002: 3).
Bu noktalarin siniflandirilmast biitiin olarak Tablo 1.1’de yer almaktadir
(Bohner and Peterson, 2001: 2).
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Tablo 1.1. Noktalarin Smiflandirilmasi

t sag-sigrama t <o(t)
t sag-yogunluk t=o(t)
t sol-sigrama p)<t
t sol-yogunluk p(t) =t
t ortada (isolated) p(t) <t<o(t)
t yogunluk p(t) =t =0o(t)

Teorem1.3. f,g:T — R, T" da tiirevlenebilir olsun. Bu durumda,
(i) f+g:T — R toplamu #'de tiirevlenebilirdir:

(f+8) ' 0O=r"O+g"®.
(i1) Herhangi bir a sabit sayis1 i¢in, af : T — R t’de tiirevlenebilirdir:

(@) ) =af"(1).

(i) fg :T — R t’de tiirevlenebilirdir:
(8)" () =/ (g + f(eg" () = f(Dg" )+ f*(Dg(o(1)).

1
(iv) Eger, f(¢)f(o(2)) # 0 ise o zaman — ¢ de tlirevlenebilirdir:

NV 0
Y TAYTerS

(v) Eger, g(¢)g(o(t)) # 0 ise o zaman i ¢’de tiirevlenebilirdir:
g

L)A(t) _fieg-fg" @)
g g()g(a(0)

seklinde elde edilir (Tan, 2006: 7). Tablo 1.2°de baz1 zaman skalas1 érnekleri
yer almaktadir (Bohner and Peterson, 2001: 18).

(
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Tablo 1.2. Zaman Skalas1 Ornekleri

T u® o(1) p)
R 0 t ¢

4 1 t+1 t-1
hZ h t+h t-h
a" (q-1) q' t/q
2V t 2t t/2
N2 Wt +1 (Nt+1) (\t-1)

Tablo 1.2°deki zaman skalasi Orneklerini bazilarinin sayr dogrusu iizerinde
gosterimi Sekil 2.1°de verilmektedir:

hz L ] L] - * & & & @& & @ - L] - &« & & & @& & @ -

Sekil 2.1: Bazi1 zaman skalalari

2. Box-Cox Regresyon Yontemi
Box-Cox regresyon modeli bagimli degisken iizerinde asagidaki gibi bir
doniisiim tanimlamaktadir (Kutner, Nachtsheim and Li, 2005: 135).

Y'=B,+BX,+. . +B X, te (2.1)
burada
Y'-1
yi = 7 A#0 22)
In(y)  A=0

A parametreli kuvvet doniisiimii kullamlarak ilgilenilen modele iligkin katsayilar
elde edilir. A parametresinin hangi degerde HKT’yi en kiigiik verdigi arastirilir.
A kuvvet doniisiimii parametre tahmininde Ozellikle bagimli degiskenin
normallik veya hatalarin sabit varyansli olma varsayimi bozuldugunda
kullanilmasi yararlidir (Osborne, 2010:2).
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2.1 Zaman Skalasi Tiirev Tammuna Gore Ileri ve Geri Sicrama
Operatirlerine Iliskin Normal Denklemlerin Elde Edilisi

Ornek olarak basit dogrusal regresyon modeline iliskin normal denklemler
elde edilecektir. Basit dogrusal regresyon modelinde en kiigliik kareler

yontemine gore, Q = Z(Yl — )91)2 = Z:(gi)2 = minimum olmalidir.

i=1 i=1

Q=D Y =232 X =28, XY +nf +2B,5 D X+ D X; 2.1.1)
i=l i=l i=l i=1 i=1

[leri sigrama operatdriine gére 8, ve f,” e gore tiirev alinir ve sifira esitlenirse
(2.1.3) ve (2.1.5) elde edilir.

6AQ n n

N =-2) i +n(c(Bo)+Po) +2B1 D Xj =0 (2.1.2)
Po 5 i=1

nei i )+nfy + 283X =23 Y, (2.13)

8AQ n n 5 n

a—mz—zZXi\min (s(BD+B+2B DX =0 (2.1.4)

i=l i=l i=l
n 9 n 9 n n
D Xio(B) +2D Xy +2B0 ) X =22 XY (2.1.5)

i=1 i=1 i=1 i=l1

Ileri sigrama operatdrlerine gore normal denklemlerin elde edilebilmesi icin
swrastyla, o(,) yerine f,+1 ve o(,) yerine B, +1 yazilir.

2.2 Zaman Skalasina Iliskin Normal Denklemler

o(pB,) yerine B,+1 ve o(pB,) yerine B,+1 yazildiktan sonra zaman

skalas1 normal denklemleri (ileri Sigrama Operatorii) esitlik (2.2.1)’deki gibi
elde edilmektedir.

a n ~ n n
nﬂ() +3+ﬁlzxi = Zyi
i=1 i=1
) 2.2.1)

Zx,z

i

” n ” n - n
ﬂ()zxi +ﬂ]2xi2 +% = Zyixi
i=1 i=1 i=1

64



Dokuz Eyliil Universitesi Iktisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi Dergisi,
Cilt:27, Sayi:1, Y1l:2012, s5.57-70.

esitlik (2.2.1)’de elde edilen iki bilinmeyenli normal denklemler 3, gore

cozildiigiinde B, zaman skalas1 tahmini esitlik (2.2.2)’deki gibi elde
edilir.

n

ni: x] —Z x,.i: x] +2i x,.i: VX, —2i y,.i: x;
ﬂoz[ - _ i=1 i=1 i=1 - i=1 - i=1 - i=1 i=1 (222)
(”Z x; —[Z x[j J2
i=1 i=1

p,’e gore ¢ozildiginde isef,’in zaman skalasi tahmini esitlik
(2.2.3)’teki gibi elde edilir.

nzn: x;] —Zni Xy, —nzn: X, +ZZH: v, y X,
T AT (223)
(nz x;] —(Z xl) JZ
i=1 i=1

Bi. =

3. Uygulama

Zaman skalasinda Box-Cox regresyon yonteminin incelenmesinde
(3.1)’deki regresyon denklemi kullanilmistir. n=100 biyiikligiinde iki
degiskenli normal dagilimdan belli 6zelliklere sahip 4 farkli bagimsiz kitleden
rastgele tliretilmistir. Box-Cox regresyon yontemi saglam parametre tahmini
verdiginden drneklem biiyiikliigiinden etkilenmesi s6z konusu degildir (Marazzi
and Yohai, 2004:5). Bu yiizden orneklem biiyiikligi n=100 sabit alinmustir.
Buradan farkli A degerleri icin HKT’yi en kiiglik yapan A degeri se¢ilmektedir.
Bu amagla calismada veri {iretimi icin MINITAB 15.0 paket program ve en iyi
A belirlemek i¢in R paket programi kullanilmigtir. Bunun igin A, -3 ile 3
araliginda alinmis ve her adimda A degeri 0.01 arttirilarak, 700 farkli A degeri
icin HKT’m1 en kii¢iik yapan A degeri elde edilmistir.

Box-Cox regresyon modeli esitlik (3.1) deki gibi tanimlanabilir.
Yi=p,+ X +e (3.1)

Esitlik (3.1) de verilen Box-Cox regresyon modelinin zaman skalasina goére
parametre tahminleri esitlik (2.2.2) ve esitlik (2.2.3) deki Y; yerine Yix

konularak sirasiyla esitlik (3.2) ve esitlik (3.3)’deki gibi elde edilir.
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POV O IR YO YB VDI DI Vol IV D VR
0 2 .

”(Z; xlz )- (le x) ’

=20 Y)Y X Yy X )-(3 xn
L2 (Y )Y )

Birinci veri seti i¢in (n;=100), ortalama vektorii p = L’} ve varyans-kovaryans

(3.3)

1 0.
matrisi, ), = L) g 1 }olan iki degiskenli normal dagilimdan tiiretilen

rastgele veriler ele alinmigtir. Box-Cox regresyon modelindeki -3 ile +3
arasindaki 700 farkli A degeri i¢in esitlik (3.2) ve esitlik (3.3)’deki zaman
skalas1 parametre tahminleri kullanilarak HKT hesaplanmistir. Yatay eksende
farkli A degerleri ve dikey eksende HKT arasindaki iligkiyi gosteren grafik Sekil
3.1’de sunulmustur. Sekil 3.1°de goriildiigii gibi HKT nin minimum oldugu
deger A = 1.14 ve HKT=6.70’dir. Buna gore klasik en kiiglik kareler
yonteminden elde edilen HKT’dan daha diisiik bir deger bulunmustur.

14
124

10+

-3 -2 -1 (m} 1 2 =

Sekil 3.1: n; = 100 igin A ve HKT degerleri
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12
Benzer sekilde ikinci veri seti i¢in (n,=100), ortalama vektorii p = {13} ve

1 04
varyans-kovaryans matrisi ), = L) 4 }olan iki degiskenli normal

dagilimdan tiiretilen rastgele veriler ele alinmistir.

20

Sekil 3.2: n, = 100 i¢in A ve HKT degerleri

Sekil 3.2°den de goriildiigii gibi HKT nin minimum oldugu A degeri A = 1.12 ve
HKT=13.25 olarak bulunmustur.

Ugiincii veri seti i¢in (n;=100), ortalama vektdrii p = LO} ve varyans-

I 0.6
06 1 }olan iki degiskenli normal dagilimdan

tiiretilen rastgele veriler ele alinmugtir.

kovaryans matrisi ), :{
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164

154

144

134

12
= 2 -1 ] 1 2 3

Sekil 3.3: n; = 100 i¢in A ve HKT degerleri

Sekil 3.3’de goriildigi gibi HKT nin minimum oldugu A degeri A = 1.30 ve
HKT=12.27 elde edilmistir.

Dordiincti veri seti igin (ns=100), ortalama vektorii p = LJ ve varyans-

1
0.7

tiiretilen rastgele veriler ele alinmigtir.

0.7
kovaryans matrisi ), ={ . } olan iki degiskenli normal dagilimdan

3 = & o i z 3

Sekil 3.4: n, = 100 igin A ve HKT degerleri
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Sekil 3.4’den de goriildiigii gibi HKT nin minimum oldugu A degeri A = 1.38 ve
HKT=12.57 olarak bulunmustur.

4. Sonug ve Degerlendirme

Bu calismada Box-Cox regresyon modeli Y* = f,+B,X +¢ ele

almmustir. En iyi A degerini klasik en kiigiik kareler ydontemi yerine zaman
skalas1 parametre tahminlerine gore elde edilmistir. Veriler iki degiskenli
normal dagilimdan rastgele tiiretilmis ve n = 100 hacmindeki 4 farkli bagimsiz
orneklemin hangi A degerinde en kiigiik HKT degerine ulasildigi arastirilmustir.
Burada orneklem biyiikliigiiniin veya kovaryans matrisinin determinantinin
etkisi ile ilgilenilmediginden bagimsiz 4 farkli 6rneklem seg¢ilmistir. Zaman
skalas1 Box-Cox ve klasik en kii¢lik kareler yontemine gore elde edilen HKT
icin 6zet sonuglar Tablo 4.1°de verilmektedir.

Tablo 4.1: Farkli Orneklemelere Gore Zaman Skalas1 ve Klasik En Kiigiik Kareler
Yontemi ile Elde Edilen A ve HKT Sonuglari

n A Zaman Skalasi Klasik En Kiig¢iik
Box-Cox HKT Kareler HKT
n; =100 1.14 6.70 28.79
n, = 100 1.12 13.25 86.49
n; =100 1.30 12.27 70.36
ny =100 1.38 12.57 60.85

Bu sonuglara gore zaman skalasi Box-Cox yontemi ile elde edilen HKT,
klasik en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen HKT’dan daha kiigiik
bulunmustur. Ozellikle bagimli degiskenin normal dagilim gdstermemesi
durumunda basit dogrusal regresyon modelinin yerine zaman skalas1 Box-Cox
regresyon modelinin kullanilmas1 daha uygun olmaktadir.
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