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OZET: Bu ¢alismanin amaci, gegis kosullar1 (bdyle kosullar literatiirde arayiiz kosullari, sigrama kosullari,
impulsif kosullar gibi isimlerle de adlandirilmaktadir) ve sinir kosullar1 altinda pargali stirekli potansiyele
sahip ii¢ ayrik aralikta tanimlanan ikinci mertebeden diferansiyel denklemden olusan ii¢ araliklt bir Sturm-
Liouville probleminin baz1 spektral 6zelliklerini arastirmaktir. i1k olarak klasik Sobolev uzaylarinda ii¢ aralikli
Sturm-Liouville problemimize 6zgii yeni uzaylar ve bu uzaylara ézgii i¢c ¢arpimlar tamimlanmustir. Ikinci
olarak, klasik bir 6zfonksiyonun genellemesi olan zayif 6zfonksiyon olarak adlandirilan yeni bir kavram
tammladik. Ugiincii olarak, ii¢-aralikli Sturm-Liouville probleminin bir operatdr-polinom denklemine
indirgenebilecegini gdz Oniinde bulundurarak uygun Sobolev uzaylarinda bazi kompakt operatérler
tanimladik. Daha sonra operatér-demet teorisi yontemleri kullanilarak zayif 6zfonksiyonlar incelenmistir. Son
olarak, bu operator-demetinin kendine-eslenik oldugunu kanitladik.

Anahtar Kelimeler —Sturm-Liouville problemi, sinwr sartiar, gecis sartlari, operatér.zayyf ¢oziim.

Weak Solutions of a Sturm-Liouville Problem with Three-Interval

ABSTRACT: The aim of this study is to investigate some spectral properties of a three-interval Sturm-
Liouville problem which consist of a three-interval second order differential equation defined on three disjoint
intervals with piecewise continuous potential under boundary conditions and transmission conditions (which
are known by various names including interface conditions, jump conditions, impulsive conditions etc.).
Firstly, new spaces and inner products specific to these spaces, which are specific to our three-interval Sturm-
Liouville problem, are defined in classical Sobolev spaces. Secondly, we define a hew concept, the so-called
weak eigenfunction which is an generalization of a classical eigenfunction. Thirdly, we introduce to the
consideration some compact operators such a way that the considered three-interval Sturm-Liouville problem
can be reduced to the appropriate operator-polynomial equation in suitable functional space. Then, generalized
eigenfunctions are examined by using the methods of operator-pencil theory. Finally, we prove that this
operator-pencil is self-adjoint.

Keywords-Sturm-Liouville problem, boundary conditions, transmission conditions, operator, weak
solution.

1. Giris

Ondokuzuncu yiizyilin ortalarinda ilk olarak Sturm ve Liouville tarafindan incelendigi icin
Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilan, ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemler i¢in smir-deger problemi giiniimiizde ¢ok yogun bir sekilde arastirilmis ve
arastirilmaktadir. Baglangigta, 1s1 iletimi problemlerine uygulanan Sturm-Liouville
teorisinin daha sonra ¢ok sayida fiziksel problemlere uygulanabildigi goriilmiistiir.
Matematik fizigin bircok probleminin ¢oziimiinde kullanilan Fourier yo6ntemini
uygulayabilmek i¢in, verilmis fonksiyonu adi diferansiyel denklemler i¢in smnir-deger
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probleminin 6zfonksiyonlar1 cinsinden acilimi seklinde ifade etmek gerekir. Diger bir
ifadeyle adi diferansiyel denklem i¢in sinir-deger probleminin 6zfonksiyonlarmin hangi
fonksiyon uzayinda baz oldugunu incelemek gerekir. Ozfonksiyonlarinin hangi fonksiyon
uzayinda baz olmasi gerektiginin incelenmesini gerektiren sinir deger problemlerine uygun
spektral problemler ise Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilmaktadir. Son yillarda
farkli doga bilimlerinde ortaya ¢ikan siireclerin matematiksel modeli kurulurken yeni tipten,
yani klasik olmayan kismi tiirevli denklemler i¢in baslangi¢ ve sinir-deger problemleri ile
karsilasilmaktadir. Bu durum beraberinde Sturm-Liouville problemlerinin de farkli yollarda
genellestirilmesi ihtiyacini ortaya ¢ikarmaktadir.

Bilindigi gibi
y' ()+a(x) y(x\)=24y(x) , xe[a,b] @

ikinci mertebeden adi lineer diferensiyel denkleminden ve kendine eslenik olan
ay(a)+ a,y (a)=0 (2)
Ay(b)+ B,y (b)=0 ®)

sinir sartlarindan olusan sinir-deger problemleri genel olarak Sturm-Liouville problemleri
olarak bilinmektedir. Klasik Sturm-Liouville problemi olarak da ifade edilen (1) —(3) sinir-

deger probleminde smir sartlar1 6zdeger parametresine bagli degildir. Klasik Sturm-
Liouville problemleri ile ilgili ayrintili bilgiler i¢in (Atkinson, 1964; Levitan ve Sargsyan,
1988; Titchmars, 1962) kaynaklarina basvurulabilir. Bu problemler i¢in en uygun
fonksiyonel uzayin karesi Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyonlardan olusan
L ,[a,b] Hilbert uzay1 oldugu bilinmektedir. Ancak 6zdeger parametresi lineer olarak sinir

sartlarinda da ortaya ¢iktiginda L,[a,b] uzay1 yerine L,[a,b]®0" tipindeki uzaylar daha

uygundur. Ciinkii bu durumda simir deger problemleri L,[a,b]®0" tipindeki uzaylarda

tanimlanmis lineer diferensiyel operatorler igin 6zdeger problemlerine indirgenebilir
(Hinton, 1979; Russakovskii, 1993; Schneider, 1974; Walter, 1973). 1983 yilinda
yayimlanmis olan ¢alismalarinda Kostyuchenko ve Shkalikov,

n=2 icin  L(A)y=0, L(ﬂ)ziliA (4)

formundaki operatér demetlerini incelemislerdir. Kostyuchenko ve Shkalikov bu
caligmalarinda, en az bir ¢ € [J reel sayisi i¢in L(C)— nin pozitif tanimli oldugunu kabul

etmislerdir. 1985 yilinda yayinlamis oldugu kitabinda Ladyzhenskaia, bir Hilbert uzayinda
genellestirilmis ¢oziimler kavrami yardimiyla, 6zdeger probleminin bir operatér polinomal
denkleme indirgenmesine olanak saglamistir. Belinsky ve Dauer 1997 yilinda yayimlamisg
olduklar1 ¢alismalarinda, sinir sartlarinda 6zdeger parametresi lineer olarak bulunan regiiler
Sturm-Liouville probleminin  6zfonksiyonlarim1  incelemislerdir. Ancak yukarida
bahsettigimiz biitiin caligmalarda Sturm-Liouville problemleri, gegis sartlar1 igermeyen sinir
deger problemleri icin incelenmistir. Bu alanda ¢alisan bazi bilim insanlar1 ve 6zellikle O.
Sh. Mukhtarov’ un (Akcay, 2021; Allahverdiev, Tuna, 2021; Aydemir ve Mukhtarov, 2017,
Kandemir ve Mukhtarov, 2017; Muhtarov, 1994; Mukhtarov ve ark. 2015, 2018,
Mukhtarov ve Aydemir, 2020; Mukhtarov ve Aydemir, 2021; Sen ve Stikonas, 2021)
calismalarinda ise siireksiz katsayili adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemler i¢in sinir
deger gecis problemleri arastirilmistir.
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2. Simir Deger Gegis Problemin Ifadesi ve Probleme Uygun Fonksiyonel
Uzaylarin Kurulmasi

Bu ¢alismada;
U, (X)+ g () u, ()=, (x), xe[-1,—¢) (5)
U, (X)+ G,(X)u, (X)= 1, (X), x (-¢,c) (6)
U, (X)+ 6, (X) Uy (X)= g5 (X), x €(c,1] (7)

seklinde tanimli  Sturm-Liouville denklemlerinden, x=-1 ve X=1 u¢ noktalarinda

verilmis
(1) = v/ () ®
U(1) = ug(1) ©)

siir sartlarindan ve X =—C ve X =C gecis noktalarinda verilmis

() u(<) =0 o

u) (—¢*) =t (=¢" )+ pu,(-c7) +au,(~¢7) (12)
() —uy(c7) =0 (12)
Uy (¢") =, () + s () +S,u,(c) (13)

gecis sartlarindan olusan Sturm-Liouville tipindeki bir sinir deger gecis probleminin bazi
spektral 6zellikleri incelendi.
Burada A kompleks spektral parametre; @,(X), q,(X) ve d,(x) fonksiyonlar1 sirasiyla

Q,=[-1-c), Q,=(-cc) ve Q;=(c1] araliklarn iizerinde reel-degerli siirekli
fonksiyonlar ve sonlu g, (-¢"), a,(—¢"), 6,(c"), g, (c”)limit ~ degerleri mevcuttur;
7:, 0, (i =1,2) sifirdan farkli ve pozitif reel katsayilardir.

Simdi dikkate alinan (5)—(13) siir-deger-gegis problemini arastirmak igin ihtiya¢ duyulan
bazi yeni Hilbert uzaylarin1 tanimlayacagiz ve bu uzaylarda gecerli olan bazi esitsizlikleri

3
ifade edecegiz. Q:=Q ®Q, DQ, Ve =, =@ L, (€;) gosterimlerinden yararlanacagiz.
i=1
ue EO ui eWZZI-(£-2|)(i :1! 213)a u2 (_C+) = ul (—Ci),
1= . B
us(c")=u,(c")

lineer uzayinda
(uv), = f {ul’\Tl’+ ulvl}dx+ 'f {u;v_;+ uzvz} dx + J {u;v_; + u373} dx (14)

o) Q Q

[1

esitligi ile i¢ carpimi1 ve bu i¢ ¢arpima karsilik gelen normu ”u”;:<u’u>51 esitligi ile
u,(x), xe,

tanimlayalim; burada u(X)=<U,(X), Xx€Q, gostermisiz. =, i¢ carpim uzaymimn Hilbert
Uy (X) , x e Q)



OLGAR IGBAD,2021, 10(3), 165-173 168

uzayr oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi =, Hilbert uzaymda yeni bir i¢ carpimi

(u,v): :(u’,v’): +(u,qv): esitligi ile ve bu i¢ carpima karsilik gelen normu
2149 =0 =0

ise||u||i :<u,u>: seklinde tanimlayalim. q(x)fonksiyonu smurli, pozitif tanimli ve
=14 =14

olgiilebilir oldugundan dolayr 0 <m < M olacak bicimde dyle mve M sayilari mevcuttur
ki, Vu ez, i¢in

m ull, < full

esitsizligi saglanir.

<M ul, (15)

S

3. (5)-(13) Probleminin Genellestirilmis C6ziim Kavram
Keyfi 7 eZ kompleks fonksiyonunu alalim ve 7_7 fonksiyonu da 7 fonksiyonunun

kompleks eslenegi olsun. (5)—(7) diferensiyel denklemlerinin her iki tarafini 1_7 eslenik

fonksiyonu ile ¢arpip sonra Q, (i =1,2,3) araliklarinda integrallerini alirsak

ZI{ C () + g (x)u; (x }n,(x)dx Zjﬂu )77, (X)dx (16)

|1Q

esitligini elde ederiz. Elde ettigimiz (16) denkleminin sagindaki ilk terime kismi

integrasyon uygularsak

3 T (0700+ 4 (x 700} dx=u (@ +u, (<L) (-D+u; () ()

i=1 O
U} (=¢)m (—=¢)+us () s (¢) -, (¢), (c)
3
=" [ u, ()7, (x)ax (17)
i=1 Q
esitligi elde edilir. (8) — (13) sinir-gegis sartlarini (17) ye uyguladiktan sonra diizenlersek
<U,77>: —U3(1)773(1)+u1( )771( 1)+|:7/1 —C +5U C):|772(_C
725 (¢) +8,u, (¢) Jms (€)= ()., (18)

esitligi elde edilir. Boylece (17) esitligi biitiin terimleri =, uzaymin elemanlart olan (18)ile
temsil edilen bagintiya doniisir. Simdi Z Hilbert uzayinda (5)— (13)sinir-deger-gegis
problemimize uygun genellestirilmis ¢6ziimii tanimlayabiliriz.

Tammm 1.u(X) €eE elemant verilsin. Eger (18)denklemi V7(Xx)eZ, i¢in saglaniyorsa

u(x) ez, elemant (5)—(13)smir-deger-gecis probleminin genellestirilmis ¢dziimii olarak

adlandirilir.
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3
Not. (5)—(13) smir-deger-gecis probleminin her u e_€_r)1W22 (€Y) klasik ¢oziimii ayni

zamanda bu problemin bir genellestirilmis ¢oziimiidiir.

4, Esas Sonuclar

Calismanin ~ bundan  sonraki  kisminda  asagidaki  lineer  fonksiyonellerden
yararlanilacaktir.
7, (U, 7)==y (1) 7, +u, (-1) 7, (1) +[ 1, (=€) +3u, () ], (—¢)
+|:72u3 (C) +38,U, (C):|773(C) (19)
3 —
7, (um)=" [ u (%), (x)dx (20)
i=1 Q

Lemma 2. VdeQigin

u(@)| < G, Jul., (21)

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 3. Verilen her bir u(x) €E, i¢in 7,(u,n7) (i =1 2) lineer fonksiyonelleri 7(x) eZ,
degiskenine gore siireklidirler.

Ispat. 7,(u,7) (i=12) fonksiyonelleri ; degiskenine gdre =, Hilbert uzaymda siirekli

olduklarini gostermek i¢in ilk 6nce

‘US (1)‘ 2, )]+ ‘ul (_1)‘ pAGH] +( ‘Ul (_C)‘ + ‘Uz (—C)mﬂz ()|

i (22)
+ (Jus ()] +us (<)) ©)

|7.(u,m)|<C
esitsizliginin gecerli oldugunu gosterecegiz.
(5) — (13) sinir-deger-gecis  problemi igin verilen sinir-gegis sartlarimi ve Schwarz

esitsizligini g6z oniinde bulundurursak
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|7, (u,m)|< ‘—u (L) 77,0+, (~1) 7, (1) +[ 7, (=€) +3u, ( c)]n_z(—c)‘
‘[;/2 ,(¢) +3,u, ( c}nsc‘
<[ U, (1) 7, @) +|u, (D)7, 1) [+ [, (=€) +6, (=€) ], ()|
+‘[y2 C) +8,U, ( ]773 ‘
=‘u3 1)‘+‘u (- 1)‘+|;/1Hu Hn_z(—c)‘

+|51”U2 - an - ‘+|72Hu3 H773 c ‘+|52HU2(C)H77_3(C)‘
{ Jus ()75 @) +]us (=Dl - DI+ Juy (=€)l (=) + u, (=€)l ()] }

<C,
+ [us ()l @) +|u; (€l )

elde edilir; burada C, = max{|71|,|51|,|y2|,|62|} gosteriminden yararlanmisiz. Boylece

(22) esitsizligi ispat olundu.

E,ve B, Hilbert uzaylarinda tanimli i¢ ¢arpimlar ve bu i¢ carpimlara karsilik gelen

normlarin tanimlar1 ve (15)esitsizligi dikkate alinirsa

Jull, = Caul, (23)

esitsizliginin saglandigi kolayca goriiliir.

(22) ve (23) esitsizliklerinden yararlanilarak

[mm| < Colul, 7l (24)

=14 =14

esitsizligi elde edilir. Bu ise 7,(u,7)lineer fonksiyonelininZ, Hilbert uzayinda siirekli
dolayisiyla smirli oldugunu gosterir. 7,(U,7)lineer fonksiyonelinin sinirli oldugu benzer
sekilde gosterilir. Ispat bitti.

Riesz temsil teoreminden yararlanarak

z,(u,7) =(T,u ,77)51)q (i=12) (25)
esitligini saglayacak T, : E, — E, (i =1, 2) operatdrlerini tanimlayabiliriz.
Teorem4. T, :5, —» &, ve T, :E, — &, kendine eslenik ve kompakt operatorlerdir.

Ispat. T, (i =1 2) operatorlerinin simetrik oldugunu gdsterecegiz. Biz burada sadece
T, operatoriiniin  kendine-eslenikligini gosterecegiz. Bunun i¢in de Vu,neD(T,)igin
(25) esitligi ve i¢ ¢carpim fonksiyonunun 6zelliklerini kullanmak suretiyle
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(u ’T277>51,q - <T277,U>Em

esitligini elde ediyoruz. Bu yilizden, T, operatorii =, uzayinda simetriktir. T, operatorii
E,uzayinda simetrik ve tanim bolgesi D(T,), Z,uzayinda her yerde yogun oldugundan ve
de Fonksiyonel Analizden iyi bilinen yontemi uygularsak T, operatoriiniin kendine-eslenik
operatdér oldugunu elde ederiz. T, operatoriiniin kendine-eslenikligi benzer sekilde ispat
olunur. T; (i =1, 2) operatorlerinin kompaktligi (Mukhtarov ve ark., 2018) calismasindaki
argiimanlar kullanilmak suretiyle benzer sekilde yapilir.

Teorem 5. T, :E, = E, operatorii pozitif operatordiir.

Ispat. T,:=, — E operatdriiniin (25) tanimindan yararlanirsak kolayca goriiriiz ki en az bir

C; >0 reel sayis1 vardir dyle ki

3
VU eE, igin (T,u,u)_ ZJ-|ui(x)|2 dx > (35||u||;1
i=1 Q;

esitsizligi saglamir. Bu ise T, operatdriiniin pozitif oldugunu gésterir. Ispat bitti.

Teorem 4. ve Teorem 5. geregi (18) ile verilen integral 6zdesligi
(u ,r;)ELq + (Tlu,n)ELq = (T,u ’77>51‘q (26)

seklinde yazilir. Eger u(x)eZ,, (5)—(13)smir-deger-gecis probleminin genellestirilmis
(zayif) bir ¢ozimil ise bu takdirde (26) ifadesi V7(x) €Z, i¢in saglanir. Yani =, Hilbert
uzayindan alinan keyfi 7 degiskeni igin (26)ifadesinin u+Tu = 4T,u lineer denklemi
seklinde yazilabilecegini gostermis olduk. Simdi

T(u)=1+T,—uT, (27)
operator-demetini tanimlayalim. O halde genellestirilmis ¢6ziim tanimindan yararlanirsak,
asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 6. (5)—(13) sinir-deger-gecis probleminin genellestirilmis (zayif) 6zfonksiyonlari,
=, Hilbert uzayinda

T(u)u(x)=0 (28)

operator-polinom denklemini saglar.
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[Mukhtarov, Olgar, Aydemir ve Jabbarov, 2018] caligmasinda uygulanan yontemden
yararlanirsak asagidaki teoremi ispat edebiliriz.

Teorem 7. Vy, €ll i¢in T(-4,) operatdrii kendine-esleniktir.
Ispat. T(-y,) operatériiniin kendine-eslenik oldugunu kanitlamak igin ilk ©nce bu

operatoriin simetrik oldugunu gdsterecegiz. Bunun icin U vev, = Hilbert uzaymin

elemanlar1 ve Tanim 1 deki gibi tanimli olan herhangi iki genellestirilmis (zay1f)

ozfonksiyonlar olsun. Vu,VeD(T(—,uo))i(;in (27) esitligi ve i¢ ¢arpim fonksiyonunun

ozelliklerini kullanmak suretiyle

(u,T(—,uo)v>El :<T(—/,zo)v,u>51‘q =((1+T,+u,T,)v,u)_

>3 +(T, u) <ﬂoT2V’U>ELq
(T u,v). ., tHo (Tzu,v>51vq

={v,

(v

=<(| 1+ 16T, )u, >Lq
(T(

T(— ), v) (29)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten ve Fonksiyonel Analizden iyi bilinen ydntemden

yararlanarak T(-z,) operatdriiniin kendine-eslenik oldugunu kolayca elde ederiz.
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