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Dikdortgen Olusturmadan Maksimum
Sayida Kutu Karalama Sorusu ve C6ziim
LR icin Bir Alt Simir

[
C Scratching Maximum Number of Boxes Without Forming a Rectangle and a
Lower Bound for the Solution

ANTALYA
iL MILLT EGITIM MUDURLUGU

OZET

Bu calismanin amacit heniiz ¢dziillemedigi iddia edilen Dikdortgen Olusturmadan Maksimum
Sayida Kutu Karalama Sorusu’nun ¢6ziimii i¢in bir alt sinir sunmaktir. Makale boyunca Dikdortgen
Olusturmadan Maksimum Sayida Kutu Karalama Sorusu adiyla anilan soru su sekildedir: n x m
lik bir cizelgede dikdortgen olusturulmadan en fazla kac¢ kutu karalanabilir? Oncelikle sorunun
Sonlu Matematikte ¢ok¢a kullanilan giivercin yuvasi ilkesiyle ilgili oldugu fark edilmistir. Daha
sonra sorunun bir alt versiyonlart incelenmistir. Sorunun bir alt versiyonu her satirda en fazla y
sayida kutu karalanirsa ne olur, z tane renk kullanilirsa ne olur tarzinda ¢o6ziilebilir sorulardir.
Bu soruyla bir alt versiyonu arasindaki iliski gozetilerek problemin ¢dziimi i¢in bir alt sinir
olusturulmustur. Soru iki farkli durumda incelenmistir. Birinci duruma dogrudan ispat teknigiyle
¢6ziim bulunmustur. ikinci duruma dogrudan ispat teknigi ve kodlamadan yararlanilarak bir alt sin1r
bulunmustur. Bulunan sonucun dogrulugu bolca 6rnekle test edilmistir. Sonug¢ olarak, genelligi
bozmadan n < m alindiginda, n satir ve m situnluk bir ¢izelgede C(n, 2) < m ise dikddrtgen
olusturmadan karalanabilecek maksimum kare sayis1 C(n, 2) + m olarak bulunmustur. C(n, 2) > m
ise dikdortgen olusturmadan karalanabilecek maksimum kare sayis1 i¢in bir alt sinir bulunmustur.
Bu alt sinir 2m + x ‘tir. Bahsedilen x degiskeni bir kod yazarak bulunmustur ve m, n sayilarinin
degerine gdre degisir.

Anahtar Sézciikler: Sonlu Matematik, Boyama Ilkesi, Giivercin Yuvas1 Ilkesi

ABSTRACT

The aim of this study is to present a lower bound for the solution to the unsolved question
“Scratching Maximum Number of Boxes Without Forming a Rectangle’. The question that will
be referred to as the “Scratching Maximum Number of Boxes Without Forming a Rectangle”’
throughout the article is: How many boxes can be scratched in a m x n table without forming a
rectangle? Firstly, it has been noticed that the problem is related to the pigeonhole principle,
which is widely used in Finite Mathematics. Later, subversions of the question were examined.
Subversions of the problem are solvable questions such as what happens if at most y boxes are
scribbled on each line, and what happens if z colours are used. Considering the relationship
between this question and the subversions, a lower bound was created to solve the problem. The
problem was considered in 2 cases. The direct proof technique was used to solve the first case
of the problem. A lower bound was found for the second case of the problem with the help of the
direct proof technique and coding. The accuracy of the result found has been tested with lots of
samples. As a result of the study, if n < m is taken without breaking the generality, if C(n, 2) < m
in a table with n rows and m columns, the maximum number of squares that can be drawn without
forming a rectangle is C(n, 2) + m. If C(n, 2) > m, a lower bound has been found for the maximum
number of squares that can be drawn without forming a rectangle. This lower bound is 2m + x.
The mentioned variable x was found by writing a code that changes according to the values of m,
n numbers.

Key Words: Finite Mathematics, Painting Principle, Dirichlet Principle



50 BILIM ARMONISI - Cilt: 5 - Sayi: 1, (48-53)

1. GIRIS

Matematik  Diinyas1 dergisinde  “Karenin
Dikdortgensiz Altkiimeleri” baslikli makalede
belirtilen soru su sekildedir: n x n lik bir

cizelgede dikdortgen olusturulmadan en fazla kag
kutu karalanabilir (Matematik Diinyas: Dergisi
2003-1)? Bu sorunun bir iist versiyonu olan,
heniiz ¢o6ziillemedigi bilinen ve makale boyunca
“Dikdortgen Olusturmadan Maksimum Sayida
Kutu Karalama Sorusu” olarak bahsedilen soru ise
su sekildedir: n x m lik bir ¢izelgede dikdortgen
olusturulmadan en fazla ka¢ kutu karalanabilir?
“Dikdortgen Olusturmadan Maksimum Sayida
Kutu Karalama Sorusu” literatiirde “Karalama
Sorusu” olarak da ge¢mektedir. Soruda bahsedilen
dikddortgen tanimi ¢izelgenin silitunlarina ve
satirlarina  paralel olan dogrularin kesisim
kiimesinin olusturdugu dikdortgenlerdir. Cizelge
1’de soruda bahsedilen dikdoértgenlere ornek
verilmistir. Karalanan kutucuklar makale boyunca
lizerine x isareti konularak belirtilmistir. Makalede
Dikdortgen Olusturmadan Maksimum Sayida Kutu
Karalama Sorusu iki farkli durumda incelenmistir.
Ilk durumda dogrudan ispat teknigiyle soru
¢oziilmiistiir. Tkinci durumda ise kodlama yéntemi
ve dogrudan isgat teknigi yardimiyla sorunun
¢boziimiine bir alt sinir bulunmustur. Yapilan
caligmada alan uzmanlarinin goriisleri alinmistir.

Cizelge 1. Dikdortgen Olusturmadan Maksimum
Sayida Kutu Karalama Sorusu’nda bahsedilen
dikdortgenlerin drnekleri.

.

2. MATERYAL ve METOT
2.1. Dikdortgen Olusturmadan

Maksimum Sayida Kutu Karalama Sorusu
ile Giivercin Yuvasi Ilkesinin ve Boyama
Ilkesinin Iliskilendirilmesi

Cizelge 2. 5 x 6 lik ¢izelgede karalama ornegi.

X X

Cizelge 2’deki karalamaya bakilirsa soruda
belirtilen sart: saglamadig: barizdir. Kirmizi ile
isaretlenmis karalamalar bir dikddrtgen olusturur.
Bir siitundan segilen noktalarin herhangi ikisinin
baska bir siitunda da bulunmasi durumunda bir
dikdortgen olusur. Bu durumda bir siitundan kag
farklt nokta r’lisi segilir ve secilen » noktadan
herhangi ikisinin bir dahaki siitunlarda ayni
satirda bulunmamalart i¢in ne yapilmalidir? Bu
iki sorunun Giivercin Yuvas: Ilkesi ve Boyama
Ilkesiyle ilgili oldugu anlasilmaktadir (Alizade,
2015). Kombinatorik ise bulunan alt sinirin
sayilara dokiilebilmesini saglayan bir ara¢ niteligi
tasir.

2.2 Dikdortgen Olusturmadan Yapilan
Bir Karalamanin Matematiksel Sunumu

Cizelge 3. 4 x 7 lik ¢izelgede karalama 6rnegi.

XX [X

XX X
X

X X X
X XX

{1,(1,2)5,{2,(1,3) 1, {3,(1,4)},{4,(2,3)},
{5,(2,4)},{6,(3,4)},17.(2)}

Cizelge 3’te 4x7 lik ¢izelgede yapilmasi
gereken karalama modeli yapilmistir. Bu modelde
7. siitunda 2. kutu yerine 1, 3 veya 4 numarali
kutu karalandiginda da ¢6zim olusur. {y, (a,
b)} notasyonu y. siitundan a. ve b. satirdaki iki
noktanin karalandigini belirtir. Yukarida yazan {y,
(a, b)} ikilileri de nasil bir algoritma izlendigini
anlatir. Bu soru giivercin yuvasi ilkesine gore
¢Oziilebilir. Su ikililere bakilir: {1, (a, b)} ve {c,
(a', b")} . (¢ # 1) Bu gosterimde (a, b) 1. siitundan
rastgele segilerek karalanan nokta ikilisini; {c,
(a', bY)} ise diger siitunlarda (a, b) nin karsisinda
olan nokta ikililerini temsil etmektedir.

3. BULGULAR

3.1.C(n, 2) <m Durumu i¢in Dikdortgen
Olusturmadan Maksimum Sayida Kutu
Karalama Sorusunun Coziimii

Onerme:

C(n,2) < m ise dikddrtgen olusturmadan

en fazla
[C(n,2)].2 + [m — C(n,2)].1 = m + C(n,2)

tane kutu karalanabilir.
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Ispat icin yol gdsterme:

n x m lik bir ¢izelgede genelligi bozmadan n <
m alinir. Cizelge dondiiriillerek n tane satir ve m
tane siitun olacak sekilde ayarlanir. Her siitunda
2 tane nokta karalanir. Bir siitundan segilebilecek
C(n, 2) farkli nokta ikilisi oldugundan [ C(n, 2) +
1]. siituna gelindiginde hangi 2 nokta karalanirsa
karalansin daha onceden karalanmis bir (a, b)
ikilisi olusturacak ve dolayisiyla dikdortgen
olusturacaktir. Bu yiizden [C(n, 2)]. siitundan
sonra her siitun i¢in sadece 1 nokta karalanabilir.
Ornegin, 4x7 lik bir ¢izelgede C(4, 2) = 6 oldugu
icin 7. situna gelindiginde herhangi 2 nokta
karalanirsa kesinlikle bir dikddrtgen olusur. Bu
ylizden 7. siitundan sadece 1 nokta karalanabilir,
bu nokta da rastgele secilir.

3.2.C(n, 2) > m Durumu i¢cin Dikdértgen
Olusturmadan Maksimum Sayida Kutu
Karalama Sorusu I¢in Bir Alt Simir
Bulunmasi

C(n, 2) > m ise bulunan sayi karalanabilecek
maksimum kare sayisina bir alt sinir olusturur.

En basta, ayni algoritmaya goére C(n, 2). 2 —
[C(n, 2) — m]. 2 = 2m tane nokta karalanabilir
ama burada daha fazla nokta karalanabilir ¢iinki
cizelge yeteri kadar biiyiik olmadigindan tiim (aqa,
b) ikilileri karalanmamistir. Bir 6rnekle durum
anlatilir.

Cizelge 4. 5 x 6 lik ¢izelgede karalama 6rnegi.

X X|X[|X
X XX
X X

X X
X X

C(n, 2) > m > n olan bir durum ele alinir.
Ornegin Cizelge 4’te,n = 5 ve m = 6 igin C(5, 2)
=10>6>35.

Yine ayni algoritma uygulanir: {1, (1,2)} , {2,
(1,3}, {3, (L4}, {4, (1,5}, {5, (2,3)} , {6,
(2,4)}. Cizelgede yer olmadigindan dolay:r (2,
5), (3, 4), (3, 5), (4, 5) karalamalar1 yapilamadi.
Fazladan kutu karalanabilir ¢linkii heniiz tim (a, b)
ikilileri karalanamadi. Simdi karalanmamis, daha
dogrusu ¢izelge kiigiik oldugundan karalanamayan
ikilileri devreye sokmak i¢in son siitunda normalde
kullanilan algoritmaya goére karali olan 2 kutudan
alttaki kutunun altindaki biitiin kutular karalanirsa
hi¢cbir dikdortgen olusturmaz ¢iinki yeni (a, b)
ikilileri olusturulmus olur. Yeni karalananlar
Cizelge 4’te kirmiz: ile gosterilmistir.

Bu durumda C(n, 2) > m ise {1, (1, 2)}, {2,

(1, 3)} . {3, (1,4}, ..., {n— 1, (1, n)} , {n,(2,
3, {n+1,(2, 4)}, ....{2n-2,(2, n)}, ....,{C(n,
2), (n—1, n)} olacak sekilde karalanir. C(n, 2) >
m oldugundan {C(n, 2) , (n — 1, n)} ° e kadar
karalanamaz ama m. siituna kadar bu algoritmayla
karalanir, olusan c¢izelgeye yeni karalamalar
eklenebilir. Bunu yapmak i¢in de m. siituna gelince
boyanan son iki kutudan alttaki kutunun altindaki
biitiin kutular boyanir. Boylece heniiz olugmamis
yeni (a, b) ikilileri olusur. Asagida birkag¢ drnekle
agiklanmistir. Ek olarak boyananlar kirmiziyla
gOsterilmistir.

Cizelge 5. 6 x 9 luk ¢izelgede karalama 6rnegi.

X [ X [X X

X
X X 11X 11X

X
X X

X X
X X

Ayn1 algoritma uygulandiginda son
karalanan 2 kutucuktan altta olanin altinda
baska kutucuk olmadigindan ek karalama
yapilamaz. Dolayisiyla, 6x9 luk bir ¢izelge icin
karalanabilecek en fazla kutu sayis1t 9x2 = 18’den
az olamaz.

stitunda

Cizelge 6. 6 x 10 luk ¢izelgede karalama 6rnegi.

XX X X [X
X X[ XX |[X
X X X
X X X
X X X
X XX
Son siitundaki karali kutulardan altta olanin

altindaki 2 kutu da boyanir ve hi¢ dikddrtgen
olusmaz, c¢linkii bu kutucuklar karalanarak daha
6nce olmayan yeni (3, 6) , (3, 5), (4, 6), (4, 5),
(5, 6) ikilileri yaratilmistir. Dolayisiyla 6x10 luk
¢izelgede karalanabilecek maksimum kare sayisi
10x2 + 2 = 22 kareden az olamaz.

Cizelge 7. 6 x 7 lik ¢izelgede karalama 6rnegi.

X [X [ X X [X
X X 1X
X X 1?
X X
X X
X X

Son siitundaki karali kutulardan altta olaninin
altindaki 2 kutu da boyanarak daha dnce olmayan
yeni (2, 6) , (2, 5), (4, 6), (4,5), (5, 6) ikilileri
yaratilir.

Son siitunda bulunan iki karalanmis kutunun
arasindaki kutular, Cizelge 7’de ? ile gosterilmis,
karalanamaz ¢iinkii karalanirsa Onceden olan
(a,b) ikilileri olusturulmus olur. Ornegin, Cizelge
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7°de ? olan yer isaretlenirse (2, 3) ikilisi 2. defa
olusacak ve bir dikdortgen olusacaktir.

Dolayisiyla 6x7lik birgizelgede karalanabilecek
maksimum kare sayist 7x2 + 2 =16 dan az olamaz.

113

Genellestirilirse, son situndaki karal1
kutucuklardan altta olaninin altindaki kutucuk
sayis1”= x olmak iizere C(n, 2) > m > n oldugunda
karalanabilecek maksimum kutu sayis: igin alt
sinir

[C(n,2)].2 = [C(n,2) —m].2 +x=2m + x
olur.

3.3. Alt Sinir1 ifade Ederken Kullanilan
x Sayisinin Hesaplanmasi

Alt sinirt ifade etmek i¢in kullanilan x sayisinin
herhangi bir n x m’lik ¢izelge i¢in bulunmasinda
kodlamadan yararlanilir.

x sayisint farklt n, m ikilileri i¢in veren kod
parcas1 asagidaki gibidir.

Bu kod, C(n, 2) > m durumu ig¢in yazilmistir.
Diger durumlarda kullanilmamalidir (Sekil 1).

def find(n, m):
global b, a, y, ¢
while y < m -

while b < n -
b +=
y +=
ify=m-
return a, b
cC +=
b =c
y +=
a +=
return a, b

and y < m

def get_x(n, m):
d, e = find(n, m)
return n - 1 - e

print(get_x(6, ))

Sekil 1. x degerini veren kod pargasi.

4. SONUC VE TARTISMA

n x m lik bir ¢izelge (genelligi bozmadan n < m
alinir, n satir ve m silitun olacak sekilde) C(n, 2)
< m ise, dikdortgen olusturmadan karalanabilecek
maksimum kare sayisi1

C(n,2).2+[m-C(n2)].1 =m+ C(n,2) olur.

C(n, 2) > m ise

x bulgular bolimiinde anlatilan algoritmaya
gdre karalanan c¢izelgenin son siitununda - m.
stitununda - karali olan 2 noktadan altta olan
noktanin altindaki bos kutu sayisini godstermek
iizere, karalanabilecek maksimum kutu sayis1 i¢in
alt sinir

C(n, 2).2 -[C(n,2)-m]l.2 +x=2m+x

olarak bulunur. x degeri 3.2. boliimiinde verilen
kod sayesinde her n ve m degeri i¢in kolaylikla
bulunabilir.

Bu sonuglarin yaninda “Sadece birbiriyle
kesisen 2 yatay ve 2 dikey dogru pargasinin bir
dikdortgen olusturdugu n x m lik bir ¢izelgede x
sayida renk kullanmak sartiyla - x € Z* - koseleri
ayni renk olan bir dikdortgen olusturmadan en
fazla ka¢ kutu boyanabilir?” sorusunun problemin
bir baska versiyonu oldugu diisiinilmektedir
(Cizelge 8).

Cizelge 8. Farkli versiyondaki soruda gegerli
olan dikdortgenlerin ornekleri.

“Sadece 2 dikey ve 2 yatay dogru pargasinin
birbiriyle kesismesi sonucu ve n x m lik 1zgaradaki
her bir karenin koésegenleri ilizerinden gecen
dogrularinkesigsmeleri sonucuolusandikddrtgenler
sayilmak {lizere n x m lik bir ¢izelgede x sayida
renk kullanmak sartiyla - x € Z* - koseleri ayni
renk olan bir dikdortgen olusturmadan en fazla
ka¢ kutu boyanabilir?” sorusunun da problemin
bir baska versiyonu oldugu disinilmektedir.

(Cizelge 9).

Cizelge 9. Bir baska versiyonda gegerli olan
dikdortgenlerin drnekleri.

—
b

Dikdortgen Olusturmadan Maksimum Sayida
Kutu Karalama Sorusu, yapilan c¢aligmadan
anlasildig1 iizere belli bir algoritmayla en fazla
sayida kutunun boyanmasini olanakli kilan bir
problemdir. Bu sorunun ¢dziilmesi oyunlar teorisi,
boyama ilkesi ve gilivercin yuvasi ilkesine ek
soru ¢esidi olarak etki edecektir. Bunun yaninda
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stratejili glinlik oyunlara da bir yenisi eklenmis
olacaktir. Ornegin XOX, SOS belli berabere
kalma veya kazanma stratejileri olan oyunlardir.
Dikdortgen Olusturmadan Maksimum Sayida Kutu
Karalama Sorusu’nun da bir oyuna g¢evrilerek
eglenceli hale getirilebilecegi disiiniilmektedir.
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