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Bu çal ışmanın amacı  henüz çözülemediği  iddia  edi len Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum 
Sayıda Kutu Karalama Sorusu’nun çözümü için bir  a l t  s ınır  sunmaktır.  Makale  boyunca Dikdörtgen 
Oluşturmadan Maksimum Sayıda Kutu Karalama Sorusu adıyla  anı lan soru şu şeki ldedir :  n  ×  m 
l ik  bir  ç izelgede dikdörtgen oluşturulmadan en fazla  kaç kutu karalanabi l i r?  Öncel ikle  sorunun 
Sonlu Matematikte  çokça kul lanı lan güvercin yuvası  i lkesiyle  i lgi l i  o lduğu fark edi lmişt i r.  Daha 
sonra sorunun bir  a l t  vers iyonlar ı  incelenmişt i r.  Sorunun bir  a l t  vers iyonu her  sat ı rda en fazla  y 
sayıda kutu karalanırsa  ne olur,  z  tane renk kul lanı l ı rsa  ne olur  tarzında çözülebi l i r  sorulardır. 
Bu soruyla  bir  a l t  vers iyonu arasındaki  i l işki  gözet i lerek problemin çözümü için bir  a l t  s ınır 
oluşturulmuştur.  Soru iki  farkl ı  durumda incelenmişt i r.  Bir inci  duruma doğrudan ispat  tekniğiyle 
çözüm bulunmuştur.  İkinci  duruma doğrudan ispat  tekniği  ve kodlamadan yarar lanı larak bir  a l t  s ınır 
bulunmuştur.  Bulunan sonucun doğruluğu bolca örnekle  tes t  edi lmişt i r.  Sonuç olarak,  genel l iği 
bozmadan n  ≤  m  a l ındığında,  n  sa t ı r  ve m  sütunluk bir  ç izelgede C (n ,  2)  ≤ m  i se  dikdörtgen 
oluşturmadan karalanabi lecek maksimum kare sayıs ı  C (n ,  2)  + m  o larak bulunmuştur.  C (n ,  2)  > m 
i se  dikdörtgen oluşturmadan karalanabi lecek maksimum kare sayıs ı  iç in  bir  a l t  s ınır  bulunmuştur. 
Bu al t  s ınır  2m  +  x  ‘ t i r.  Bahsedi len x  değişkeni  bir  kod yazarak bulunmuştur  ve m, n  sayı lar ının 
değerine göre değiş i r. 

Anahtar Sözcükler :  Sonlu Matematik,  Boyama İ lkesi ,  Güvercin Yuvası  İ lkesi

The aim of  this  s tudy is  to  present  a  lower bound for  the solut ion to  the unsolved quest ion 
“Scratching Maximum Number of  Boxes Without  Forming a  Rectangle’’ .  The quest ion that  wil l 
be  referred to  as  the “Scratching Maximum Number of  Boxes Without  Forming a  Rectangle’’ 
throughout  the ar t ic le  is :  How many boxes can be scratched in  a  m  ×  n  table  without  forming a 
rectangle? Firs t ly,  i t  has  been not iced that  the problem is  re la ted to  the pigeonhole  pr inciple , 
which is  widely used in  Fini te  Mathematics .  Later,  subversions of  the quest ion were examined. 
Subversions of  the problem are  solvable  quest ions such as  what  happens i f  a t  most  y  boxes are 
scr ibbled on each l ine,  and what  happens i f  z  colours  are  used.  Consider ing the relat ionship 
between this  quest ion and the subversions,  a  lower bound was created to  solve the problem. The 
problem was considered in  2  cases .  The direct  proof  technique was used to  solve the f i rs t  case 
of  the problem. A lower bound was found for  the second case of  the problem with the help of  the 
direct  proof  technique and coding.  The accuracy of  the resul t  found has  been tes ted with lots  of 
samples .  As a  resul t  of  the s tudy,  i f  n  ≤  m  i s  taken without  breaking the general i ty,  i f  C (n ,  2)  ≤ m 
in  a  table  with n  rows and m  columns,  the maximum number of  squares  that  can be drawn without 
forming a  rectangle  is  C (n ,  2)  + m .  I f  C (n ,  2)  > m ,  a  lower bound has  been found for  the maximum 
number of  squares  that  can be drawn without  forming a  rectangle .  This  lower bound is  2m  +  x . 
The mentioned var iable  x  was found by wri t ing a  code that  changes according to  the values  of  m , 
n  numbers .

Key Words :  Fini te  Mathematics ,  Paint ing Principle ,  Dir ichlet  Pr inciple
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1. GİRİŞ
Matematik Dünyası  dergis inde “Karenin 

Dikdörtgensiz  Altkümeler i”  başl ıkl ı  makalede 
bel i r t i len soru şu şeki ldedir :  n × n  l ik  bir 
ç izelgede dikdörtgen oluşturulmadan en fazla  kaç 
kutu karalanabi l i r  (Matematik Dünyası  Dergis i 
2003-I)?  Bu sorunun bir  üst  vers iyonu olan, 
henüz çözülemediği  bi l inen ve makale  boyunca 
“Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum Sayıda 
Kutu Karalama Sorusu” olarak bahsedi len soru ise 
şu şeki ldedir :  n × m  l ik  bir  ç izelgede dikdörtgen 
oluşturulmadan en fazla  kaç kutu karalanabi l i r? 
“Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum Sayıda 
Kutu Karalama Sorusu” l i teratürde “Karalama 
Sorusu” olarak da geçmektedir.  Soruda bahsedi len 
dikdörtgen tanımı çizelgenin sütunlar ına ve 
sat ı r lar ına paralel  olan doğrular ın  kesiş im 
kümesinin oluşturduğu dikdörtgenlerdir.  Çizelge 
1’de soruda bahsedi len dikdörtgenlere  örnek 
ver i lmişt i r.  Karalanan kutucuklar  makale  boyunca 
üzer ine x işaret i  konularak bel i r t i lmişt i r.  Makalede 
Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum Sayıda Kutu 
Karalama Sorusu iki  farkl ı  durumda incelenmişt i r. 
İ lk  durumda doğrudan ispat  tekniğiyle  soru 
çözülmüştür.  İkinci  durumda ise  kodlama yöntemi 
ve doğrudan isğat  tekniği  yardımıyla  sorunun 
çözümüne bir  a l t  s ınır  bulunmuştur.  Yapı lan 
çal ışmada alan uzmanlar ının görüşler i  a l ınmışt ı r.

Çizelge 1.  Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum 
Sayıda Kutu Karalama Sorusu’nda bahsedi len 
dikdörtgenler in  örnekler i .

 

2. MATERYAL ve METOT
2.1.  Dikdörtgen Oluşturmadan 

Maksimum Sayıda Kutu Karalama Sorusu 
i le  Güvercin Yuvası  İ lkesinin ve Boyama 
İlkesinin İ l işki lendiri lmesi

Çizelge 2.  5  x  6  l ık  ç izelgede karalama örneği .

Çizelge 2’deki  karalamaya bakı l ı rsa  soruda 
bel i r t i len şar t ı  sağlamadığı  bar izdir.  Kırmızı  i le 
işaret lenmiş  karalamalar  bir  dikdörtgen oluşturur. 
Bir  sütundan seçi len noktalar ın  herhangi  ikis inin 
başka bir  sütunda da bulunması  durumunda bir 
dikdörtgen oluşur.  Bu durumda bir  sütundan kaç 
farkl ı  nokta  r ’ l is i  seçi l i r  ve seçi len r  noktadan 
herhangi  ikis inin bir  dahaki  sütunlarda aynı 
sat ı rda bulunmamalar ı  iç in  ne yapı lmal ıdır?  Bu 
iki  sorunun Güvercin Yuvası  İ lkesi  ve Boyama 
İ lkesiyle  i lgi l i  o lduğu anlaşı lmaktadır  (Alizade, 
2015) .  Kombinator ik  ise  bulunan al t  s ınır ın 
sayı lara  dökülebi lmesini  sağlayan bir  araç ni te l iği 
taş ı r.

2.2 Dikdörtgen Oluşturmadan Yapılan 
Bir Karalamanın Matematiksel  Sunumu

Çizelge 3.  4  x  7  l ik  ç izelgede karalama örneği .

{ 1 , ( 1 , 2 ) } , { 2 , ( 1 , 3 ) } , { 3 , ( 1 , 4 ) } , { 4 , ( 2 , 3 ) } , 
{5,(2,4)},{6,(3,4)},{7,(2)}

Çizelge 3’te  4×7 l ik  ç izelgede yapı lması 
gereken karalama model i  yapı lmışt ı r.  Bu modelde 
7.  sütunda 2.  kutu yer ine 1,  3  veya 4 numaral ı 
kutu karalandığında da çözüm oluşur.  {y ,  (a, 
b )}  notasyonu y .  sütundan a.  ve  b .  sa t ı rdaki  iki 
noktanın karalandığını  bel i r t i r.  Yukarıda yazan {y , 
(a,  b )}  iki l i ler i  de nası l  bir  a lgori tma iz lendiğini 
anlat ı r.  Bu soru güvercin yuvası  i lkesine göre 
çözülebi l i r.  Şu iki l i lere  bakı l ı r :  {1,  (a,  b )}  ve {c , 
(a 1,  b 1)}  .  (c  ≠  1)  Bu göster imde (a,  b )  1 .  sütundan 
rastgele  seçi lerek karalanan nokta  iki l is ini ;  {c , 
(a 1,  b 1)}  ise  diğer  sütunlarda (a,  b )  nin karş ıs ında 
olan nokta  iki l i ler ini  temsi l  e tmektedir.

3. BULGULAR
3.1.  C(n,  2)  ≤ m  Durumu İçin Dikdörtgen 

Oluşturmadan Maksimum Sayıda Kutu 
Karalama Sorusunun Çözümü

Önerme:

C(n,2)  ≤ m ise  dikdörtgen oluşturmadan 
en fazla

[C (n ,2)] .2  + [m  −  C (n ,2)] .1  = m  +  C (n ,2)

tane kutu karalanabi l i r.
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İspat  iç in  yol  gösterme:

n × m  l ik  bir  ç izelgede genel l iği  bozmadan n  < 
m  a l ınır.  Çizelge döndürülerek n  tane sat ı r  ve m 
tane sütun olacak şeki lde ayarlanır.  Her  sütunda 
2 tane nokta  karalanır.  Bir  sütundan seçi lebi lecek 
C (n ,  2)  farkl ı  nokta  iki l is i  olduğundan [  C (n ,  2)  + 
1] .  sütuna gel indiğinde hangi  2  nokta  karalanırsa 
karalansın daha önceden karalanmış bir  (a,  b ) 
iki l is i  oluşturacak ve dolayıs ıyla  dikdörtgen 
oluşturacakt ı r.  Bu yüzden [C (n ,  2)] .  sütundan 
sonra her  sütun iç in  sadece 1 nokta  karalanabi l i r. 
Örneğin,  4×7 l ik  bir  ç izelgede C (4 ,  2)  = 6 olduğu 
iç in  7 .  sütuna gel indiğinde herhangi  2  nokta 
karalanırsa  kesinl ikle  bir  dikdörtgen oluşur.  Bu 
yüzden 7.  sütundan sadece 1 nokta  karalanabi l i r, 
bu nokta  da rastgele  seçi l i r.

3.2.  C(n,  2)  > m Durumu İçin Dikdörtgen 
Oluşturmadan Maksimum Sayıda Kutu 
Karalama Sorusu İçin Bir Alt  Sınır 
Bulunması

C (n ,  2)  > m ise  bulunan sayı  karalanabi lecek 
maksimum kare sayıs ına bir  a l t  s ınır  oluşturur.

En başta ,  aynı  a lgori tmaya göre C(n,  2) .  2  − 
[C(n,  2)  − m].  2  = 2m tane nokta karalanabi l i r 
ama burada daha fazla  nokta karalanabi l i r  çünkü 
çizelge yeter i  kadar  büyük olmadığından tüm  (a , 
b)  iki l i ler i  karalanmamışt ı r.  Bir  örnekle  durum 
anlat ı l ı r.

Çizelge 4.  5  x  6  l ık  ç izelgede karalama örneği .

C (n ,  2)  > m > n olan bir  durum ele  a l ınır . 
Örneğin Çizelge 4’te ,n  = 5 ve m = 6 iç in  C(5,  2) 
= 10 > 6 > 5.

Yine aynı  a lgori tma uygulanır :  {1,  (1 ,2)} ,  {2, 
(1 ,3)} ,  {3,  (1 ,4)} ,  {4,  (1 ,5)} ,  {5,  (2 ,3)} ,  {6, 
(2 ,4)}.  Çizelgede yer  olmadığından dolayı  (2 , 
5) ,  (3 ,  4) ,  (3 ,  5) ,  (4 ,  5)  karalamalar ı  yapı lamadı . 
Fazladan kutu karalanabi l i r  çünkü henüz tüm (a,  b ) 
iki l i ler i  karalanamadı .  Şimdi  karalanmamış,  daha 
doğrusu çizelge küçük olduğundan karalanamayan 
iki l i ler i  devreye sokmak iç in  son sütunda normalde 
kul lanı lan algori tmaya göre karal ı  olan 2 kutudan 
al t taki  kutunun al t ındaki  bütün kutular  karalanırsa 
hiçbir  dikdörtgen oluşturmaz çünkü yeni  (a,  b) 
iki l i ler i  oluşturulmuş olur.  Yeni  karalananlar 
Çizelge 4’te  kırmızı  i le  göster i lmişt i r.

Bu durumda C(n,  2)  > m ise  {1,  (1 ,  2)},  {2, 

(1 ,  3)} ,  {3,  (1 ,  4)} ,  . . . ,  {n − 1,  (1 ,  n)} ,  {n,(2, 
3)},  {n+1,(2,  4)},  . . . ,{2n−2,(2,  n )} ,  . . . ,{C(n, 
2) ,  (n−1,  n )}  olacak şeki lde karalanır.  C (n ,  2)  > 
m olduğundan {C (n ,  2)  ,  (n  −  1 ,  n )}  ‘  e  kadar 
karalanamaz ama m .  sütuna kadar  bu algori tmayla 
karalanır,  o luşan çizelgeye yeni  karalamalar 
eklenebi l i r.  Bunu yapmak iç in  de m .  sütuna gel ince 
boyanan son iki  kutudan al t taki  kutunun al t ındaki 
bütün kutular  boyanır.  Böylece henüz oluşmamış 
yeni  (a,  b )  iki l i ler i  oluşur.  Aşağıda birkaç örnekle 
açıklanmışt ı r.  Ek olarak boyananlar  kırmızıyla 
göster i lmişt i r.

Çizelge 5.  6  x  9  luk çizelgede karalama örneği .

Aynı  a lgori tma uygulandığında son sütunda 
karalanan 2 kutucuktan al t ta  olanın al t ında 
başka kutucuk olmadığından ek karalama 
yapı lamaz.  Dolayıs ıyla ,  6×9 luk bir  ç izelge iç in 
karalanabi lecek en fazla  kutu sayıs ı  9×2 = 18’den 
az olamaz.

Çizelge 6.  6  x  10 luk çizelgede karalama örneği .

Son sütundaki  karal ı  kutulardan al t ta  olanın 
al t ındaki  2  kutu da boyanır  ve hiç  dikdörtgen 
oluşmaz,  çünkü bu kutucuklar  karalanarak daha 
önce olmayan yeni  (3 ,  6)  ,  (3 ,  5)  ,  (4 ,  6)  ,  (4 ,  5) , 
(5 ,  6)  iki l i ler i  yarat ı lmışt ı r.  Dolayıs ıyla  6×10 luk 
çizelgede karalanabi lecek maksimum kare sayıs ı 
10×2 + 2 = 22 kareden az olamaz.

Çizelge 7.  6  x  7  l ik  ç izelgede karalama örneği .

Son sütundaki  karal ı  kutulardan al t ta  olanının 
al t ındaki  2  kutu da boyanarak daha önce olmayan 
yeni  (2 ,  6)  ,  (2 ,  5)  ,  (4 ,  6)  ,  (4 ,  5)  ,  (5 ,  6)  iki l i ler i 
yarat ı l ı r.

Son sütunda bulunan iki  karalanmış kutunun 
arasındaki  kutular,  Çizelge 7’de ?  i le  göster i lmiş , 
karalanamaz çünkü karalanırsa  önceden olan 
(a ,b)  iki l i ler i  oluşturulmuş olur.  Örneğin,  Çizelge 
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7’de ?  olan yer  işaret lenirse  (2 ,  3)  iki l is i  2 .  defa 
oluşacak ve bir  dikdörtgen oluşacakt ı r.

Dolayıs ıyla  6×7 l ik  bir  ç izelgede karalanabi lecek 
maksimum kare sayıs ı  7×2 + 2 = 16 dan az olamaz.

Genel leş t i r i l i rse ,  “son sütundaki  karal ı 
kutucuklardan al t ta  olanının al t ındaki  kutucuk 
sayıs ı”= x  o lmak üzere  C (n ,  2)  > m  >  n  o lduğunda 
karalanabi lecek maksimum kutu sayıs ı  iç in  a l t 
s ınır

[C (n ,2)] .2  − [C (n ,2)  − m ] .2  + x  =  2m  +  x

olur.

3.3.  Alt Sınırı  İfade Ederken Kullanılan 
x  Sayısının Hesaplanması

Alt  s ınır ı  i fade etmek iç in  kul lanı lan x  sayıs ının 
herhangi  bir  n × m ’ l ik  ç izelge iç in  bulunmasında 
kodlamadan yarar lanı l ı r.

x  sayıs ını  farkl ı  n,  m  ik i l i ler i  iç in  veren kod 
parçası  aşağıdaki  gibidir.

Bu kod,  C (n ,  2)  > m  durumu için yazı lmışt ı r. 
Diğer  durumlarda kul lanı lmamalıdır  (Şeki l  1) .

Şeki l  1 .  x  değerini  veren kod parçası .

4. SONUÇ VE TARTIŞMA
n × m  l ik  bir  ç izelge (genel l iği  bozmadan n ≤ m 

a l ınır,  n  sa t ı r  ve m  sütun olacak şeki lde)  C (n ,  2) 
≤ m  i se ,  dikdörtgen oluşturmadan karalanabi lecek 
maksimum kare sayıs ı

C (n ,  2) .2  + [m  -  C (n,2) ] .1  = m + C (n,2)  olur .

C (n ,  2)  > m  i se

x  bulgular  bölümünde anlat ı lan algori tmaya 
göre karalanan çizelgenin son sütununda -  m . 
sütununda -  karal ı  olan 2 noktadan al t ta  olan 
noktanın al t ındaki  boş kutu sayıs ını  göstermek 
üzere ,  karalanabi lecek maksimum kutu sayıs ı  iç in 
a l t  s ınır

C (n ,  2) .2  -  [C (n ,  2)  -  m ] .2  + x  =  2m  +  x

olarak bulunur.  x  değeri  3 .2 .  bölümünde ver i len 
kod sayesinde her  n  ve  m  değeri  iç in  kolayl ıkla 
bulunabi l i r.

Bu sonuçlar ın  yanında “Sadece birbir iyle 
kesişen 2 yatay ve 2 dikey doğru parçasının bir 
dikdörtgen oluşturduğu n x  m l ik  bir  ç izelgede x 
sayıda renk kul lanmak şar t ıyla  -  x ϵ  Z+ -  köşeler i 
aynı  renk olan bir  dikdörtgen oluşturmadan en 
fazla  kaç kutu boyanabi l i r?”  sorusunun problemin 
bir  başka vers iyonu olduğu düşünülmektedir 
(Çizelge 8) .

Çizelge 8.  Farkl ı  vers iyondaki  soruda geçer l i 
olan dikdörtgenler in  örnekler i .

“Sadece 2 dikey ve 2 yatay doğru parçasının 
birbir iyle  kesişmesi  sonucu ve n  ×  m  l ik  ızgaradaki 
her  bir  karenin köşegenler i  üzer inden geçen 
doğrular ın kesişmeler i  sonucu oluşan dikdörtgenler 
sayı lmak üzere  n  ×  m  l ik  bir  ç izelgede x  sayıda 
renk kul lanmak şar t ıyla  -  x ϵ  Z+ -    köşeler i  aynı 
renk olan bir  dikdörtgen oluşturmadan en fazla 
kaç kutu boyanabi l i r?”  sorusunun da problemin 
bir  başka vers iyonu olduğu düşünülmektedir. 
(Çizelge 9) .

Çizelge 9.  Bir  başka vers iyonda geçer l i  olan 
dikdörtgenler in  örnekler i .

 
 

Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum Sayıda 
Kutu Karalama Sorusu,  yapı lan çal ışmadan 
anlaşı ldığı  üzere  bel l i  b i r  a lgori tmayla  en fazla 
sayıda kutunun boyanmasını  olanakl ı  kı lan bir 
problemdir.  Bu sorunun çözülmesi  oyunlar  teor is i , 
boyama i lkesi  ve güvercin yuvası  i lkesine ek 
soru çeşidi  olarak etki  edecekt i r.  Bunun yanında 



53DİKDÖRTGEN OLUŞTURMADAN MAKSİMUM SAYIDA KUTU KARALAMA SORUSU VE ÇÖZÜM İÇİN BİR ALT SINIR

st ra te j i l i  günlük oyunlara  da bir  yenis i  eklenmiş 
olacakt ı r.  Örneğin XOX, SOS bel l i  berabere 
kalma veya kazanma stratej i ler i  olan oyunlardır. 
Dikdörtgen Oluşturmadan Maksimum Sayıda Kutu 
Karalama Sorusu’nun da bir  oyuna çevri lerek 
eğlencel i  hale  get i r i lebi leceği  düşünülmektedir.

KAYNAKLAR
 

Al izade,  R.  (2015) .  Sonlu Matematik:  Alt ın  Nokta 
Yayınlar ı .  İzmir  –  Türkiye.

 
Anonim 1 (2003) .  “Karenin Dikdörtgensiz  Altkümeler i” . 
Matematik Dünyası  Dergis i .  4  (1) :62


