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Öne Çıkanlar 
• Çalışmada, sabit nokta teoremi ile ilgili yeni tanımlar verilmiştir. 

• Yeni tanımlarla birlikte daha önce yapılan bazı sonuçlar genelleştirilmiştir. 
• Fuzzy metrik uzaylarda yeni sonuçlar elde edilmişttir. 

 
Makale Bilgileri  Özet 

Bu çalışmada, 𝛾-büzülme ve γ-zayıf büzülmeyi kullanarak genelleştirilmiş çoğul değerli γ-tip-I-büzülme 

ve γ-tip-II-büzülme olarak adlandırılan iki yeni büzülme tanımlanmıştır. Fuzzy metrik uzaylarda 

genelleştirilmiş çoğul değerli 𝛾-büzülme dönüşümleri için bazı sabit nokta teoremleri elde edilmiştir. Elde 

edilen sonuçların geçerliliğini göstermek için bir örnek verilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

 

Deng [1], fuzzy metrik uzay konusunu bulduktan sonra, sabit nokta teorisi konusu araştırmacıların ilgi 

odağı haline gelmiştir [2-6]. Fuzzy metrik uzaylarda özellikle Banach [7] tarafından bulunan sabit nokta 

teorisinin temel büzülme prensibinden yola çıkılarak birçok yeni büzülmeler elde edilmiş ve bunlar 

genelleştirilmiştir [8-10]. Diğer taraftan, fuzzy sabit nokta teorisinin önemli konularından biri olan 

Hausdorff fuzzy metriği konusu Rodríguez-López ve Romaguera tarafından üretilmiştir [11]. George ve 

Veeramani nin tanımladığı fuzzy metrik uzayın boş olmayan kompakt alt kümeleri kümesi üzerinde inşa 

etmişlerdir ve Hausdorff fuzzy metriğinin bazı özelliklerini vermişlerdir [12]. Sonra, Hausdorff fuzzy 

metrik özellikleri kullanılarak fuzzy metrik uzayda çoğul değerli büzülmeler için bazı sonuçlar elde 

edilmiştir [13-18]. 

 

Bu çalışmada, daha önce bulunan γ-büzülme ve γ-zayıf büzülmeyi kullanılarak genelleştirilmiş çoğul 

değerli γ-tip-I-büzülme ve γ-tip-II-büzülme olarak adlandırılan iki yeni tip büzülme tanımlanmıştır. 

Daha sonra, genelleştirilmiş çoğul değerli γ-büzülme dönüşümler için bazı sabit nokta teoremleri 

ispatlanmıştır ve elde edilen sonuçların kullanılabilirliğini desteklemek için bir örnek verilmiştir. 

 

2. TEMEL BİLGİLER 

 

Tanım 2.1.  ∗: [0,1] × [0,1] → [0,1] ikili işlemi 

1. ∗ sürekli,  

2. Her a ∈ [0,1] için ∗ (a, 1) = a 

3. Her a, b, c, d ∈ [0,1]  için  a ≤ c,   b ≤ d  iken ∗ (a, b) ≤∗ (c, d) 

özelliklerini sağlıyorsa t-norm olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.2. [13]  Ω boştan farklı bir küme, ∗ sürekli bir t-norm ve M: Ω2 × (0, ∞)  bir fuzzy küme olsun. 

Her υ, ξ, μ ∈ X, s, t > 0 için 

  

1.  M(υ, ξ, t) > 0, 
 

2.  M(υ, ξ, t) = 1 ⇔  υ = ξ,  
 

3.  M(υ, ξ, t) = M(ξ, υ, t), 
 

4.  M(υ, μ, t + s) ≥ M(υ, ξ, t) ∗ M(ξ, μ, s), 
 

5.  M(υ, μ,⋅): (0, ∞) → (0,1] sürekli 

 

özellikleri sağlanıyorsa, (Ω, M,∗) üçlüsüne fuzzy metrik uzay denir.  

 

 

Tanım 2.3.  (Ω, M,∗) bir fuzzy metrik uzay ve {υn}, Ω da bir dizi olsun. 

  

1. {υn} dizisinin bir υ ∈ Ω noktasına yakınsak olması için gerek ve yeter şart her s > 0 

için  lim
n→∞

M(υn, υ, s) = 1 olmasıdır [4, 6]. 

 

2. Her p > 0 ve s > 0  için lim
n→∞

M(υn, υn+p, s) = 1 limiti var ise {υn} dizisine G-Cauchy dizisi denir. 

[2, 19, 20]. 
 

3. Ω daki her G-Cauchy dizisi yakınsak ise Ω tamdır [19, 20].  

  

Θ ⊂ Ω olmak üzere, υ ∈ Ω noktasına yakınsayan her {υn} ∈ 𝛩 dizisi için υ ∈ Θ ise Θ kapalıdır. Θ daki 

her dizinin yakınsak bir alt dizisi varsa Θ kompakttır. Bu çalışmada, Ω nun boştan farklı bütün kompakt 
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alt kümelerinin kümesi K(Ω) olarak tanımlansın. T: Ω → K(Ω) çoğul değerli bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda, bir υ ∈ Ω noktasının T nin sabit noktası olması için gerek ve yeter şart υ ∈ Tυ olmasıdır. 

 

Tanım 2.4. [11] M: Ω2 × (0, ∞) bir fuzzy metrik ve {(υn, ξn, sn)} dizisi bir (υ, ξ, s) ∈ Ω2 × (0, ∞) 

noktasına yakınsak olsun. Eğer 

 

lim
n→∞

M(υn, ξn, sn) = M(υ, ξ, s)  

 

limiti var ise M süreklidir denir. 

 

Önerme 2.1. [11] (Ω, M,∗) bir fuzzy metrik uzay ise M süreklidir.  

 

M(υ, Θ, s) = supa∈ΘM(υ, a, s) olarak verilsin. M fuzzy metriği tarafından üretilen bir Hausdorff fuzzy 

metrik  HM: K(Ω) × K(Ω) × (0, ∞) olmak üzere s > 0 ve Θ, Ξ ∈ K(Ω) için 

 

HM(Θ, Ξ, s) =  min{ inf
a∈Θ

M(a, Ξ, s), inf
b∈Ξ

M(Θ, b, s)} 

 

eşitliği ile tanımlanır ve (K(Ω), HM,∗) üçlüsüne ise Hausdorff fuzzy metrik uzay denir. 

 

Lemma 2.1. [11] (Ω, M,∗) bir fuzzy metrik uzay olsun. (Md,⋅) standart fuzzy metrik tarafından üretilen 

(HMd
,⋅)  Hausdorff fuzzy metriği ile K(Ω) üzerinde tanımlanan Hd Hausdorff metriğinden elde edilen 

(MHd
,⋅) standart fuzzy metriği çakışır. 

 

Tanım 2.5. [10] γ: [0,1) → ℝ dönüşümü 

 

(g-1) kesin artan,  

(g-2) her {υn}n∈ℕ dizisi için lim
n→∞

υn = 1 ⇔ lim
n→∞

γ(υn) = +∞, 

(g-3) sürekli 

  

özelliklerini sağlasın ve Γ, bütün γ-dönüşümlerinin kümesi olarak tanımlansın. γ ∈ Γ olmak üzere 

bir  T: Ω → Ω dönüşümü ve her υ, ξ ∈ Ω için 

 

HM(Tυ, Tξ, s) < 1 ⇒ γ(HM(Tυ, Tξ, s)) ≥ γ(M(υ, ξ, s)) + δ 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir δ ∈ (0,1) var ise T dönüşümüne bir γ-büzülme denir. 

 

Örnek 2.1. Aşağıda γ dönüşümüne bazı örnekler verilmiştir:  

Her ϖ ∈ [0,1) için, 

(i) 
1

1−ϖ
,    (ii) 

1

1−ϖ
+ ϖ,    (iii) 

1

1−ϖ2,      (iv) 
1

√1−ϖ
. 

 

Not: γ kesin artan olduğu için γ-büzülme şartını sağlayan olan her T dönüşümü büzülebilirdir, yani Tx ≠
Ty olmak üzere her x, y ∈ X için, M(Tx, Ty, t) > M(x, y, t) eşitsizliği sağlanır. Böylece, her γ-büzülme 

bir sürekli dönüşümdür. 

 

Tanım 2.6. [10]  γ ∈ Γ olmak üzere T: Ω → Ω dönüşümü verilsin. Her υ, ξ ∈ Ω için 

 

HM(Tυ, Tξ, s) < 1 ⇒ γ(HM(Tυ, Tξ, s)) ≥ γ(min{M(υ, ξ, s), M(υ, Tυ, s), M(ξ, Tξ, s)}) + δ 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir δ ∈ (0,1) var ise 𝑇 dönüşümüne bir γ-zayıf büzülme denir. 
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3. SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

 

Tanım 3.1. T: Ω → K(Ω) olsun ve γ  dönüşümü (g-1) ve (g-2) şartları ile birlikte verilsin. Eğer her 

υ, ξ ∈ Ω için 

 

HM(Tυ, Tξ, s) < 1 ⇒ γ(HM(Tυ, Tξ, s)) ≥ γ(min{M(υ, ξ, s), M(υ, Tυ, s), M(ξ, Tξ, s)}) + δ (2.1)                                    

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir δ ∈ (0,1) var ise T ye genelleştirilmiş çoğul değerli γ-tip-I-büzülme 

dönüşümü denir. 

 

Teorem 3.1.  (Ω, M,∗) bir G-tam fuzzy metrik uzay ve T genelleştirilmiş çoğul değerli γ-tip-I-büzülme  

dönüşümü olsun. T dönüşümü (g-3) şartını sağlar ya da T sürekli olursa, bu durumda T nin bir sabit 

noktası vardır. 

 

İspat. Ω nun bir υ0 noktası verilsin. Tυ0 ∈ K(Ω) olduğundan bir υ1 ∈ Tυ0 vardır. Eğer   υ1 ∈ Tυ1 ise 

υ1, T nin bir sabit noktasıdır. Bu durumda ispat tamamlanır.   υ1 ∉ Tυ1 olsun. υ1 kapalı olduğundan 

M(υ1, Tυ1, s) < 1 eşitsizliği sağlanır. Ayrıca M(υ1, Tυ1, s) ≥ HM(Tυ0, Tυ1, s) olduğundan  ve (g-1) 

şartından, 

γ(M(υ1, Tυ1, s)) ≥ γ(HM(Tυ0, Tυ1, s))             

elde edilir. (2.1) eşitsizliğinden 

 γ(M(υ1, Tυ1, s)) ≥ γ(HM(Tυ0, Tυ1, s)) 

                   ≥ γ(min{M(υ0, υ1, s), M(υ0, Tυ0, s)), M(υ1, Tυ1, s)}) + δ 

                   ≥ γ(min{M(υ0, υ1, s), M(υ1, Tυ1, s)}) + δ                                                       (2.2)                            

elde edilir. Kabul edelim ki, 

min{M(υ0, υ1, s), M(υ1, Tυ1, s)} = M(υ1, Tυ1, s) 

 

olsun. Bu durumda, (2.2) den, 

 

 γ(M(υ1, Tυ1, s)) ≥ γ(M(υ1, Tυ1, s)) + δ 

 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Bu nedenle, 

 

min{M(υ0, υ1, s), M(υ1, Tυ1, s)} = M(υ0, υ1, s) 

 

dır. (2.2) eşitsizliği kullanılırsa  

 

γ(M(υ1, Tυ1, s)) ≥ γ(HM(Tυ0, Tυ1, s)) ≥ γ(M(υ0, υ1, s)) + δ                                                        (2.3) 

 

elde edilir. Tυ1 kompakt olduğundan, bir υ2 ∈ Tυ1 vardır öyle ki M(υ1, υ2, s) = M(υ1, Tυ1, s) dır. (2.3) 

den, 

 

γ(M(υ1, υ2, s)) ≥ γ(M(υ0, υ1, s)) + δ 

 

elde edilir. Böyle devam edilirse bir Ω de bir {υn} dizisi elde edilir öyle ki υn+1 ∈ Tυn dir ve her n ∈ ℕ 

için 

 

 γ(M(υn, υn+1, s)) ≥ γ(M(υn−1, υn, s)) + δ 
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sağlanır. Bu şekilde devam edilirse, her n ∈ ℕ için 

 

γ(M(υn, υn+1, s)) ≥ γ(M(υn−1, υn, s)) + δ ≥. . . ≥ γ(M(υ0, υ1, s)) + nδ                             (2.4) 

 

elde edilir. (2.4) eşitsizliğinde n → ∞ için limit alınırsa 

 

lim
n→∞

γ(M(υn, υn+1, s)) = +∞ 

 

elde edilir ve (g-2) şartından  

 

lim
n→∞

M(υn, υn+1, s) = 1 

 

bulunur. Şimdi, {υn} dizisinin G-Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. (2.4) den,  

 

 γ(M(υn, υn+p, s)) ≥ γ(M(υn−1, υn+p−1, s)) + δ 

                               ≥ γ(M(υn−2, υn+p−2, s)) + 2δ 

                                   … 

                                 ≥ γ(M(υ0, υp, s)) + nδ                                                                                          (2.5) 

 

elde edilir. Sabit bir p için γ(M(υ0, υp, s)) de sabittir, dolayısyla (2.5) de n → ∞ için limit alınırsa, 

 

lim
n→∞

γ(M(υn, υn+p, s)) = +∞ 

 

elde edilir. (g-2) şartından, 

 

lim
n→∞

M(υn, υn+k, s) = 1 

 

bulunur. Böylece {υn}, G-Cauchy dizisidir. Ω tam olduğu için, bir υ ∈ Ω vardır öyle ki lim
n→∞

υn = υ dir. 

Kabul edelim ki γ, (g-3) şartını sağlasın ve bu durumda υ ∈ Tυ olduğunu gösterelim. Bir an için  υ ∉ Tυ 

olsun. O halde bir n0 ∈ ℕ ve{υn} in bir {υnk
} altdizisi vardır öyle ki her nk ≥ n0  için  M(υnk

, υ, s) < 1 

dir. (2.1) den, 

 

γ(M(xnk+1, Tz, s)) = γ(HM(Txnk
, Tz, s)) 

                                 ≥ γ(min{M(xnk
, z, s), M(xnk

, Txnk
, s), M(z, Tz, s)}) + δ 

                                 = γ(min{M(xnk
, z, s), M(xnk

, xnk+1, s), M(z, Tz, s)}) + δ                             (2.6) 

 

elde edilir. (2.6) da n → ∞ için limit alınırsa, 

 

 γ(M(z, Tz, s)) ≥ γ(M(z, Tz, s)) + δ 

 

elde edilir ki bu ise bir çelişkidir. Yani, υ ∈ Tυ dir. Kabul edelim ki  T sürekli olsun, bu durumda 

 

 lim
n→∞

Tυn = Tυ 

 

dir ve 

 

 M(υn, Tυ, s) ≥ HM(Tυn, Tυ, s) 

 

sağlanır. Yukarıdaki eşitsizlikte n → ∞ için limit alınırsa, M(υn, Tυ, s) = 1 elde edilir. Aynı zamanda, 

Tυ kompakt olduğundan υ ∈ Tυ dir. 
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Tanım 3.2. T: Ω → K(Ω) olsun ve γ  dönüşümü (g-1) ve (g-2) şartları ile birlikte verilsin. Eğer her υ, ξ ∈
Ω için 

 

HM(Tυ, Tξ, s) < 1 ⇒ γ(HM(Tυ, Tξ, s)) ≥ γ(M(υ, ξ, s)) + δ                                                       (2.7) 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir δ ∈ (0,1) var ise T ye genelleştirilmiş çoğul değerli γ-tip-II-büzülme 

dönşümü denir.  

 

Sonuç 3.1. (Ω, M,∗) bir G-tam fuzzy metrik uzay ve T genelleştirilmiş çoğul değerli γ-tip-II-büzülme 

dönüşümü olsun. Bu durumda T nin bir sabit noktası vardır.  

 

İspat. Ω nun bir υ0 noktası verilsin. Tυ0 ∈ K(Ω) olduğundan bir υ1 ∈ Tυ0 vardır. Eğer   υ1 ∈ Tυ1 ise 

υ1, T nin bir sabit noktasıdır. Bu durumda ispat tamamlanır.   υ1 ∉ Tυ1 olsun. Tυ1 kapalı olduğundan 

M(υ1, Tυ1, s) < 1 dir. Ayrıca M(υ1, Tυ1, s) ≥ HM(Tυ0, Tυ1, s) olduğundan ve (g-1) şartından, 

 

γ(M(υ1, Tυ1, s)) ≥ γ(HM(Tυ0, Tυ1, s)) 

          

elde edilir. (2.7) den, 

 

γ(M(υ1, Tυ1, s)) ≥ γ(HM(Tυ0, Tυ1, s)) ≥ γ(M(υ0, υ1, s)) + δ 

 

elde edilir. Tυ1 kompakt olduğundan, bir υ2 ∈ Tυ1 vardır öyle ki M(υ1, υ2, s) = M(υ1, Tυ1, s) dir. (2.7) 

den, 

 

γ(M(υ1, υ2, s)) ≥ γ(HM(Tυ0, Tυ1, s)) ≥ γ(M(υ0, υ1, s)) + δ 

 

elde edilir. Benzer şekilde devam edilirse, Ω de bir {υn} dizisi vardır öyle ki υn+1 ∈ Tυn dir ve her n ∈
ℕ için, 

 

γ(M(υn, υn+1, s)) ≥ γ(M(υn−1, υn, s)) + δ 

 

dır. Böyle devam edilirse her n ∈ ℕ için, 

 

γ(M(υn, υn+1, s)) ≥ γ(M(υn−1, υn, s)) + δ ≥. . . ≥ γ(M(υ0, υ1, s)) + nδ                                 (2.8) 

 

bulunur. (2.8) de n → ∞ için limit alınırsa, 

 

lim
n→∞

γ(M(υn, υn+1, s)) = +∞ 

 

elde edilir. (g-2) şartından,  

 

lim
n→∞

M(υn, υn+1, s) = 1 

 

elde edilir ve {υn} nin G-Cauchy dizisi olduğu Teorem 3.1’in ispatındaki gibi gösterilebilir. Ω tam 

olduğundan, {υn} bir υ ∈ Ω noktasına yakınsar, yani lim
n→∞

υn = υ dir. (2.6) dan, HM(Tυ, Tξ, s) < 1 olmak 

üzere her υ, ξ ∈ Ω için, 

 

HM(Tυ, Tξ, s) > M(υ, ξ, s) 

 

elde edilir ve her υ, ξ ∈ Ω için, 

 

HM(Tυ, Tξ, s) ≥ M(υ, ξ, s)                                                                                                         (2.9) 
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sağlanır. M(υn+1, Tυ, s) ≥ HM(Tυn, Tυ, s) olduğundan ve (2.9) eşitsizliğinden, 

 

 M(υn+1, Tυ, s) ≥ HM(Tυn, Tυ, s) ≥ M(υn, υ, s)                                                                              (2.10) 

 

elde edilir. (2.10) eşitsizliğinde n → ∞ için limit alınırsa, M(υ, Tυ, s) = 1 elde edilir. Sonuç olarak Tυ 

kompakt olduğundan υ ∈ Tυ  dir. 

 

Örnek 3.1. Ω = {θn =
n(n+1)

2
: n ∈ ℕ} olsun. t1 ∗ t2 = min{t1, t2} olmak üzere d(υ, ξ) = |υ − ξ| 

standart metriği ve her s > 0 için standart metrikten üretilen fuzzy metrik ise Md(υ, ξ, s) =
s

s+d(υ,ξ)
 

olarak tanımlansın. γ: [0,1) → ℝ dönüşümü her ϖ ∈ [0,1) için   γ =
1

1−ϖ2 ve T: Ω → Ω dönüşümü ise  

 

T(υ) = {
{θ1} , υ = θ1

{θ1, θn−1} , υ = θn
 

 

olsun. Öncelikle T nin çoğul değerli γ-tip-II-büzülme dönüşümü olduğunu gösterelim:  

(2.7) de, υ = Tυp ve ξ = Tυk olsun. Bu durumda HM(Tυp, Tυk, s) < 1 dir ve her p, k ∈ ℕ 

 

 HMd
(Tυp, Tυk, s) < 1 ⇔ Hd(Tυp, Tυk, s) > 0 ⇔ (p > k > 1) veya (p > 2 ve k = 1) 

 

sağlanır. Lemma 2.1’den, HMd
(Tυp, 𝑇υk, s) = MHd

(Tυp, Tυk, s) dır ve iki durum söz konusudur. 

 

Durum 1: Her p, k ∈ ℕ  için p > k > 1 olsun, bu durumda 

 

HMd
(Tυp, Tυk, s) = MHd

(Tυp, Tυk, s) =
s

s + Hd(Tυp, Tυk)
 

                                 =
s

s + |υp−1 − υk−1|
=

2s

2s + (p − k)(p + k − 1)
 

ve  

Md(υp, υk, s) =
s

s + d(υp, υk)
=

s

s + |υp − υk|
=

2s

2s + (p − k)(p + k + 1)
 

 

elde edilir. Buradan da 

 

HMd
(Tvp, Tvk, s) > Md(vp, vk, s) 

 

elde edilir. 

 

Durum 2: Her p, k ∈ ℕ  için p > 2 and k = 1 olsun, bu durumda 

HMd
(Tυp, Tυk, s) = MHd

(Tυp, Tυk, s) =
s

s + Hd(Tυp, Tυk)
 

                                 =
s

s + |υp−1 − υ1|
=

2s

2s + (p2 − p − 2)
 

ve 

Md(υp, υk, s) =
s

s + d(υp, υk)
=

s

s + |υp − υ1|
=

2s

2s + (p2 + p − 2)
 

 

elde edilir. Buradan da 

 

HMd
(Tυp, Tυk, s) > Md(υp, υk, s) 
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elde edilir. (g-1) şartından her υ, ξ ∈ Ω için bir δ ∈ (0,1) vardır öyle ki yukarıdaki iki durum için de  

 

HMd
(Tυ, Tξ, s) < 1 ⇒ γ(HMd

(Tυ, Tξ, s)) ≥ γ(Md(υ, ξ, s)) + δ 

 

sağlanır. Böylece, T bir çoğul değerli γ-tip-II-büzülme dönüşümüdür ve Sonuç 3.1’in bütün şartları 

sağlanır, dolayısıyla T nin bir sabit noktası vardır. 
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