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Bir Boyutlu Parabolik Kismi Diferenéiyel Denklemler
icin Kontrol Parametresinin Niimerik Yontemlerle
Belirlenmesi
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Ozet: Bu galismada bir boyutlu parabolik kismi diferansiyel denklemlerde ortaya
gikan ters problemlerde, bilinmeyen kontrol parametresi p(t), nimerik yéntemlerle
bulunmustur. Bu amagla birgok sonlu fark yaklagimlar gelistirilmigtir. Bu sonlu
fark yaklasim teknikleri kullanilarak elde edilen niimerik sonuglar problemin
analitik ¢éziimii kargilagtirilmistir. Problemin ¢dziim algoritmasinda son yillarda
sikga kullanilan Maple9 programi kullanilmigtir.
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A Numerical Approach for Finding a Control Parameter in One
Dimensional Parabolik Partial Differential Equation

Abstract: In this study,numerical procedure for the solution of inverse problem of
determining unknown control parameter p(t) in parabolic partial differential
equations are studied. Several finite difference schemes are presented for finding
the control parameter.The numerical results obtained by present method and
compared with the exact solution of the problem. lllustrative examples are
included, performed on the computer using a program written in maple9.
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Bir Boyutlu Parabolik Kismi Diferensiyel Denklemler igin Kontrol Parametresinin
Numerik Yéntemlerle Belirlenmesi

1.Giris

Son yillarda parabolik kismi diferansiyel denklemlerde ters problemler icin kontrol
fonksiyonunun belirlenmesi problemi {izerinde yodun calismalar yapilmaktadir. Ters
problemler birgok mihendislik ve fiziksel olaylarda kargimiza cikmaktadir. Bu tip problemler
deney sonuglari ile dogrudan ilgilidir. Bu tip kontrol fonksiyonu igeren problemler, kontrol
teorisi[1], bir boyutlu 1si iletim problemi[2], ve parabolik kismi diferansiyel denklemlerde
numerik ¢ozimleri yani bilinmeyen p(t) fonksiyonunu bulma gibi problemlerde karsimiza
cikar[3]. Ote yandan basit yéntemlerle analiz edilemeyen ve genis bir alan olugturan
problemler igin ters problemlerin ¢éziim yéntemleri 6nemli yer tutmaktadir.

2. Kontrol parametresi igin tiiretilen yaklagimlar

Bu g¢alismada,
u, =u  + p(u(x,t)+ f(x,t) (2.1)
ux,0=®(x), xe(0,) (2.2)
u(0,1)=g,(0), te(0,7) (2.3)
u (1,1)=g,(), te(0,T) (2.4)
problemi ve
s(1)
J' u(x,t) = E(f), 0<t<T :0<s(t)<T (2.5)
0

kosulunu saglayan bilinmeyen u=u(x,t) fonksiyonu ve p=p(t) kontrol parametresinin bulunma
problemi ile ilgilenilmektedir. Bu amagla sonlu farklar kullanilimaktadir. Burada f(x,1),

g,(?), g,(t) ve E(t) bilinen fonksiyonlardir [4—11].

U 1si dagiimini géstermek lzere (2.1-2.4) denklemleri kaynak kontroltine bagli kontrol
problemini olustururlar. Belirlenmeye galigilan kontrol parametresi olan p(t), uzayin bir
bélimiine birakilan enerjiyi géstermektedir.

3. Kanonik Gésterim

(2.1) denkleminde bulunan p(t)u(x,t) terimi uygun doniisiimlerle kaldirilarak,

(2.1-2.4) denklem sistemi sonlu fark ¢éziimu igin uygun hale getirilir. Bu sekilde elde edilen
sisteme PDE sistemi, bu sistem igin uygulanacak ¢oziim ybéntemine PDE ¢6ziim denilecektir.

r(t) = exp[— Ip(r)afj (3.1)
0
v(x,t)=u(x,t)r(t) (3.2)
olmak Uzere,
(u,p)—>(v,r)
déndsumileri kullanilarak,
u(x,t) = %ve p() = —% (3.3)

ifadeleri elde edilir. Boylece elde edilen yeni denklem sistemi (v,r) ikilisi olarak asagidaki
sekilde verilmistir[1].
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v, =v, +r().f(x,1) 0<x<1; 0<t< T
v(x,0)=@(x)
v, (0,0) =r(ng,(t)

v, (,5) =r(0)g, )
s(1)
r(t).E(f) = jvax

4. Niimerik Yontemler
1 T
H=[0,1] ve T=[0,T] araliklart M ve N pargaya bélinmek Uzere h:E ve T =—

alinsin. Sinir kosullarinin tiirevli olmasi nedeniyle sanal noktalar ikinci sinir kosullari
belirlensin. (3.4) denklemine agirlikl ortalama yaklasimi uygulanirsa,

n+l n+l n+l n n n
| R Vi =200 + v - (Vi =2V +v, )
;(v,‘—vj)=9[ = h’z Lt (rf ) 1J+(I—9)[ I hz—’ " (f)!

v =v' —2h(rg,)"

n
m+l

Vist = Vo T 20(rg5)"

ifadesi elde edilir[8,12]. Bu ifade grid noktalari igin diizenlenirse,
j=0igin;

2
(hT“ 29}’6’” = 200" = K001 )y +20m(rg,)"

2 .
- (ﬁ— +2(0 - 1))‘»3 +2(0 -y + B> (A=0)(rf )y +2(6 —Dh(rg,)"
T
i=1...M-1 igin;
n+ h2 n+ n+ 2 n+
- +(7+29]vj Lot - RO}
hZ
=(1-0w,., + (— +2(60 - 1)]v}’ (=W, + (- N,
T
=M igin;

2
—200 + (h— ¥ 29ng;‘ —R2O(rf)" - 20h(rg,)"™
T

=2(0-1v;,, + [ﬁ +2(60 - l)jvx, +h*(1-0)(rf)s, +2(-0)h(rg,)"
¥

GULsu

(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

olarak

olarak

J (41)
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s(1)
ifadeleri elde edilir.(3.8) denkleminde bulunan '[vdx integrali nimerik olarak hesaplanirsa
0

[5.8]

s(1) kh s(1)
Ivdx = Ivdx + I vdx

0 0 kh

W W K]
=l{—§+vl s +_2k]+ 2 (4.2)

kit

s(1)

ifadesi elde edilir. (4.2) denkleminde _[vdx integrali i¢in enterpolasyon teknikleri
kh

uygulanirsa,

s(1) 2 2
o J
IVdX =(5—2—')Vk +Ev,\,+l (43)
esitligi elde edilir. Burada k= [%} ve 0 = s(t) — kh olmak Uzere (4.3) ile verilen ifade (4.2)

denkleminde yerine konursa,

s(1)
Y 1 6 &7 52
J.de —]’1(—29--4-\)1 +oVe +(E+Z-W]vk +2—hTVk+|J (44)
0

ifadesi bulunur.
Burada kesme hatasi O( hz) dir. (4.4) ile verilen ifade (3.18) de yerine konarak elde edilen

r(t), (2.1)-(2.4) denklem sistemine uygulanirsa (M+1)x ( M+1) boyutlu lineer denklem sistemi
olusur ve matris formunda

h* o~ h =
(A+ i AJ V”+1=(B+FBJ V" (4.5)
seklinde yazilir.
Burada;
hZ
—+20 =20
T 2
-6 h—+26? -0
T
A=
2
-0 ﬁ—+2¢9 -6
¢ 2
-26 h—-+29
T
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2

P oiae-n  20-6)
T h2
1-0  +20-1) 1-6
T
B=
h2
1-0 Z+200-1  1-6
T hZ
21-6) —+26-1)
T
1. . 1.6 6°). &° .
= e R A —_F 0 0
2P D (2 h 2h2]° TR
2 2
le % ] 2_5_2 5 e O 0
2 2 h 2h 25
A=
la, a 1,2 & e o 0
oM M 2 e 2 )M oY
1~ = 1 6 8) 6~
—b, b gl Z_E B W 0
27° (2 h 2th° 2n
2\ 2
15 Lo 8 B :
2 2 h 20*)' 2h
B=
1y = 1 6 &) & -~
b, B, . . . |=t=——=lby —hb, O . . . O
PAR [2 h 2h2]M 2n* M
dy =—hefy" +26e™", a, =-hgfy" -26g;"
a,=-hg™ i=1,2,...,M-1
by =h(1-0)f; +2(6-D)g] by =h(1-0)fy, +2(1-6)g;
b, =h(1-6)f; i=1,2,...,M-1

seklindedir. (4.5) ifadesi Gauss, Sor ve Jacobi algoritmalarindan herhangi biri kullanilarak
¢6zulebilir. Nimerik ¢éztumler v}’“ J=0,1,...,M igin elde edilmesi halinde (3.1) ve (3.2)

ifadeleri kullanilarak "' ¢o6zulebilir. Boylece (u,p) ikilisi,
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_v(x,0)
u(x,t) = O (4.6)
__rae
p(t)= 0 (4.7)

seklinde elde edilir.

5.PDE ye Bagh Co6ziim

Sonlu farklar kullanilarak r(t) fonksiyonu biliniyor ise (3.4)-(3.8) sistemi asagidaki gibi
dizenlenerek ¢6ziim nimerik olarak hesaplanabilir.

f(x,t).r(t)=F(x.t) (5.1)
v.(0,0)=r(t)g, () =n,@) (5.2)
v, (L) =r(g, () =1,() (5:8)
v, =V, +F(x,1) (5.4)
L _yn)g AV Y e YR Y ) e 65)
T Vs vil= PE 1-0) e (x,1) .

h*F(x,t) = G(x, t) olmak tizere denklem genel formda asagidaki bigimi alir.

_ evl;i—]l +(h_~+ 29Jvn+1 _ 9vn+]
’ T

J J+l
(5.6)
n hz n n
=(1-0)y}, + (7 +2(0- I)ij +(A=-0);, +G(x,0)

v” - v’—’ n n n n

1 2 L= =V =y —2hn,
v” +* - v” = n n n n
A 12h M= =1 = vy = Vi + 2k,

Denklemler agik olarak yazilmak istenirse,

=0,

2 2
(h— 4 29ng+1 —26v™ +2h0n, = [h— +2(0 - 1)}3 +2(1- 6] +2(6—1hn, +G(x,t)
T T

i=1,2,.,M-1:

_ Hv;l-_i-ll +(h_+ 20]‘)1&1 _ anﬂ
T

Vi J+l

9

=(1-0", + [’% +2(0- 1)ij. +(1=OW", +G(x,1)
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26w+ (ﬁ— + 29}:;}‘ —2h6n,
T

9

—2(1-OW!,_ + (hé +2(1- 9)};, +42(1— O)hn, + G(x,1)
T

ifadeleri elde edilir. Genel halde sistem matris formunda

Ccr™ =D+G (5.7)
seklinde yazilabilir. Burada,
h—~+29 —-26
T , _
-0 h—+29 -6
T
C=
-0 h—~+2¢9 @
¢ 2
—~20 h—+29
T
h?.
—+2(6-1) 2(1-6)
T
hZ
1-6 —+2(6-1) 1-6
T
D=
hZ
1-6 —+2(0-1) 1-6
T 2
2(1-6) —+2(0-1)
T

g, = G(x;,t) olmak tzere,

[ g, +2(0-Dhn" —2h6n™" ]
g
G=
Em
| & +2(1— O)hn, + 2h6.775+1 i

bicimindedir.

95
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6. Sayisal bir Ornek:

% = ?Zf + pu+ (1-7*)exp(~t*)sin(mx) —1+2¢ 0<x<1; 0<t<1 (6.1)
2
u(x,0) =1-sin(mx) 0<x<1
u,(0,7) = —mwexp(-t*) 0<r<1
u (1,1) = mexp(—t?) 0<z<1 6.4)
(1) w
judx=1{1+0—9§1—121+sm(@J 0<r<1 (6.5)
3 2 Vs 2

denklemi baslangig ve sinir kosullari ile birlikte verilsin. Burada

qg=%a+0

dir. Denklemin analitik ¢ézitimii,
u(x,t) =1—exp(~t*)sin(zx)
p(t) ve r(t)'nin analitik ¢ézimd ise

p(t)=1-2t, #(£) = exp(t* —1)
dir.

(6.1-6.4) denklem sistemine (3.3) denkleminde verilen déntstimler uygulanirsa PDE olarak
adlandirilan

v, =V, + (1 - 7n?)exp(—r)sin(zx) — (1-20)exp(t> ~1) 0<x<10<t<1 (6.6)
v(x,0)=1-sin(mx) 0<x<1 (6.7)
v.(0,) =—mexp(-t) 0<t<1 (6.8)
v.(L)=mexp(-t) 0<t<1 (6.9)
s(1) 2
jva’x=l(1+t)—M[H-sin(zﬂexp(tz =) 0<r<l1 (6.10)
0 2 V4 2

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin farkli zamanlarda niimerik ¢bzumleri analitik
¢ozlmler ile karsilastirmali olarak asagida verilmistir.

Tablo1 8=1/2(CN) igin r(t)'nin PDE ve Inv. Yaklasimlarina ait sonuglar

t AnalitikC6ziim Inv.Cozim PDEGC6ziim PDEHata Inv.Hata

0 1.000000000 1.000130512 1.000144093 0.000130514 0.00144099
0.005 0.995037355 0.994887523 0.995188314 0.000149832 0.000150960
0.01 0.990148844 0.989709609 0.990308838 0.000439234 0.000159993
0.015 0.985333615 0.984595519 0.985503956 0.000738095 0.000170342
0.02 0.980590831 0.979544006 0.980772044 0.001046827 0.000181212
0.025 0.975919671 0.974553876 0.976111572 0.001365804 0.000191900
0.03 0.971319328 0.969623917 0.971521059 0.001695419 0.000201730
0.035 0.966789008 0.964752957 0.966999072 0.002036066 0.000210064
0.04 0.962327933 0.959939802 0.962544210 0.002388140 0.000216277
0.045 0.957935338 0.955183292 0.958155195 0.002752054 0.000219857
0.05 0.953610473 0.950482278 0.953830849 0.003128197 0.000220375
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Sekil 1 Inv ile PDE yaklasimina ait grafik

Tablo2 6=1 igin r(t)'nin PDE ve Inv. Yaklasimlarina ait sonuclar

t AnalitikCoézim Inv.C6zim PDEC6zUm Inv.Hata PDE.Hata

0 1.000000000 1.000144093 1.000130514 0.000130514 0.000130514
0.005 0.995037355 0.995268951 0.995107753 0.000130597 0.000070399
0.01 0.990148844 0.990469170 0.990145518 0.000130681 0.000003325
0.015 0.985333615 0.985743023 0.985242918 0.000130761 0.000090697
0.02 0.980590831 0.981088789 0.980399271 0.000130843 0.000191560
0.025 0.975919671 0.976504893 0.975614050 0.000130925 0.000305622
0.03 0.971319328 0.971989864 0.9708867173 0.000131005 0.000432615
0.035 0.966789008 0.967542313 0.966216649 0.000131085 0.000572359
0.04 0.962327933 0.963160996 0.961603226 0.000131160 0.000724707
0.045 0.957935338 0.958844794 0.957045683 0.000131242 0.000889656
0.05 0.953610473 0.954592755 0.952543193 0.000131319 0.001067280
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Sekil 2 Inv ile PDE yaklasimina ait grafik

Tablo3 6=0 igin r(t)'nin PDE ve Inv. Yaklagimlarina ait sonuglar

t AnalitikCozum Inv.C6ziim PDEC6zim Inv.Hata PDE.Hata

0.00000 1.000000000 1.000144094 1.000130514 0.000144094 0.000130514
0.00005 0.999950003 1.000094146 1.000080601 0.000144142 0.000130597
0.00010 0.999900015 1.000044207 1.000030696 0.000144192 0.000130681
0.00015 0.999850034 0.999994273 0.999980795 0.000144240 0.000130761
0.00020 0.999800060 0.999944350 0.999930903 0.000144290 0.000130843
0.00025 0.999750094 0.999894434 0.999881018 0.000144340 0.000130925
0.00030 0.999700135 0.999844525 0.999831140 0.000144390 0.000131005
0.00035 0.999650184 0.999794625 0.999781268 0.000144441 0.000131085
0.00040 0.999600240 0.999744731 0.999731400 0.000144491 0.000131160
0.00045 0.999550304 0.999694846 0.999681546 0.000144542 0.000131241
0.00050 0.999500375 0.999644969 0.999631693 0.000144594 0.000131319
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Sekil 3 Invile PDE yaklasimina ait grafik

7. Sonug ve Tartisma

Bu c¢alismada bir boyutlu ters problemlere farkli nimerik yéntemler, sonlu fark metodlari
kullanilarak uygulanmistir. Ayrica sonuglar tam c¢ézimlerle karsilastirilarak, tablo ve
grafikler araciligi ile verilmigtir.

Onerilen niimerik yéntem model problemi yeteri dogrulukta ¢zmektedir. Agik yéntem olarak
(1,3) FTCS(Forward Time Centered Space) ve 5- nokta ~TCS, kapal yéntem olarak (3,1)
BTCS(Backward Time Centered Space Method), (3,3) Crandall, (3,3) Crank-Nicolson ve
( 5,5) Crank-Nicolson yontemleri uygulanmistir. Agirlikli ortalama yaklagimi kullanilarak ters
problemlerin ¢dzimiinde karsimiza ¢itkan kontol parametresi, yaklasik turevlerin
hesaplanmasinda kullanilan enterpolasyon tekniklerinden yararlanilarak belirlenmistir. Agik
sonlu fark yontemleri kullanim agisindan oldukga uygun ve ekonomiktir. Acik ve Kapali
yontemlerle elde edilen sonuglar problemin analitik ¢diminden elde edilen degerler ile
karsilastirimistir. Agik yéntemin kapall ydnteme oranla daha az CPU zaman gerektirdigi
g6zlenmistir.

Burada kullanilan yontemler hata agisi bakimindan ele alindiginda uygulanabilir olduklar
g6zlenmis ve bundan sonraki galismalara i1s1k tutacagi varsayiimaktadir.
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