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Ozet: Bu galigmada anizotropik bir tuzakta harmonik olarak tuzaklanmis alkali atom
gazlarinda gézlenen Bose-Einstein yogusmasina ugramis bir sistemin 6zellikleri
incelenmigtir. Bu amagla Gross-Pitaevskii yaklagimi ve Varyasyonel Monte Carlo
yoéntemi kullanilmigtir. Seyrek gaz limitinde her iki yéntem arasinda ¢ok iyi uyum
g6zlenirken seyrek gaz limitinden uzaklasildikga farkliliklar gézlenmistir. Sistemin
Ozelliklerinin Gross-Pitaevskii yaklasiminin 6ngérdiigi gibi pargacik sayisi ile sagiima
uzunlugunun g¢arpimina degil de, bu parametrelere ayri ayri badimh oldugu
goralmustar.
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Bose-Einstein Condensation In Harmonically Trapped Bosons

Ozet: In this study, we have analyzed the properties of a Bose-Einstein condensate
which is observed in the harmonically trapped gases of alkali atoms in an anisotropic
trap. For this purposes we used Gross-Pitaevskii equations and Variational Monte
Carlo method. A perfect agreement was observed in the dilute gas limit between the
results of the two methods, however the difference between the results of the two
methods increased as we go away from the dilute gas limit. Also, we observed that
the properties of the system depend separately on the number of particles and on the
scattering length which contradicts with the predictions of Gross-Pitaevskii equation.
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Harmonik Olarak Tuzaklanmis Bozonlarda Bose-Einstein Yogusmasi

Girig

Bose-Einstein yogusmasi (BEC), ¢ok sayida bozonun bulundugu sistemlerde ok dusuk
sicakliklarda olusan bir faz degisikligidir. Yogusma ayni taban durumunda makroskopik sayidaki
parcacigin toplanmasi seklinde olusur. Bose-Einstein yodusmasi, 1925 yilinda Einstein
tarafindan 6ngériildigiinden beri temel bir ilgi konusu olmustur. Bose-Einstein yogusmasi bu
éngoriden ancak 70 yil sonra alkali atomlarin zayif etkilesimli seyreltilmis buharlariyla yapilan
bir seri deney sonucunda gozlenmistir [1,2].

Bose-Einstein yogusmasinin deneysel olarak elde edilmesi, bu konudaki deneysel ve teorik
calismalari olaganistii sekilde artirmistir. Cok sayida pargaciktan ibaret olan Bose-Einstein
yogusmasinin &zelliklerinin teorik olarak incelenmesinde Monte Carlo yéntemleri oldukga
kullanishdir.

Bu calismada harmonik olarak tuzaklanmig bozonlarda gézlenen Bose-Einstein yogusmasinin
bazi ézellikleri Varyasyonel Monte Carlo (VMC) yéntemiyle incelenmistir. Ayrica ortalama alan
yaklagimi sonucunda elde edilen Gross-Pitaevskii (GP) denkleminin de ¢ézimleri elde edilerek
sonuglar birbirileriyle karsilastiriimistir.

Materyal ve Metod

Tuzaklanmig Bose sistemlerinin en énemli ézelliklerinden birisi de bunlarin homojen olmayan ve
sonlu boyutlu sistemler olmasidir. Bu sistemlerin homojen olmamasi iki cisim etkilegsmelerinde
6nemli rol oynar.

Simdi m kitleli N tane bozonun (r)dis potansiyeliyle sinirlandidini ve iki pargacik arasi

&\I

etkilesim potansiyelinin de V. (r,,r,) oldugunu distinelim. Bu sistem igin Hamiltoniyen

i>j

H= Z(_—V +lyc\l ] Z m((ri’r_/‘) (1)

seklinde olup burada ¥, (r) uygulanan dis potansiyeldir. Yapilan deneylerde kullanilan bu dig

potansiyel yaklasik olarak
.. (
L\,(l)—zmwx +w,y° +a)z) (2)

seklindedir. Burada @, @, ve . osilatdr frekanslari olup bunlar @,, harmonik osilatér
frekansina esitse tuzak izotropikti: @, = 0, =0, =, Anizotropik durum igin Z'yi eksenel
koordinat, r, = (A +y )”‘ 'yi radyal koordinat olarak tanimlarsak bunlara uygun frekanslar da
. ve 0, =0, =0, =w,, olur. Eksenel ve radyal frekanslarin orani A =w./®, tuzagn

asimetrisini belirler. A <1 iken tuzak puro seklinde, A >lise tuzak disk seklindedir,
A =1durumu ise izotropik durumu belirtir. Denk.(2)'de belirtilen eliptik tuzakta 7' = 0 K'de tek

bir bozonun ortalama kare titresim genligi <x2>=(h/2ma),w) seklindedir, &yle ki

1
Ca, = (Fz/ma),m )5 tuzagin karakteristik boyunu tanimlar [3].

Bu c¢alismadaki amacimiz zayif etkilesimli Bose sistemlerinde BEC'nin genel 6zelliklerini
tartismaktir. Bu amagla bozonlar arasi etkilesmeyi géstermek icin bir sert kiire potansiyeli yani
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0 r>a
seklinde bir potansiyel kullanilabilir. [4]. Burada a bozonlarin etkin sert kiire yarigapidir. Eger
bozonlar arasi mesafe sert kiire yarigapi olana'dan daha buyiik bir r mesafesi ise V;, (r)

sifirdir, eger » < a gibi bir mesafede bozonlar bir araya gelmeye ¢alisirlarsa potansiyelin degeri
sonsuzdur.

w r<a
Vi (1) ={ @)

Bose-Einstein yogusmas! yodunlugun n = 16* -1p™ paz‘/cnfoldug”;u, 100 nK civarindaki
sicakliklarda alkali gazlarda olusmaya baslar [5]. Boylesi oldukga dustk sicakliklarda klasik
etkilesmeler atomlari lokalize eder ve kuantum 6rtiismelerini &nler, bu értismelere ikili ve daha
fazla ¢oklu ¢arpigmalar neden olur.

Seyrek gazlarda Bose-Einstein yogusmasinin ortalama alan teorisi, ikili carpismalarin ylksek
mertebeli carpismalardan daha sik oldugu durumlar igin gelistiriimistir. Bu oldukga iyi bilinen
seyrek gaz yaklasimidir. Seyreklik sarti atomlar arasi mesafenin, atomlararasi kuvvetlerin
menzilinden daha bulyik oldugu durumda gergeklesir. Seyreklik atomik dalga boyunun, sert
merkez capiyla karsilastiriidiginda blyik olmasi durumunda olur. Bu sartlar altinda

" atomlararasi kuvvetler V' (r,r") = g6(r —r") seklindeki etkilesmelerle modellenebilir. Burada

4dnh’a ' 4)

m
ciftlenim sabiti olup, a’nin pozitif degeri atomlar arasi itismeyi belirlerken, negatif degeri
atomlarin birbirini gektigi durumu gdsterir.

Bu sartlarda sifir sicakliktaki gaz, tamamiyla yogusma dalga fonksiyonuyla karakterize edilir.
Yogusma dalga fonksiyonu Gross-Pitaevskii (GP) denklemi olarak bilinen nonlineer bir
Schrédinger denklemi ile belirlenir. [6,7].

Gross-Pitaevskii teorisinde

o =
S

2y72

0 hvV
h—®(r,t) =| —
i Py (r,2) [

+V,, (0) + g@(r, t)lz ](D(r, 1) (5)

denklemi zayif etkilesimli bozonlardaki vorteks durumlarini agiklamak icin gelistiriimistir. Bu
denklem enerji fonksiyonelinin varyasyonel minimizasyonu ile de tiretilebilir:

inLo= L

3 6
ot od ©)

Burada E enerji fonksiyoneli

n’ 2 2
Elo)= Jar| 2 vof*+7,, ojo S| "

seklindedir. (7) denklemindeki integralde bulunan ilk terim yogusmanin kinetik enerjisi, ikincisi
harmonik osilatérden kaynaklanan enerji sonuncusu ise ortalama alan etkilesim enerjisidir. Bu
esitlikte @, Bose-Einstein Yogusma dalga fonksiyonunu, m her bir pargacigin kitlesini,
gosterir. Bu denklem tuzagin simetrisine gére yani izotropik ve anizotropik tuzaklar géz éniine
alinarak gozllebilir. Bu g¢éziimlerden yodusmanin dalga fonksiyonu elde edilebilir. Ancak
g¢ozimleri VMC ile karsilastirirken yalniz anizotropik durumu géz 6ntine aldik. Bunun iki ana
nedeni vardir: Birincisi, deneysel uygulamalarda kullanilan tuzaklarin anizotropik olmasi, ikincisi
ise anizotropik durumun zaten izotropik durumu da kapsamasidir.
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Taban durum igin etkili bir nimerik hesaplama Dalfovo ve Stringari tarafindan yapilmigtir [8]. Bu
yazarlar en dik inis yéntemiyle (7) denklemindeki enerji fonksiyonelinin dogrudan
minimizasyonunu igeren bir ¢6ziim Uretmiglerdir.

VMC Yontemi

VMC varyasyonel bir ilkeye dayanan bir kuantum Monte Carlo yéntemidir. Bu ydntemin
baslangig noktasi bir Hamiltoniyen ve varyasyonel deneme dalga fonksiyonunun uygun bir
segimidir. Burada ele alinan problem igin ok cisim Hamiltoniyenini uzuniuklari tuzagin

karakteristik uzunlugunun birimlerinde (a,, ) ve enerji harmonik osilatérin enerjisi birimlerinde
(hw,,) ifade edersek
X1

H:ZE(—V,?H}+y,2+/122})+214.,,(lr,~—r,-|) ®

i i<j

seklinde yazilabilir buradaki etkilesim potansiyeli (3) denklemindeki kati kiire potansiyelidir.
Bu galismada deneme dalga fonksiyonu olarak iki cisim etkilerini de igeren

v, =] Let)] /¢ €)

i<j

formunda bir dalga fonksiyonu kullandik [9]. Buradaki g(7;) fonksiyonu taban durumunda tuzak
potansiyelinden ve diger pargaciklar tarafindan olusturulan ortalama alandan gelen etkileri
iceren tek parcgacik terimidir. f(l’i,) ise parcaciklar arasi etkilesimin katkisini igeren bir Jastrow

" terimidir. Bu ¢alismada DuBois ve Glyde [4] tarafindan 6nerildigi gibi kati kire sagiima
probleminin s-dalga ¢6ziimi olan

(l*a/ri/‘) r, >a

f(r,-,-)={0 ‘ rj & (10)

fonksiyonu Jastrow garpani olarak kullaniimistir. Tek pargacik terimi g(r;) igin ise

g(r) =expl-alx} +y7 + g})) (11)

formu kullanilmistir. Buradaki & ve [ varyasyonel parametrelerdir sistemin toplam enerjisinin
beklenen degeri

(E)=(v. Ra, plH (R, )
= [vi(Ra. HHy (R, )dR (12)
1

= (v, (R, B)} ——— Hy (R, B)dR
flv. (R, B)| S Ta gy B h)

seklinde verilir. Burada R vekttrl, N pargacikli bir sistemde butin pargaciklarin konumlarini
gosteren 3N boyutlu bir vektordir ve «,f dalga fonksiyonunda yer alan serbest

. Lo .
parametrelerdir. — Hy/ ifadesi “lokal enerji” olarak adlandirilir ve pargaciklarin yerlesiminin R

v
vektorl ile verildi§i duruma karsilik gelen enerjidir. Monte Carlo integrasyon yénteminde
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v, (R;e, )|
[l (R, B aR

hesaplanabilir. Sistemin taban durumunu en iyi tanimlayan ¢ézimi elde etmek icin enerjinin
beklenen degerini minimum yapan parametrelerin belilenmesi gerekir. Bu ¢alismada kullanilan
dalga fonksiyonu sadece iki serbest parametre (@ ve f) icermektedir. Dolayisiyla enerjinin

agirhk fonksiyonu olarak kullanilarak (12) denklemiyle verilen integral

beklenen degeri sadece bu iki parametreye bagli olacaktir, yani <E> = E(a, ) yazabiliriz.

Enerjinin minimum noktasi

9F 0% _ (13)
da 3B

denklemlerini saglar. Bu iki denklem « ve 8 bilinmeyenleri igin g¢ézilerek aranan dalga

fonksiyonu elde edilir. Bu galismada bu denklemlerin ¢6ztima igin iyi bilinen Newton-Raphson
y6énteminin iki bilinmeyenli fonksiyonlar i¢in gelistiriimis bir hali kullantimistir.

Sonuglar

Bu béliimde anizotropik bir tuzakta tutulan seyrek bir kati kiire bozon sistemi igin elde ettigimiz
sonuglari verecegdiz. Bu sonuglara gegmeden 6nce kati kire etkilesim potansiyeli yaklasiminin
son derece basit bir yaklasim oldugunu ancak seyrek bir gazin genel davranig Gzelliklerini
incelemek igin yeterli bir model oldugunu vurgulamak faydali olacaktir. Bu sebeple hem GP
denkleminin ¢éziimlerinde hem de VMC analizinde pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin bir
kati kire potansiyeli oldugu varsayimistir.

Bozon bulutunun uzaysal dagiiminin anlagilmasi agisindan pargaciklarin ortalama eksenel ve
radyal konumlari dnemlidir. Ayrica bu ortalama konumlarin sistemin diger parametreleriyle nasil
degistiginin gorilmesi de 6nemlidir. Bu sebeple Sekil 1.'de kati kiire yarigapinin farkli degerleri
icin elde edilen radyal ve eksenel yer degistirmelerin kok ortalama degerleri tuzakta bulunan
- pargacik sayisina kargilik gizilmistir. Grafikteki noktalar VMC sonuglarini, kesikli gizgiler ise GP
denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen sonuglari géstermektedir. Grafiklerden de gérilecedi gibi
sagiima uzunlugunun kigtk degerlerinde ve tuzaktaki pargacik sayisinin az olmasi halinde her
iki yontemden elde edilen sonuglar birbirleriyle son derece uyumludur.

Duslk pargacik sayisi ve kigik saglima uzunlugu seyrek gaz limitine karsilik gelir ve GP
denklemleri bu bélgede gecerlidir. VMC yénteminden bulunan sonuglarin seyrek gaz limitinde
GP denklemiyle uyumlu sonuglar vermesi kullanilan VMC yaklagiminin giivenli bir yaklasim
oldugunu gésterir.

Seyrek gaz limitinden uzaklasildikga her iki yéntem arasinda bir farkin ortaya ¢iktigi Sekil 1.'den
gordlmektedir. Yiksek yogunluklarda GP denklemleri bozon bulutunun yarigapini daha kiigiik
bulmaktadir. Bozonlarin tuzak potansiyeliyle olan etkilesimlerinden kaynaklanan potansiyel

enerjileri dogrudan <r2>ve <zz> ile oranti oldugundan GP yaklagimi sistemin toplam

enerjisine olan potansiyel enerji katkisini daha kiigiik bulur. Ancak, bulut daha toplu bulundugu
icin GP yaklasiminda pargaciklar arasi etkilesimden gelen potansiyel enerji katkisi daha blylk
bulunur.

GP denklemi bulut yarigapini hafifge kiigiik bulmakla birlikte, Sekil 1."den de gériildiigi gibi

~ bulutun  genigleme davranigini, oldukga yiiksek pargacik sayilarinda bile oldukga iyi
aciklamaktadir.
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Sekil 1. Kati kiire yarigapinin farkli degerleri igin elde edilen radyal ve eksenel yer degistirmelerin kok
ortalama degerleri tuzakta bulunan parcacik sayisina karsilik gizilmistir. (a,, =Rubidyum atomunun s

dalga sagiima uzunlugudur ve ilk deneysel verilere uygun olarak a,, = 0.000433a,, alinmistir.)
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Sekil 2. Pargacik bagina enerjinin tuzaktaki to
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icin verilmistir.

plam pargacik sayisiyla degisimi farkli sagilma uzunluklari

Pargacik basina enerjinin tuzaktaki toplam pargacik sayisiyla degisimi Sekil 2.'de farkli sacgiima
uzunluklar igin verilmistir. Bu sekilden de gérulecegi gibi gene seyrek gaz limitine karsilik gelen
dusik pargacik sayilarinda ve kigtk sagllma uzunluklarinda iyi bir uyum g6zlenmektedir.
Seyrek gaz limitinden uzaklasildikca her iki yéntem arasindaki fark artmakta ve GP denklemi
parcacik bagina enerjiyi hafifce daha kiglik bulmaktadir. Pargacik bagina disen kinetik
enerjilerde her iki yéntem arasinda bdyik bir fark olmasi beklenmez. Dolayisiyla her iki
yontemden bulunan enerjiler arasindaki fark potansiyel enerjiden kaynaklanmaktadir. Yukarida
Sekil 1 hakkinda yapilan tartisma hatirlanirsa GP yaklagimi tuzak potansiyelinin katkisini daha
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dustik bulurken pargaciklar arasi etkilesim potansiyelini daha ylksek bulur. Bu sonug toplam
enerjinin GP denklemiyle daha disiik bulundugu sonucuyla da birlestirilirse, tuzak potansiyelinin
parcaciklar arasi etkilesim potansiyelinden daha buiylik oldugu sonucuna variriz.

GP denklemi incelendiginde pargaciklar arasi etkilesmelerin katkisinin pargacik sayisiyla
saglima uzunlugunun carpimiyla (Na) orantili oldugu gérilir, dolayisiyla GP denkleminin

sonuglar sadece Na carpimina baghdir. Sekil 3.'te Nala,,'ya karsilik AE = Ep e~ Egp

cizilmistir. Farkli sagilma uzunluklarina karsilik gelen degerler farkli sekillerle gosterilmistir. Sekil
3.ten de acikga gériilebilecegi gibi pargacik bagina disen toplam enerji sadece Na carpimina
degil N ve a'ya ayri ayri bagimlidir. Bu ayriigin saglanamamasi GP yaklagiminin énemli bir
eksikligidir.

0.8
e ala, =1 -
o ala, =2
v ala, =5
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Sekil 3. VMC yoénteminden ve GP denkleminden bulunan enerjilerin farklari (AE=E,,“,C _EGP)

Nala,, yaKkarsilik gizilmistir.

Son olarak Sekil 4.'te bulutun radyal ve eksenel boyutlarinin birbirine orani olan sekil oraninin
(aspect ratio) Na/a,,'la degisimi verilmistir. Surekli ¢izgi GP denkleminin sonuglarini

gostermektedir. Farkli sagiima uzunluklarina karsilik gelen VMC sonuglar ise farkli sekillere
_ sahip noktalarla gdsterilmistir. Sekilden de gériildigi gibi anizotropik bir tuzaktaki bozonlar icin
diisiik yogunluklarda VMC ve GP yéntemlerinden elde edilen sonuglar birbirileriyle uyumlu iken,
yiiksek yogunluklarda VMC yénteminden elde edilen sekil oranlari daha hizli biyamektedir.
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Sekil 4. Bulutun radyal ve eksenel boyutlarinin birbirine oraninin Na/ a,,,'la degigimi verilmistir.

Tartisma

Bu galismada harmonik olarak tuzaklanmis alkali atomlarin gazlarinda gézlenen Bose-Einstein
yogusmasinin taban durum 6zelliklerinin tuzakta bulunan pargacik sayisina ve parcaciklar arasi
etkilesimin siddetine gore degisimi hem GP denklemleri hem de VMC yontemi kullanilarak
incelenmis ve her iki yontemden elde edilen sonuglar karsilagtinimistir.

Pargacik sayisinin kiigiik ve parcaciklar arasi etkilesimin zayif oldugu seyrek gaz limitinde her
. iki yontem arasinda mikemmel bir uyum gdzlenmisti. Ancak seyrek gaz limitinden
uzaklasildikga her iki yéntem arasinda farkliliklar gézlenmeye baglanmistir.

GP yaklasiminda etkilesen tuzaklanmig bozonlar igin sistemin 6zellikleri sadece pargacik sayisi
ile saciima uzunlugunun garpimina bagl bulunurken, VMC yonteminden bulunan sonuglarin
bunu dogrulamadig: sistemin 6zelliklerinin pargacik sayisi ve etkilesim siddetine ayri ayri bagl
oldugu gézlemistir. Bu sebeple GP denklemine bu dogrultuda bir diizeltme teriminin eklenmesi
faydali olacaktir.
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