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Singal Anlaminda Hemen Hemen Siirekli Fonksiyonlar*
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Ozet: Bu derlemede; 6ncelikle Singal anlaminda hemen hemen sirekli fonksiyonlarin
onemli &zellikleri verilmistir. Daha sonra ise Singal anlaminda hemen surekli

fonksiyonlarin zayif siirekli, & -sirekli ve Husain anlaminda hemen hemen siirekli
fonksiyonlarla iliskisi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Singal anlaminda hemen hemen siireklilik, zayif sireklilik, & -
sureklilik, Husain anlaminda hemen hemen sureklilik.

Almost Continuous Functions in the Sense of Singal

Abstract: In this review; firstly various properties of almost continuous functions in
the sense of Singal were given. Then the relations of such funstions with weakly

continuous functions,a -continuous functions and almost continuous functions in the
sense of Husain were given..

Key Words: Almost continuity in the sense of Singal, weakly continuity, o .
continuity, almost continuity in the sense of Husain.

Giris
Bu bdélimde 6ncelikle Singal anlaminda hemen hemen stirekli fonksiyonlarla ilgili temel
tanim ve teoremler verildi.

Bu galismada (X,7) ve (¥, v) herhangi topolojik uzaylar géstermektedir.
Tanim 1.1. f:(X,7) = (Y,v) bir fonksiyon ve xe€ X olsun. Eger f(x) noktasinin
her V.Y komsulugu igin, f(U) cV olacak sekilde x noktasinin bir U < X komsulugdu

varsa, f fonksiyonuna x noktasinda sireklidir denir [4].

1968 yilinda Singal M.K ve Singal A.R [1] tarafindan verilen hemen hemen streklilik
tanimini verelim.

Tanim 1.2, f:(X,7) — (Y,0) bir fonksiyon ve xe X olsun. Eger f(x) noktasinin
her V agik komsulugu icin f(U) c V™ olacak sekilde x noktasinin bir U acik komsulugu
varsa [ fonksiyonuna x noktasinda Singal anlaminda hemen hemen sureklidir denir [1].

* Bu galisma yliksek lisans tezinden yapilmistir.
' E-mail: ayalciner@selcuk.edu.tr
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Yukaridaki iki tanimdan da gériilecedi gibi, strekli bir fonksiyon Singal anlaminda
hemen hemen sureklidir. Fakat Singal anlaminda hemen hemen stirekli olan fonksiyon stirekli
olmayabilir.

Ornek 1.1. R reel sayilar kiimesi tizerinde 7 ={R,J,R— A / A sayilabilir} topolojisi
ve X ={ab} kiimesi tzerinde de v={X,dfa}} topolojisi verilsin. f:(R,7)— (X,0)
fonksiyonu

a , xeQ
=
b , xeR-0Q
seklinde tanimlansin. Bu durumda f, R uzayinin her noktasinda Singal anlaminda hemen
hemen siireklidir, fakat x& Q icin strekli degildir [1].

Singal M.K ve Singal A.R [1], Singal anlaminda hemen hemen stirekli fonksiyonun
stirekli olmasi igin deger uzayinin semi-regtler uzay olmasi sartini eklemiglerdir.

Tanim 1.3. (X, 7) topolojik uzay verilsin. Her xe X ve x in her U agik komsulugu

icin xe Vc V™ cU olacak sekilde bir V agik kiimesi varsa X uzayina semi-regiiler uzay
denir [1].

Regliler uzay ayni zamanda semi-regiiler uzaydir. Ancak semi-regliler uzayin reguler
uzay olmasi gerekmez.

Teorem 1.1. f :(X,7) — (Y,v) Singal anlaminda hemen hemen stirekli bir fonksiyon

ve Y semi- regiiler uzay ise f fonksiyonu streklidir [1].

Singal anlaminda hemen hemen sirekli fonksiyonlarla ilgili teoremlere gegmeden 6nce
acik fonksiyon ve kapali fonksiyon tanimlarini verelim.

Tanim 1.4. f:(X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. E§er X uzayindaki her agik
altkimenin gorlntiisii Y uzayinda agik ise f fonksiyonuna agik fonksiyon ve X uzayindaki
her kapali altkiimenin gérintiisii Y uzayinda kapali ise f fonksiyonuna kapali fonksiyon denir

3].
& Teorem 1.2. f :(X,7) — (Y,v) Singal anlaminda hemen hemen strekli bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde her V. c Y acik kimesiigin (f~'(V))™ < £ (v7) dir[2).

Lemma 1.1. f:(X,7) = (Y,v) agik fonksiyon olsun. Her B C Y alt kiimesi igin
B (B dir[2l.

Sonug¢ 1.1. f:(X,7) — (Y,v) Singal anlaminda hemen hemen surekli ve agik
fonksiyon olsun. Bu takdirde her V. C Y agik kiimesi igin (f'v) = £ (V) dir[2].

Teorem 1.3. f:(X,7)— (Y,v) orten, agik ve sirekli bir fonksiyon ve
g:(Y,0) = (Z,9) herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda go f:(X,7) = (Z,9)
fonksiyonunun Singal anlaminda hemen hemen sirekli olmasi igin gerek ve yeter sart g

fonksiyonunun Singal anlaminda hemen hemen sirekli olmasidir [1].
Teorem 1.4. Singal anlaminda hemen hemen strekli fonksiyonlarin her kisitlanisi da
Singal anlaminda hemen hemen sireklidir [1].

Tanim 1.5. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her x,ye X (x#y) i¢in xeU,
yeV ve UNV =@ olacak sekilde U ve V agik kiimeleri varsa (X ,7) uzayina Hausdorff
uzay! denir [4].

Tanim 1.6. (X,7) ve (Y,v) topolojik uzaylar ve f:(X,7)— (Y,v) fonksiyonu
verilsin. G(f) ={(x, f(x)): xe X} c X XY altkiimesine f fonksiyonunun grafigi denir [4].

Teorem 1.5. (X,7) herhangi bir topolojik uzay, (Y,v) Hausdorff uzayl ve
:(X,7) = (Y,v) Singal anlaminda hemen hemen stirekli fonksiyonlar olsun. Bu takdirde
{x: f(x)=g(x)} € X kapaldir [5].
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Teorem 1.6. [ :(X,7) = (Y,v) Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyon ve
(Y, v) Hausdorff uzayi olsun. Bu durumda G(f) kapalidir [5].

Teorem 1.7. f:(X,7) — (Y,v) Singal anlaminda hemen hemen siirekli ve 6rten
fonksiyon olsun. X baglantili uzay ise f(X) =Y de baglantili uzaydir [2].

Tanim 1.7. (X,7) herhangi bir topolojik uzay olsun. E§er her xe X noktasinin
sayilabilir bir komsuluklar tabani varsa, X uzayina birinci sayilabilir uzay denir.

Teorem 1.8. f:(X,7) — (¥Y,v) Singal anlaminda hemen hemen strekli fonksiyon,
Y Hausdorff uzayl, saylabilir kompakt uzay ve X uzay birinci sayilabilir uzay olsun. Bu
takdirde f fonksiyonu sureklidir [5].

Ana Sonuglar

Bu bélimde zayif streklilk, & -stireklilik ve Husain anlaminda hemen hemen siireklilik
tamimlari verilerek Singal anlaminda hemen hemen strekli fonksiyonlarin bu fonksiyonlarla
iliskisi incelenmistir.

Once 1961 yilinda Levine N. [6] tarafindan verilen zayif siireklilik tanimini verelim.

Tanim 2.1, f:(X,7) — (Y,v) herhangi bir fonksiyon ve x€ X olsun. Eger f(x)

noktasinin her V' agik komsulugu icin f(U) c V™ olacak gekilde x noktasinin bir U agik

komsulugu varsa f fonksiyonuna x noktasinda zayif sireklidir denir [6].

Singal anlaminda hemen hemen stirekli her fonksiyon zayif streklidir, fakat zayif siirekli
bir fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen sirekli olmasi gerekmez.

Ornek 2.1. R reel sayllar kiimesi tzerinde 7={R ,J, R— A/ A sayilabilir} topolojisi
ve X ={a,b,c} kiimesi lzerinde v={ X ,J (a}{c}{a,c}} topolojisi olsun. f :(R,7) — (X,V)
fonksiyonu
a , xe Q
fx)=
b , xeR-Q

seklinde tanimlansin. f fonksiyonu zayif streklidir, ancak x € Q noktasinda Singal anlaminda

hemen hemen sirekli degildir [1].

Singal M.K ve Singal A.R [1], zayif strekli agik fonksiyonun Singal anlaminda hemen
hemen surekli oldugunu géstermislerdir.

Teorem 2.1. f:(X,7) — (Y,v) fonksiyonu zayif stirekli ve agik fonksiyon ise f
fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen sureklidir [1].

Noiri T. [7], zayif strekli bir fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi
icin asagidaki teoremleri vermigtir. Once hemen hemen regiler uzay, Urysohn uzayl hemen
hemen agik fonksiyon ve hemen hemen kapali fonksiyon tanimlarini verelim.

Tanim 2.2. (X,7) topolojik uzayi verilsin. Her x€ X noktasi ve x noktasini igeren
her reguler kapall A alt kiimesi igin, xe V. c V™ c A™ olacak sekilde bir V acik kiimesi
varsa X uzayina hemen hemen regliler uzay denir [7].

Tanim 2.3. (X,7) topolojik uzayl verilsin. Her x,ye X (x# y) noktalari igin
xeU,yeV ve U NV~ = olacak sekilde U ve V agik kimeleri varsa X uzayina

Urysohn uzayi denir [1].
Tanim 2.4. f:(X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. X uzaylndakl her regiler agik alt

kimenin gorintiist ¥ uzayinda agik ise f fonksiyonuna hemen hemen agik fonksiyon denir

[1].
Tanim 2.5. f:(X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. X uzayindaki her regiiler kapall

alt kiimenin gérintisti ¥ uzayinda kapali ise f fonksiyonuna hemen hemen kapali fonksiyon
denir [1]:
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Her agik fonksiyon hemen hemen agiktir. Benzer sekilde her kapali fonksiyon da hemen
hemen kapalidir. Fakat bu gerektirmelerin karsitlari- genellikle dogru degildir.

Ornek 2.2. R reel sayilar kiimesi Uzerinde 7 ={R:{J,R— A /A sayilabilir} topolojisi
verilsin ve U, R Uzerinde ah$llml§ topolojiyi gostersin. i:(R,7) = (R,U). birim fonksiyonu
hemen hemen agik ve hemen hemen kapalldlr ancak ne aglk ve ne de kapalidir [1].

Teorem 2.2. f: (X, ’Z’)——) (Y v) zayif strekli bir fonksiyon olsun. Eger Y hemen
hemen reguler uzaY lse f fonkswonu Smgal anlaminda hemen hemen streklidir [7].

Teorem 23 (X T) —> (Y,v) zayif sirekli ve hemen hemen agik bir fonksiyon

olmak iizere X sem| reguler uzay ise f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen sureklidir

[7].
Teorem 2.4. f:(X,7) = (Y,v) zayif slrekli fonksiyon olmak tzere X kompakt

uzay ve Y Urysohn uzayiise f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen stireklidir [7].
Simdi de @ -sireklilik tanimini vererek, @ -streklilik ve Singal anlaminda hemen

hemen streklilik arasindaki iligkiyi inceleyelim.
Tanim 2.6., f :(X,7) =>-(¥,0) herhangi bir fonksiyon ve xe€ X olsun. Eger f(x)

noktasinin fier V' agik komsulugu igiri f(U ™) V™ olacak sekilde x noktasinin bir U agik
komsulugu varsa f fonksiyonuna x noktasinda @ -sireklidir denir [1].,

Teorem 2.5. f:(X,7) — (¥Y,v) Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyon
olsun. Bu takdirde f fonksiyonu @ -sureklidir [8].

@ -strekli bir fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen siirekli olmasi gerekmez.

Ornek 2.3. (R,7) ve (X,v) topolojik uzaylari Ornek 2.1 deki gibi tanimlansin. Bu
durumda f :(R,7) — (X,0) fonksiyonu @ -sireklidir, fakat Singal anlaminda hemen hemen
strekli degildir [9].

Noiri T. [9], @ -slrekli hemen hemen agik bir fonksiyonun Singal anlaminda hemen
hemen sirekli oldugunu géstermistir.

Teorem 2.6.. f ; (X,7)= (Y,0) hemen hemen agik ve @ stirekli bir fonksiyon ise f
fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen streklidir [9].

Ayrica’ Noiri T: [7], ‘@ -strekli bir-fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen stirekli
olmasi icin tanim ve deg@er uzayina bazi §arthr eklemistir.

Tanim 2.7. Herhafigi bir- X uzayinin her agik ortis, kapanigi X uzayini 6rten sonlu
bir alt 6rtlye sahipse X uzayina hemen hemen kompakt denir [1].

Teorem 2.7. f :(X,7) = (Y,v)" 6 -surekli ve orten fonksiyon, X hemen hemen
kompakt uzay ve Y Urysohn uzayi iSé f fonksiyonu Singal anlaminda hemen hemen
streklidir [7].

Diger taraftan Husain T.[1] taraflndan venlen hemen hemen sireklilik tanimi asagidaki
gibidir:

Tanim 2.8. f:(X,7) = (¥,0) herhangl bir fonksiyon ve'xe X olsun. Eger f(x)
noktasinin her V agik komsulugu igin [~ (V)] , x noktasinin bir komsulugu oluyorsa

f fonksiyonuna x noktasinda Husain anlaminda hemen hemen sireklidir denir [1].

Genel anlamda birbirinden bagimsiz olan Husain anlaminda hemen hemen sureklilik ile
Singal anlaminda hemen hemen sureklilik kavramlar, Long P.E. ve Carnahan D.A. [2]
tarafindan fonksiyonun agik fonksiyon alinmasi ile iliskilendirilmistir.

Teorem 2.8. [ :(X.7) — (Y,v) aglk ve Singal anlaminda hemen hemen surekli
fonksiyon olsun. Bu takdirde f fonksiyonu Husain anlaminda hemen hemen sireklidir [2].

Teorem 2.9. [ :(X,7)— (¥Y,v) Husain anlaminda hemen hemen surekli ve agik
fonksiyonun Singal anlaminda hemen hemen siirekli fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her V c Y agik kimeigin (f (V)" = £~ (V") olmasidir [2].
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Noiri T. [7], zayif sireklilik, & -siireklilik ve Singal anlaminda hemen hemen siireklilik

kavramlari arasindaki denklikleri ifade eden agagidaki sonucu elde etmistir.

Sonug 2.1. f:(X,7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin ve ¥ hemen hemen regiiler uzay

olsun. Bu takdirde asagidakiler egdegerdir:

(i) f zayif streklidir,
(i) f @ -sureklidir,
(iii) f Singal anlaminda hemen hemen stireklidir [7].
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