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» Kompakt olmayan yildiz grafi ele alinmustir.
«.Y1ldiz graf iizerinde etki eden selfadjoint olmayan Schrodinger operatdrii incelenmistir.
* Merkez kosede Neumann koge kosullart altinda operatdriin spektral dzellikleri arastirilmugtir.
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Ozet

Bu ¢alismada n kenarli (n < o), kenarlarinin her biri sonsuz uzunluga sahip kompakt olmayan yi/diz graf
tizerine etki eden selfadjoint olmayan Schrédinger operatoriiniin spektral ozellikleri incelenmistir. Burada
grafin merkez kégesi tizerinde standart ya da Neumann kogullart olarak bilinen kése kosullari ele alimmustir.
Literatiirde metrik graflar iizerine etki eden diferensiyel operatorlerin spekiral analizi ile ilgili olduk¢a fazla
calisma bulunmaktadir. Bu graflara iizerlerine etki eden diferensiyel operatorlerle birlikte kuantum graflar
adi verilmektedir. Kuantum graflarin fen bilimleri ve miihendislikte ¢cok sayida uygulamalar: bulunmasi
nedeniyle bu alan matematiksel fizigin son yillarda olduk¢a aktif bir arastirma alami haline gelmistir.
Kuantum graflarla ilgili ¢alismalarda genellikle Laplace operatorleri f — —f" dikkate alinmaktadir.
Bununla  birlikte Schrédinger operatorii f — —f" +q(x)f ele almarak yapilan ¢alismalar da
bulunmaktadir. Ancak bu ¢alismalarda ele alinan potansiyel q reel degerlidir ve dolayisiyla uygun kése
kosullariyla birlikte ortaya ¢ikan operator selfadjointtir. Bu ¢alismada ise q potansiyeli kompleks degerli bir
fonksiyondur. Dolayisiyla ortaya ¢ikan operator selfadjoint degildir. Bu ise spektral analizin tamamen
degismesi anlami tasir. Bu makalede kompakt olmayan yildiz graf iizerine etki eden kompleks degerli
potansiyele sahip Schrodinger operatériiniin ozdegerleri, spektral tekillikleri ve rezolvent operatérii elde
edilmistir.

Spectral Analysis of Non-selfadjoint Schrodinger Operator on Non-compact Star Graph

Highlights

» Non-compact star graph is taken under consideration.
* Non-selfadjoint Schrodinger operator acting on star graph is investigated.
« Spectral properties of the operator subject to Neumann conditions at the central vertex is studied.
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Abstract

In this study, spectral properties of non-selfadjoint Schrédinger operator on non-compact star graph with n
vertices having infinite length are investigated. Here, the vertex conditions on the central vertex are the
conditions known as standard or Neumann conditions. There are numerous studies on the differential
operators on metric graphs in the literature. These metric graphs together with the differential operators
acting on them are called quantum graphs. Due to various applications of quantum graphs in science and
engineering, it is an active field of research in mathematical physics in recent years. Most of the studies on
quantum graphs concern Laplace operators f — —f". On the other hand there are some studies in which
Schradinger operators f — —f" + q(x)f are considered. In these studies, the potential q is real-valued and
hence the operator is selfadjoint with appropriate vertex conditions. However in this study, the potential g is
complex-valued. Therefore, the resulting operator is non-selfadjoint. This means that the spectral analysis
completely changes. In this paper, eigenvalues, spectral singularities and the resolvent operator of the
Schrodinger operator with complex-valued potential acting on non-compact star graph are obtained.
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1. GIRIS
Yarim eksende tek boyutlu Schrodinger denklemi
—y" +q(x)y =k?y, 0<x <o )

olarak verilmektedir. Burada k? spektral parametre, g potansiyel fonksiyonudur. (1) denklemi kuantum
fizikte cok onemli bir yere sahiptir. Burada q potansiyeli reel degerli, ¢ € L,(0, ) ve h € R olmak {izere

y'(0) —hy(0)=0 2

sinir kosulu ele alinirsa selfadjoint Schrodinger operatorii elde edilir. Bu operatoriin spektral analizi detayh
olarak ele alinmustir. Selfadjoint Schrodinger denklemiyle ilgili sonuglarin bir derlemesi igin [1]
incelenebilir. (1) denkleminde g potansiyeli kompleks degerli bir fonksiyon olsun. g fonksiyonu

j (1 + Ollg(®)lldt < o
0

kosulunu saglasin. (2) sinir kosulunda h € C alinirsa elde edilen operator selfadjoint olmayan singiiler
Schrodinger operatoriidiir. Bu operatdriin spektral analizi Naimark tarafindan yapilmistir [2]. Bu operatoriin
spektrumu siirekli spektrum ve nokta spektrumdan olusmaktadir. Ayrica siirekli spektrumda spektral
tekillik adi1 verilen bazi noktalar tespit edilmistir. Bu noktalar nokta spektrumda yer almayip, rezolvent
operatoriiniin ¢ekirdeginin kutup noktalaridir. Spektral tekilliklerin fiziksel anlami ve uygulamalari igin [3,
4] incelenebilir.

Yarim eksende matris Schrodinger denklemi
—y"+Q()y =k?y, 0 <x <o ©)

seklinde verilmektedir. Burada k? spektral parametre, Q, n X n matris degerli fonksiyon ve y(x, k) dalga
fonksiyonu bir vektor degerli fonksiyondur. (3) denkleminde n = 1 alinirsa (1) denkleminin elde edilecegi
aciktir. Dolayisiyla matris Schrodinger denklemleri skaler Schrodinger denklemlerini genellemektedir.
Ayrica matris Schrodinger denklemlerinin fizikte uygulamalari vardir. Ornegin; elastiklik teorisinde,
elektromagnetik dalgalarin tanimlanmasinda ve niikleer yapilarda matris Schrédinger denklemleri
kullanilmaktadir. Bu denklemler ayn1 zamanda kuantum mekanigindeki sagilma problemleriyle ve 6zellikle
kuantum graflartyla yakindan iliskilidir. Bu nedenle matris Schrodinger denklemleri ile ilgili son yillarda
oldukea fazla sayida calismalar yapilmaktadir. Selfadjoint matris Schrédinger operatorleri ile ilgili detayli
bilgilere [5, 6] kaynaklarindan ulasilabilir. Q matris degerli fonksiyonu selfadjoint, (0, o) aralifinda
Lebesgue 6l¢iilebilir ve sonlu birinci momente sahip olsun yani

Jy @+Dlle®lidt < o @)

esitsizligi herhangi bir ||, || matris normu i¢in saglansin. x = 0 noktasindaki en genel selfadjoint siir
kosullar1

My(0) + Ny'(0) =0 Q)
seklinde verilebilir [7]. Burada M ve N, n X n tipinde sabit matrisleri asagidaki kosullar1 saglamaktadir;
MN* = NM*, (6)

rank(M|N) = n. (7)
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Burada matris adjointi gostermektedir. (3)-(7) esitlikleriyle iiretilen matris Schrodinger operatorii
selfadjointtir [5, 6].

Literatlirde selfadjoint olmayan matris Schrodinger operatorleri ile ilgili ¢aligmalar da bulunmaktadir [8-
10]. Bu ¢alismalarda (3) denklemindeki n x n matris potansiyeli Q selfadjoint (Hermityen) degildir. [8]
caligmasinda x = 0 noktasinda Dirichlet sinir kosulu ve [9, 10] calismalarinda x = 0 noktasinda spektral
parametreye bagli sinir kosullar1 ele alimmistir. Bu ¢alismalarda elde edilen sonuglar [1] de elde edilen
sonuglar1 genellemektedir. Bu caligmalarda selfadjoint olmayan matris Schrodinger operatorlerinin
Ozdegerleri, spektral tekillikleri ve rezolvent operatorleri elde edilmis ve bunlarin Q potansiyeli tizerindeki
bazi kosullar altinda 6zellikleri incelenmistir [8-10].

Simdiye kadar bahsedilen matris Schrodinger operatorleri ile ilgili ¢alismalarda (3) denklemindeki n x n
matris potansiyeli Q sonlu boyutlu bir operator (matris) diir yani n < oo dur [5-10]. Q potansiyelinin sonsuz
boyutlu bir Hilbert uzaymnda tanimli bir operatér olmasi durumunda (3) denklemine yarim eksende
Schrédinger operator denklemi adi verilir. Bu konudaki ilk ¢alisma [11] de ele alinmigtir. Burada (3)
denklemindeki Q potansiyelinin sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayinda tanimli tamamen stirekli ve selfadjoint
bir operator fonksiyonu olmasi durumu incelenmistir. Bu ¢alismada orijinde Dirichlet sinir kosulu altinda
operatoriin nokta spektrumu aragtirilmigtir. Burada elde edilen operator selfadjointtir. Son yillarda
selfadjoint olmayan operator katsayili Schrodinger operator denklemleri ile ilgili ¢alismalar yapilmaktadir
[12-16]. Bu ¢alismalarda ele alinan Q potansiyeli ise sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayinda tanimli tamamen
stirekli ve selfadjoint olmayan bir operatdr fonksiyonudur. Dolayisiyla elde edilen operatorler selfadjoint
degildir. A¢ikca goriilmektedir ki, [11-16] da ele alinan Schrédinger operatér denklemi ile ilgili galigmalar
matris Schrodinger denklemleri ile ilgili ¢alismalar1 genellemekte ve problemleri sonsuz boyuta
tagimaktadir. Problemin sonsuz boyutta ele alinmasi probleme yenilik ve orijinallik katmasinin yani sira
operatdr teorinin kullanilmasina olanak taniyarak problemin daha da zenginlesmesini saglamaktadir.

Graflar tizerinde etki eden diferensiyel operatorler ilk olarak [17, 18] de ele alinmigtir. Bu ¢aligmalarda
kompakt ve kompakt olmayan graflar ilizerinde reel degerli potansiyele sahip Schrodinger operatorii
incelenmistir. Literatiirde diferensiyel operatorlerin etki ettigi graflara metrik graflar adi verilir. Kisaca bir
metrik graf, bir grafin kenarlarina pozitif bir uzunluk ve yon atanmasiyla elde edilir. I' bir metrik graf ve
H, T iizerine etki eden bir diferensiyel operator olsun. Ayrica grafin her bir kdsesi tizerinde kdse kosullari
olarak bilinen sinir kosullar1 verilsin. Literatiirde (T, H) ikilisine verilen kose kosullariyla birlikte kuantum
graf adi verilmektedir. Kuantum graflar iizerine son yillarda oldukca fazla sayida ¢alisma yapilmistir
(yapilan ¢alismalarin bir derlemesi igin [19, 20] incelenebilir). Bu konuda giderek artan ilginin nedeni
kuantum graflarin kuantum fizigindeki uygulamalarinin kesfedilmesidir. Ayrica kuantum graflar
matematik, fizik, kimya, miihendislik ve nanoteknoloji alanlarindaki problemlerin modellenmesinde
kullanilmaktadir. Ozel olarak kuantum graflar bir grafin komsulugundaki bélgede dalga yayilimini
modellemek i¢in kullanilmaktadir [20]. Bu modeller organik kimya, mezoskopik fizik, nanoteknoloji,
fotonik kristaller, sagilim teorisi, kuantum kaos vs. gibi alanlarda karsimiza ¢ikmaktadir [20]. Ayrica
kuantum graflar matris Schrodinger denklemleriyle yakindan iliskilidir.

[}, kenarlarinin her biri sonsuz uzunluga sahip n kenarli (n < o) yildiz grafi gostersin (bkz Sekil 1). T},
2

. .l e d
iizerinde Schrodinger operatoriinii H := — o7
i

olmasi agisindan x yazilabilir. Ayrica burada q;(i = 1,2,...,,n) potansiyelleri kompleks degerli
fonksiyonlar olup (0, ) araliginda Lebesgue 6l¢iilebilir ve sonlu birinci momente sahip olsunlar yani

+ q;(x;) ele alalim. Burada x; koordinati yerine basitlik

Sy A+ Dlg()ldt < oo, i =12,...,n. (8)

Star graflar {izerinde etki eden diferensiyel operatorleri ilgili detayl bilgi i¢in [21] incelenebilir. Merkez
kosede (bkz Sekil 1) standart ya da Neumann kose kosullart olarak bilinen ve kuantum graflarda en yaygin
olarak kullanilan kose kosullarinin bulundugunu kabul edelim. Bu kosullar asagidaki gibi ifade edilir;
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N

Sekil 1. n kenarli kompakt olmayan yildiz graf

yi(0) = y;(0), 1 <ij<n, 9)
i=1%:'(0) = 0. (10)
(9)-(10) kosullarini
AE, +BE,’ =0 (11)
seklinde matris formunda ifade edebiliriz. Burada
¥1(0) y1'(0)
F, = lYZ:(O)\’ F, = l}’z’:(o)\,
2(0) ' (0)

ve A ve B matrisleri n X n tipinde matrisler olup

1 -1 0 0 =~ 0 0

01 =10 = 0 0 ??:?

A=|: ¢ ¢ i P s a | p=[i P (12)
00 0 0 = 1 -1 22"'(1)

00 0 0 =~ 0 0

seklindedir. (11) kose kosullartyla verilen (I}, H) kuantum grafina karsilik

L2 (Fn) = @?zle (]R_‘_), ]R+ = (O, OO)

uzayinda

Hypy = —=y" +Qx)y, 0 <x <o (13)
Matris Schrédinger operatdriinii elde edebiliriz. Burada y = (v, ¥, ., ¥, ¥i € L,(R,), (i = 1,2, ..., n)
ve Q(x) = diag(q,(x), q3(%), ..., g, (x)), n X n tipinde diyagonal matristir. Burada M7 ile M matrisinin
transpozu gosterilmektedir. Sinir kosullari ise

Ay(0) + By'(0) =0 (14)

4
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seklindedir. Burada A ve B matrisleri (12) esitligiyle verilen matrislerdir. Dikkat edilirse (13) ve (14)
tarafindan iretilen operatdr selfadjoint degildir. Acikca goriilmektedir ki (11) kose kosullariyla verilen
(T, H) kuantum grafi ile (13) esitligi ile verilen ve (14) sinir koguluna sahip matris Schrodinger operatdorii
spektral analiz anlaminda esdegerdir. Bu makalede (11) kose kosullariyla verilen (I3,, H) kuantum grafinin
spektral dzellikleri incelenecektir. Ozel olarak bu selfadjoint olmayan operatdriin nokta spektrumu, spektral
tekillikleri ve rezolvent operatdrii elde edilecektir. Bunun i¢in (13) ile verilen ve (14) siir kosuluna sahip
matris Schrodinger operatoriiniin - spektral 6zellikleri kullanilacaktir. (13) ile verilen ve Q(x) =
diag(q,(x), g2 (x), ..., g (x)) seklinde potansiyele sahip, orijinde Dirichlet sinir kosuluna sahip selfadjoint
olmayan matris Schrodinger operatoriiniin spektral analizi [22] de yapilmistir. Ancak bizim galismamizda
ele aliman sinir kosullar1 (14) esitligiyle verilen genel sinir kosullaridir. Dikkat edilecek olursa (14)
esitliginde A = I, ve B = 0,, alinmasi ile Dirichlet kosulu elde edilir, burada I,, ile n X n tipindeki birim
matris, 0,, ile n X n tipindeki sifir matrisi gosterilmektedir. Dolayisiyla bizim ¢alismamizda ele alinan
problem daha geneldir.

2
Kuantum graflarda genel olarak Laplace operatorii L = — % ele alinmaktadir [19, 20]. Bununla birlikte
2
Schrodinger operatoriinii S := —% + q(x) inceleyen calismalar da bulunmaktadir [23-25]. Bu

calismalarda ele alinan potansiyeller (g fonksiyonlari) reel degerlidir. Dolayisiyla selfadjoint kose kosullari
kullanilarak selfadjoint kuantum graflar elde edilmis ve spektral analizi incelenmistir [19, 20, 23-25].
Ancak bizim calismamizda ele alinan kompakt olmayan yildiz graf {izerindeki Schrodinger operatorii
kompleks degerli g potansiyeline sahiptir. Bu 6zellik ele alinan kuantum grafi selfadjoint olmayan bir graf
yapmakta ve literatlirdeki ge¢mis calismalardan ayirmaktadir. Ayrica kompakt kuantum graflarin
spektrumunun ayrik oldugu bilinmesine ragmen bu makalede ele alinan kompakt olmayan kuantum
graflarin spektral 6zellikleriyle ilgili yeterince ¢alisma bulunmamaktadir.

Bu makale 4 bolimden olugmaktadir. 2. boliimde kuantum graflar ve yarim eksende matris Schrodinger
operatorii ile ilgili on bilgiler verilecektir. 3. bolimde kompakt olmayan yildiz graf iizerinde etki eden
kompleks potansiyele sahip Schrodinger operatoriiniin spektral analizi ile ilgili elde edilen sonuglar
verilecektir. 4. Boliim olan Tartisma bdliimiinde ise elde edilen sonuglar literatiirdeki diger ¢alismalarla
kiyaslanacaktir.

2. ON BIiLGILER

Bu béliimde kuantum graflar ve yarim eksende matris Schrodinger operatdrii ile ilgili genel bilgiler
verilecektir.

Tamm 2.1. T, E = {e,, e, ..., e, } kenar kiimesine ve V = {vy, v,, ..., 1.} kOse kiimesine sahip bir graf
olsun. Eger her bir e € E kenarina pozitif bir [, uzunlugu ve bir yon atarsak elde edilen grafa bir metrik
graf denir. Bir metrik grafta her bir e € E kenar reel eksenin [0, [,] seklindeki sonlu ya da sonsuz bir
araligryla ve graf tizerindeki her bir x noktasi [0, [,] arahigindaki bir x, koordinati ile eslestirilebilir. Eger
E kiimesi herbiri sonlu uzunluga sahip sonlu sayida kenar igeriyorsa I' ya kompakt graf aksi halde kompakt

olmayan graf denir [19]. I metrik grafi izerinde tanimlanan bir f fonksiyonu grafin her bir kenar1 iizerinde
taniml1 fonksiyonlarin olusturdugu vektor degerli bir fonksiyon olarak diigiiniilebilir, yani

f = (f|e1'f|92’ ""flem)

seklindedir. Burada her i = 1,2, ..., m i¢in

f|ei: [O' lei] - C
seklindedir. T {izerinde bir diferensiyel operatorii tanimlamak i¢in I' tizerindeki fonksiyonlarin

Ly(T) = @24 L, [0' lei]
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Hilbert uzay1 tanimlanir. I lizerinde Hamiltonyan olarak adlandirilan diferensiyel operatorleri L, (T') uzay1
iizerinde tanimlanir. Genellikle Hamiltonyan olarak Schrodinger operatorii

H:=—

d2
2z T ai() (15)

ele alinir. Burada x; koordinati yerine basitlik olmasi agisindan x yazilabilir. Ayrica I lizerindeki her kdse
icin kdse kosullart olarak bilinen sinir kosullarina ihtiyag duyulur. Kése kosullar1 bir f fonksiyonunun ve
birinci tiirevinin o kosedeki degerlerini iliskilendirir. Literatiirde en ¢ok kullanilan kdse kosullart standart
ya da Neumann kose kosullari olarak bilinen kosullardir. Bir v € V kosesi i¢cin Neumann kosullar1 asagidaki
sekilde verilir;

1. f, v kosesinde siireklidir yani v kdsesine komsu olan her e; ve e; kenari igin fj,, (v) = f le; (v),

2. Yoy Z—£ (v) = 0 dir. Burada toplam v kosesine komsu olan e kenarlari izerinden alinmaktadir ve

tirevler koseden kenara giden yonde alinmaktadir [19].
Bir v € V kosesindeki kése kosullart matrisler yardimiyla ifade edilebilir. v kdsesine komsu olan kenarlar
e, ey, ..., eq olsun. Bu durumda

i) fi' @)
F,:= fzgv) , Fv':z fz,:(v)
fa() fa' @)

vektorlerini tamimlayalim. Burada f; = fi,, dir. C;, ve D,, matrisleri d X d tipinde olmak iizere v kosesindeki
en genel kose kosullart

C,F, + D,E,' =0 (16)

seklinde ifade edilir [19]. H?(e) ile e kenar iizerinde ikinci mertebeden zayif tiirevleri L?(e) uzayinda
bulunan fonksiyonlarin Sobolev uzaymi gosterelim. (15) esitligi ile verilen H Hamiltonyaninin tanim
kiimesi asagidaki Ozellikleri saglayan f € L, (I") fonksiyonlarindan olusur;

e Herbire € E kenari i¢in f|, € H?(e),

e Her v €V kosesinde (16) kose kosullart saglanir.,
Eger E kiimesi sonlu ise (15) esitligi ile verilen H Hamiltonyaninin selfadjoint olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her v € VV kosesinde

rank(C,|Dy) = dy, C,D," = DyC,°

kosullarinin saglanmasidir [19]. Burada d, ile v kosesinin derecesi, M* ile M matrisinin adjointi
gosterilmektedir. Ayrica eger I' kompakt ise (15) esitligi ile verilen H Hamiltonyaninin spektrumu ayriktir
yani spektrum her biri sonlu katliliga sahip izole 6zdegerlerden meydana gelmektedir [19].

(13) esitligi ile verilen Hy p matris Schrodinger operatoriiniin 6zdeger denklemini

—y" +Qx)y =k?y (17)
ele alalim. Burada k? spektral parametre, y = (y1, V2, ., V)T, ¥; € L,(Ry), (i = 1,2, ...,n) ve Q(x) =
diag(q1(x), qz(x), ..., qn(x)) olup q; fonksiyonlart kompleks degerlidir. (14) esitligi ile verilen sinir
kosullarini ele alalim. Bu sekilde elde edilen Hy p operatorii selfadjoint degildir.

(17) denkleminin

F(x, k) = e®*[I, + 0(1)], F.(x, k) = ike™™¥[I,, + 0(1)], x = oo, k € C,\{0} (18)
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asimptotik bagintilarimi saglayan bir n X n matris ¢oziimii F(x, k) vardir [5]. F(x,k) ¢oziimiine (17)
denkleminin Jost ¢6ziimii denir. Burada C, ile kompleks diizlemin st yarisi, C, ile onun kapanisi
gosterilmektedir. Ayrica e;(x,k), —y" + q;(x)y = k?y denkleminin Jost ¢dziimii olmak iizere (i =
1,2,..,n)

F(x, k) = diag(e;(x,k),e;(x, k), ..., e, (x, k))

bi¢imindedir [22].

(12) esitligiyle verilen A ve B matrislerinin

ABT —BAT =0 (19)
esitligini sagladigi kolayca goriilebilir. Dolayisiyla (17) denkleminin

U(0,k) =BT, U'(0,k) = —AT (20)

baslangi¢ kosullarini saglayan bir n X n matris ¢oztimii U(x, k) vardir [5]. Benzer sekilde U(x, k) da bir
diyagonal matristir. (17) denkleminin her y(x, k) vektor ¢6ziimi

y(x, k) = F(x,kK)a + U(x, k)B
seklinde yazilabilir [5]. Burada a, § € C" sabit vektorlerdir.

Y(x,k) ve Z(x,k) fonksiyonlar1 (17) denkleminin n X n tipinde iki matris ¢éziimii olsun. Y (x, k) ve
Z(x, k) diyagonal matrisler oldugundan Y (x, k) ve Z(x, k) ¢oztimlerinin Wronskiyani olan

[Y,Z] =YZ' —Y'Z
ifadesinin x degiskeninden bagimsiz oldugu kolayca gosterilebilir.
3. SONUCLAR

[}, kenarlarinin her biri sonsuz uzunluga sahip n kenarli (n < o) yildiz grafi gostersin (bkz Sekil 1). T,
dZ
dx;?
kompleks degerli fonksiyonlar olup (0, o) araliginda Lebesgue 6lgiilebilir ve sonlu birinci momente sahip
olsunlar. Merkez kosede (11) esitligiyle verilen Neumann kose kosullari ele alinsin. Bu 6zellikleri saglayan
kuantum grafi (T, H) ile gosterelim. Bu boliimde (T}, H) kuantum grafinin spektral analizi ile ilgili elde

edilen sonuglar verilecektir.

tizerinde Schrodinger operatoriinii H = — + q;(x;) ele alalim. Burada q; (i = 1,2, ..., n) potansiyelleri

Teorem 3.1. I}, grafi iizerine etki eden H Schrodinger operatoriiniin 6zdegerleri kiimesi o;(H) ile
gosterilsin. Bu durumda (k) := AF (0, k) + BF'(0, k) olmak tizere

o4s(H) = {k*:k € C,, det](k) = 0}.

ispat. Acikca goriilmektedir ki (11) kose kosullariyla verilen (T, H) kuantum grafi ile (13) esitligi ile
verilen ve (14) sinir kosuluna sahip matris Schrédinger operatoriiniin 6zdegerleri aynidir. Dolayisiyla (13)-
(14) smur deger probleminin 6zdegerlerini bulmamiz yeterlidir. y(x, k) vektor fonksiyonu (13)-(14) sinir
deger probleminin k? 6zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyonu olsun.

v(x, k) =F(x, k)a+ U(x, k)B

olacak sekilde a, B € C™ sabit vektorleri vardir (bkz 2. Boliim).
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y € L(I) = @21 L2 (Ry)

oldugundan # = 0 olmalidir. y(x, k) = F(x, k)a fonksiyonu (14) sinir kosulunu sagladigindan
(AF(0,k) + BF'(0,k))a =0

olur. ¢ # 0 oldugundan

J(k) = AF(0,k) + BF'(0,k) (21)
matrisi tersinir degildir. Tersine, J (k) matrisi tersinir degil olsun. Bu durumda J(k)a = 0 ve @ # 0 olacak
bigimde en az bir @ € C™ sabit bir vektorii vardir. y(x, k): = F(x, k)a vektor fonksiyonunu ele alalim. y €
L, (T},) oldugu bilinmektedir [5]. Ayrica (14) sinir kosulu

Ay(0) + By'(0) = (AF(0,k) + BF'(0,k))a = J(k)a =0

saglanir. Dolayisiyla y(x, k) bir 6zfonksiyondur.

Teorem 3.2. T, grafi lizerine etki eden H Schrédinger operatoriiniin rezolvent kiimesi p(H) ile
gosterilsin. Bu durumda

p(H) = {k?: k € C,, detJ(k) # 0} (22)

seklindedir. Ayrica R, (H) = (H — k?I) rezolvent operatorii g € @™, L,(R,) olmak iizere

Re(H)g(x) = [, K(x,t;k)g(t)dt
bi¢cimindedir. Burada ¢ekirdek fonksiyonu

—F(, k)JE)H Ut k), 0<t<x,

K(.X, t; k) = {—U(x, k)U(k)T)_lF(t' k)’ x<t<o

seklindedir.

ispat. (22) esitligi Teorem 1 in bir sonucudur. Agik¢a goriilmektedir ki (11) kose kosullariyla verilen
(T, H) kuantum grafi ile (13) esitligi ile verilen ve (14) smir kosuluna sahip matris Schrodinger
operatdriiniin rezolvent operatdrii aymdir. R, (H) = (H — k?I) rezolvent operatdriinii olusturmak igin

—y" +Q()y —k*y = g(x), x € (0,00) (23)

denkleminin genel ¢dziimiinii bulmaliyiz. Burada k? € p(H) yani k € C,, detJ(k) # 0 olup y,g €
@B, L,(R,) ve y(x, k) vektor degerli fonksiyonu (14) sinir kosulunu saglar. y(x, k) vektor degerli
fonksiyonu a, § € C" sabit vektorler olmak iizere

y(x, k) = F(x,k)a+ U(x,k)B

seklinde yazilabilir (bkz 2. Boliim). Parametrelerin degisimi yontemini kullanarak (23) denkleminin genel
¢Ozimiini

v(x, k) = F(x,k)a(x) + U(x, k)b(x) (24)

bigiminde arayalim. Burada a(x) ve b(x) fonksiyonlar1 vektor degerli fonksiyonlardir. (24) esitliginin x e
gore tlirevi alinirsa

8
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y'(x, k) = F'(x,k)a(x) + F(x,k)a'(x) + U'(x,k)b(x) + U(x, k)b’ (x).

(25) esitliginde

F(x,k)a'(x) + U(x,k)b'(x) =0

oldugunu kabul edelim. (25) esitliginin x e gore tiirevi alinirsa

y"'(x, k)= F"(x,k)a(x) + F'(x,k)a’(x) + U"(x, k)b(x) + U'(x, k)b’ (x).

(24) ve (27) esitliklerini (23) de yerine koyarsak

F'(x,k)a’(x) + U'(x,k)b"(x) = —g(x).

(26) esitligini soldan F'(x, k) ile (28) esitligini soldan —F (x, k) ile garpip taraf tarafa toplarsak
[F,U]b"(x) = —F (x, k) g (x)

bulunur. [F, U] Wronskiyani x den bagimsiz oldugundan (bkz 2. B6liim) (20) esitliginden

[F,U] = [F,U](0) = F(0,k)U’(0,k) — F'(0,k)U(0, k) = —F(0,k)AT — F'(0,k)BT = —J(k)".

det](k) # 0 oldugundan J (k)T tersinirdir ve (29) esitliginden
b(x) = ¢ — [ G TIF (¢, k)g(t)dt.

Benzer sekilde

a(x) = w— [fU0NUE k) g(t)dt

elde edilir. (31) ve (32) esitlikleri (24) de yerine koyulursa

y(x, k) = F(x,k)w — F(x, k) f;c(](k)T)‘lU(t, k)g®)dt + U(x, k) —
Ux, k) [, U™ F(t, k) g (t)de

elde edilir. (33) esitliginde x = 0 alinirsa
y(0,k) = F(0,k)w — BT [ ()T TLF(t, k)g(D)dt.

y € ®i=,L,(R,) olmasi i¢in ¢ = 0 olmalidir. (31) ve (32) esitlikleri (25) de yerine koyulursa

V) = F'oo ko — F'(0k) j “UGOT U g (©dt — U (x, k) f " U0OT T g (Dt
0 X

bulunur. Son esitlikte x = 0 alinirsa

y'(0,k) = F'(0,)w + AT [ ")) TF(t, k) g(t)dt.

(34) ve (35) esitlikleri (14) sinir kosulunda yerine koyulursa
AF(0,k)w + BF'(0,k)w + (BAT — ABT)f JUOD™IF(t, k)g(t)dt =0
0

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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bulunur. Son esitlikte BAT — ABT = 0 oldugu dikkate alinirsa
(AF(0,k) + BF'(0,k))w = J(k)w = 0.

Bu ise detJ (k) # 0 oldugundan w = 0 sonucunu verir. Dolayisiyla

(k) = —F(x, k) f U MU (e, k) g(©)de — Ux, k) f JUOT) (¢, k)g(D)dt
0 X

olup ispat tamamlanir.

Sonug¢ 3.3. T}, grafi lizerine etki eden H Schrodinger operatoriiniin spektral tekilliklerinin kiimesi o4 (H)
ile gosterilsin. Bu durumda

oss(H) = {k:k € R\ {0}, detj(k) = 0}.
Ispat. Spektral tekilliklerin tanimindan ve Teorem 3.2 den ispat agiktir.
4. TARTISMA

Bu calismada merkez kosesinde Neumann kose kosullari bulunan, kenarlarinin her biri sonsuz uzunluga
sahip n kenarli (n < o) yildiz grafi I, tizerinde etki eden kompleks degerli potansiyele sahip Schrodinger
2

operatoriiniin H = — % + q;(x;) spektral 6zellikleri incelenmistir. Ele alinan problem yarim eksende ya
L

da tam eksende kompleks potansiyele sahip Schrodinger operatoriinii genellemektedir. Bunun igin
asagidaki drnekleri inceleyelim.

Ornek 4.1. n = 1 olmasi durumunda ele alian problem
—y" +q(x)y = k?y, 0 <x < o,
y'(0)=0

smir deger problemine yani yarim eksende Neumann simir kosuluna y’(0) = 0 sahip kompleks degerli
potansiyele sahip selfadjoint olmayan Schrodinger operatoriine doniismektedir. Bu operatoriin spektral
analizi i¢in [2] incelenebilir.

Ornek 4.2. n = 2 olmasi durumunda merkez kdsenin derecesi 2 olmaktadir (bkz Sekil 2). Derecesi 2 olan
ve Neumann kose kosullarina sahip koselerin silinmesi spektral analiz anlaminda bir degisiklige yol
acmamaktadir yani kosenin silinmesiyle elde edilen graf ile orijinal graf izospektraldir [19]. Dolayisiyla
merkezdeki v kdsesinin silinmesiyle elde edilen grafi ele alabiliriz. Bu ise reel ekseni (—oo, 00) vermektedir.
Dolayisiyla elde edilen problem reel eksende kompleks potansiyele sahip selfadjoint olmayan Schrédinger
operatdriinii vermektedir. Bu operatdriin spektral analizi i¢in [26, 27] incelenebilir.

ey

N

\Y

Sekil 2. 2 kenarli kompakt olmayan yildiz graf
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Literatiirde kompakt kuantum graflarin spektrumu ile ilgili oldukca fazla ¢alisma bulunmaktadir. Bu
graflarin iizerinde etki eden reel potansiyele sahip Schrodinger operatorlerinin her bir kosede (16) genel
kose kosullarina sahip olmasi durumunda spektrumun sadece izole 6zdegerlerden olustugu bilinmektedir
[19]. Ancak bu makalede ele alinan kompakt olmayan kuantum graflarin spektrumlariyla ilgili yeterli
calisma bulunmamaktadir. Ayrica literatiirde kuantum graflar iizerinde ele alinan Hamiltonyanlar genellikle
Laplace operatorii ya da reel potansiyele sahip Schrédinger operatorleridir [17-20, 23-25]. Dolayisiyla ele
alan operatorler selfadjointtir. Bizim ¢alismamizda ise kompleks potansiyele sahip Schrédinger operatorii
gbz Oniine alinmistir. Dolayisiyla elde edilen operator selfadjoint degildir ve literatiirdeki diger
calismalardan ayrigmaktadir.
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