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Öne Çıkanlar 
• Kompakt olmayan yıldız grafı ele alınmıştır. 

•.Yıldız graf üzerinde etki eden selfadjoint olmayan Schrödinger operatörü incelenmiştir. 
• Merkez köşede Neumann köşe koşulları altında operatörün spektral özellikleri araştırılmıştır. 

 
Makale Bilgileri  Özet 

Bu çalışmada 𝑛 kenarlı (𝑛 < ∞), kenarlarının her biri sonsuz uzunluğa sahip kompakt olmayan yıldız graf 

üzerine etki eden selfadjoint olmayan Schrödinger operatörünün spektral özellikleri incelenmiştir. Burada 
grafın merkez köşesi üzerinde standart ya da Neumann koşulları olarak bilinen köşe koşulları ele alınmıştır. 

Literatürde metrik graflar üzerine etki eden diferensiyel operatörlerin spektral analizi ile ilgili oldukça fazla 

çalışma bulunmaktadır. Bu graflara üzerlerine etki eden diferensiyel operatörlerle birlikte kuantum graflar 
adı verilmektedir. Kuantum grafların fen bilimleri ve mühendislikte çok sayıda uygulamaları bulunması 

nedeniyle bu alan matematiksel fiziğin son yıllarda oldukça aktif bir araştırma alanı haline gelmiştir. 

Kuantum graflarla ilgili çalışmalarda genellikle Laplace operatörleri 𝑓 → −𝑓′′ dikkate alınmaktadır. 

Bununla birlikte Schrödinger operatörü 𝑓 → −𝑓′′ + 𝑞(𝑥)𝑓 ele alınarak yapılan çalışmalar da 

bulunmaktadır. Ancak bu çalışmalarda ele alınan potansiyel 𝑞 reel değerlidir ve dolayısıyla uygun köşe 

koşullarıyla birlikte ortaya çıkan operatör selfadjointtir. Bu çalışmada ise 𝑞 potansiyeli kompleks değerli bir 

fonksiyondur. Dolayısıyla ortaya çıkan operatör selfadjoint değildir. Bu ise spektral analizin tamamen 

değişmesi anlamı taşır. Bu makalede kompakt olmayan yıldız graf üzerine etki eden kompleks değerli 

potansiyele sahip Schrödinger operatörünün özdeğerleri, spektral tekillikleri ve rezolvent operatörü elde 
edilmiştir. 
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Spectral Analysis of Non-selfadjoint Schrödinger Operator on Non-compact Star Graph 

 

Highlights 
• Non-compact star graph is taken under consideration.  

• Non-selfadjoint Schrödinger operator acting on star graph is investigated. 

• Spectral properties of the operator subject to Neumann conditions at the central vertex is studied. 

 
Article Info 

  

Abstract 
In this study, spectral properties of non-selfadjoint Schrödinger operator on non-compact star graph with 𝑛 

vertices having infinite length are investigated. Here, the vertex conditions on the central vertex are the 

conditions known as standard or Neumann conditions. There are numerous studies on the differential 

operators on metric graphs in the literature. These metric graphs together with the differential operators 
acting on them are called quantum graphs. Due to various applications of quantum graphs in science and 

engineering, it is an active field of research in mathematical physics in recent years. Most of the studies on 

quantum graphs concern Laplace operators 𝑓 → −𝑓′′. On the other hand there are some studies in which 

Schrödinger operators 𝑓 → −𝑓′′ + 𝑞(𝑥)𝑓 are considered. In these studies, the potential 𝑞 is real-valued and 

hence the operator is selfadjoint with appropriate vertex conditions. However in this study, the potential 𝑞 is 

complex-valued. Therefore, the resulting operator is non-selfadjoint. This means that the spectral analysis 

completely changes. In this paper, eigenvalues, spectral singularities and the resolvent operator of the 
Schrödinger operator with complex-valued potential acting on non-compact star graph are obtained.  
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1. GİRİŞ 

 

Yarım eksende tek boyutlu Schrödinger denklemi 

  

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑘2𝑦, 0 < 𝑥 < ∞                                                                                                              (1) 

 

olarak verilmektedir. Burada 𝑘2 spektral parametre, 𝑞 potansiyel fonksiyonudur. (1) denklemi kuantum 

fizikte çok önemli bir yere sahiptir. Burada 𝑞 potansiyeli reel değerli, 𝑞 ∈ 𝐿2(0,∞) ve ℎ ∈ ℝ olmak üzere  

 

𝑦′(0) − ℎ𝑦(0) = 0                                                                                                                                       (2) 

 

sınır koşulu ele alınırsa selfadjoint Schrödinger operatörü elde edilir. Bu operatörün spektral analizi detaylı 

olarak ele alınmıştır. Selfadjoint Schrödinger denklemiyle ilgili sonuçların bir derlemesi için [1] 

incelenebilir. (1) denkleminde 𝑞 potansiyeli kompleks değerli bir fonksiyon olsun. 𝑞 fonksiyonu 

  

∫ (1 + 𝑡)‖𝑞(𝑡)‖𝑑𝑡
∞

0

< ∞ 

 

koşulunu sağlasın. (2) sınır koşulunda ℎ ∈ ℂ alınırsa elde edilen operatör selfadjoint olmayan singüler 

Schrödinger operatörüdür. Bu operatörün spektral analizi Naimark tarafından yapılmıştır [2]. Bu operatörün 

spektrumu sürekli spektrum ve nokta spektrumdan oluşmaktadır. Ayrıca sürekli spektrumda spektral 

tekillik adı verilen bazı noktalar tespit edilmiştir. Bu noktalar nokta spektrumda yer almayıp, rezolvent 

operatörünün çekirdeğinin kutup noktalarıdır. Spektral tekilliklerin fiziksel anlamı ve uygulamaları için [3, 

4] incelenebilir.    

 

Yarım eksende matris Schrödinger denklemi 

  

−𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑘2𝑦, 0 < 𝑥 < ∞                                                                                                             (3) 

 

şeklinde verilmektedir. Burada 𝑘2 spektral parametre, 𝑄, 𝑛 × 𝑛 matris değerli fonksiyon ve 𝑦(𝑥, 𝑘) dalga 

fonksiyonu bir vektör değerli fonksiyondur. (3) denkleminde 𝑛 = 1 alınırsa (1) denkleminin elde edileceği 

açıktır. Dolayısıyla matris Schrödinger denklemleri skaler Schrödinger denklemlerini genellemektedir. 

Ayrıca matris Schrödinger denklemlerinin fizikte uygulamaları vardır. Örneğin; elastiklik teorisinde, 

elektromagnetik dalgaların tanımlanmasında ve nükleer yapılarda matris Schrödinger denklemleri 

kullanılmaktadır. Bu denklemler aynı zamanda kuantum mekaniğindeki saçılma problemleriyle ve özellikle 

kuantum graflarıyla yakından ilişkilidir. Bu nedenle matris Schrödinger denklemleri ile ilgili son yıllarda 

oldukça fazla sayıda çalışmalar yapılmaktadır. Selfadjoint matris Schrödinger operatörleri ile ilgili detaylı 

bilgilere [5, 6] kaynaklarından ulaşılabilir. 𝑄 matris değerli fonksiyonu selfadjoint, (0,∞) aralığında 

Lebesgue ölçülebilir ve sonlu birinci momente sahip olsun yani 

 

∫ (1 + 𝑡)‖𝑄(𝑡)‖𝑑𝑡
∞

0
< ∞                                                                                                                            (4) 

 

eşitsizliği herhangi bir ‖, ‖ matris normu için sağlansın. 𝑥 = 0 noktasındaki en genel selfadjoint sınır 

koşulları 

  

𝑀𝑦(0) + N𝑦′(0) = 0                                                                                                                                  (5) 

 

şeklinde verilebilir [7]. Burada 𝑀 ve 𝑁, 𝑛 × 𝑛 tipinde sabit matrisleri aşağıdaki koşulları sağlamaktadır; 

 

𝑀𝑁∗ = 𝑁𝑀∗,                                                                                                                                                  (6)    

                  

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑀|𝑁) = 𝑛.                                                                                                                                          (7) 
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Burada ”*” matris adjointi göstermektedir. (3)-(7) eşitlikleriyle üretilen matris Schrödinger operatörü 

selfadjointtir [5, 6].  

 

Literatürde selfadjoint olmayan matris Schrödinger operatörleri ile ilgili çalışmalar da bulunmaktadır [8-

10]. Bu çalışmalarda (3) denklemindeki 𝑛 × 𝑛 matris potansiyeli 𝑄 selfadjoint (Hermityen) değildir. [8] 

çalışmasında 𝑥 = 0 noktasında Dirichlet sınır koşulu ve [9, 10] çalışmalarında 𝑥 = 0 noktasında spektral 

parametreye bağlı sınır koşulları ele alınmıştır. Bu çalışmalarda elde edilen sonuçlar [1] de elde edilen 

sonuçları genellemektedir. Bu çalışmalarda selfadjoint olmayan matris Schrödinger operatörlerinin 

özdeğerleri, spektral tekillikleri ve rezolvent operatörleri elde edilmiş ve bunların 𝑄 potansiyeli üzerindeki 

bazı koşullar altında özellikleri incelenmiştir [8-10].  

 

Şimdiye kadar bahsedilen matris Schrödinger operatörleri ile ilgili çalışmalarda (3) denklemindeki 𝑛 × 𝑛 

matris potansiyeli 𝑄 sonlu boyutlu bir operatör (matris) dür yani 𝑛 < ∞ dur [5-10]. 𝑄 potansiyelinin sonsuz 

boyutlu bir Hilbert uzayında tanımlı bir operatör olması durumunda (3) denklemine yarım eksende 

Schrödinger operatör denklemi adı verilir. Bu konudaki ilk çalışma [11] de ele alınmıştır. Burada (3) 

denklemindeki 𝑄 potansiyelinin sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayında tanımlı tamamen sürekli ve selfadjoint 

bir operatör fonksiyonu olması durumu incelenmiştir. Bu çalışmada orijinde Dirichlet sınır koşulu altında 

operatörün nokta spektrumu araştırılmıştır. Burada elde edilen operatör selfadjointtir. Son yıllarda 

selfadjoint olmayan operatör katsayılı Schrödinger operatör denklemleri ile ilgili çalışmalar yapılmaktadır 

[12-16]. Bu çalışmalarda ele alınan 𝑄 potansiyeli ise sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayında tanımlı tamamen 

sürekli ve selfadjoint olmayan bir operatör fonksiyonudur. Dolayısıyla elde edilen operatörler selfadjoint 

değildir. Açıkça görülmektedir ki, [11-16] da ele alınan Schrödinger operatör denklemi ile ilgili çalışmalar 

matris Schrödinger denklemleri ile ilgili çalışmaları genellemekte ve problemleri sonsuz boyuta 

taşımaktadır. Problemin sonsuz boyutta ele alınması probleme yenilik ve orijinallik katmasının yanı sıra 

operatör teorinin kullanılmasına olanak tanıyarak problemin daha da zenginleşmesini sağlamaktadır.  

 

Graflar üzerinde etki eden diferensiyel operatörler ilk olarak [17, 18] de ele alınmıştır. Bu çalışmalarda 

kompakt ve kompakt olmayan graflar üzerinde reel değerli potansiyele sahip Schrödinger operatörü 

incelenmiştir. Literatürde diferensiyel operatörlerin etki ettiği graflara metrik graflar adı verilir. Kısaca bir 

metrik graf, bir grafın kenarlarına pozitif bir uzunluk ve yön atanmasıyla elde edilir. Γ bir metrik graf ve 

𝐻, Γ üzerine etki eden bir diferensiyel operatör olsun. Ayrıca grafın her bir köşesi üzerinde köşe koşulları 

olarak bilinen sınır koşulları verilsin. Literatürde (Γ, 𝐻) ikilisine verilen köşe koşullarıyla birlikte kuantum 

graf adı verilmektedir. Kuantum graflar üzerine son yıllarda oldukça fazla sayıda çalışma yapılmıştır 

(yapılan çalışmaların bir derlemesi için [19, 20] incelenebilir). Bu konuda giderek artan ilginin nedeni 

kuantum grafların kuantum fiziğindeki uygulamalarının keşfedilmesidir. Ayrıca kuantum graflar 

matematik, fizik, kimya, mühendislik ve nanoteknoloji alanlarındaki problemlerin modellenmesinde 

kullanılmaktadır. Özel olarak kuantum graflar bir grafın komşuluğundaki bölgede dalga yayılımını 

modellemek için kullanılmaktadır [20]. Bu modeller organik kimya, mezoskopik fizik, nanoteknoloji, 

fotonik kristaller, saçılım teorisi, kuantum kaos vs. gibi alanlarda karşımıza çıkmaktadır [20]. Ayrıca 

kuantum graflar matris Schrödinger denklemleriyle yakından ilişkilidir.       

 

Γ𝑛, kenarlarının her biri sonsuz uzunluğa sahip 𝑛 kenarlı (𝑛 < ∞) yıldız grafı göstersin (bkz Şekil 1). Γ𝑛 

üzerinde Schrödinger operatörünü 𝐻 ≔ −
𝑑2

𝑑𝑥𝑖
2 + 𝑞𝑖(𝑥𝑖) ele alalım. Burada 𝑥𝑖 koordinatı yerine basitlik 

olması açısından 𝑥 yazılabilir. Ayrıca burada 𝑞𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑛) potansiyelleri kompleks değerli 

fonksiyonlar olup (0,∞) aralığında Lebesgue ölçülebilir ve sonlu birinci momente sahip olsunlar yani 

 

∫ (1 + 𝑡)|𝑞𝑖(𝑡)|𝑑𝑡
∞

0
< ∞, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                                                                                                                             (8) 

 

Star graflar üzerinde etki eden diferensiyel operatörleri ilgili detaylı bilgi için [21] incelenebilir. Merkez 

köşede (bkz Şekil 1) standart ya da Neumann köşe koşulları olarak bilinen ve kuantum graflarda en yaygın 

olarak kullanılan köşe koşullarının bulunduğunu kabul edelim. Bu koşullar aşağıdaki gibi ifade edilir; 
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Şekil 1. 𝑛 kenarlı kompakt olmayan yıldız graf 

 

𝑦𝑖(0) = 𝑦𝑗(0), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛,                                                                                                                          (9) 

∑ 𝑦𝑖
′(0)𝑛

𝑖=1 = 0.                                                                                                                                           (10) 

(9)-(10) koşullarını 

  

𝐴𝐹𝑣 + 𝐵𝐹𝑣
′ = 0                                                                                                                                          (11) 

 

şeklinde matris formunda ifade edebiliriz. Burada  

 

𝐹𝑣 = [

𝑦1(0)

𝑦2(0)
⋮

𝑦𝑛(0)

] , 𝐹𝑣
′ = [

𝑦1
′(0)

𝑦2
′(0)
⋮

𝑦𝑛
′(0)

],  

 

ve 𝐴 ve 𝐵 matrisleri 𝑛 × 𝑛 tipinde matrisler olup 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
1
0
⋮
0
0

−1
1
⋮
0
0

0
−1
⋮
0
0

0
0
⋮
0
0

…
…
⋮
…
…

0
0
⋮
1
0

0
0
⋮

−1
0 ]

 
 
 
 

, 𝐵 = [

0 0
⋮ ⋮

… 0
⋮ ⋮

0 0
1 1

… 0
… 1

]                                                                     (12) 

 

şeklindedir. (11) köşe koşullarıyla verilen (Γ𝑛, 𝐻) kuantum grafına karşılık 

  

𝐿2(Γ𝑛) ≔ ⨁𝑖=1
𝑛 𝐿2(ℝ+),  ℝ+ ≔ (0,∞)  

 

uzayında 

 

𝐻𝐴,𝐵𝑦 ≔ −𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦, 0 < 𝑥 < ∞                                                                                                        (13) 

 

matris Schrödinger operatörünü elde edebiliriz. Burada 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)𝑇 , 𝑦𝑖 ∈ 𝐿2(ℝ+), (𝑖 = 1,2,… , 𝑛) 

ve 𝑄(𝑥) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞1(𝑥), 𝑞2(𝑥),… , 𝑞𝑛(𝑥)), 𝑛 × 𝑛 tipinde diyagonal matristir. Burada 𝑀𝑇 ile 𝑀 matrisinin 

transpozu gösterilmektedir. Sınır koşulları ise 

 

𝐴𝑦(0) + 𝐵𝑦′(0) = 0                                                                                                                                  (14) 

v 
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şeklindedir. Burada 𝐴 ve 𝐵 matrisleri (12) eşitliğiyle verilen matrislerdir. Dikkat edilirse (13) ve (14) 

tarafından üretilen operatör selfadjoint değildir. Açıkça görülmektedir ki (11) köşe koşullarıyla verilen 

(Γ𝑛, 𝐻) kuantum grafı ile (13) eşitliği ile verilen ve (14) sınır koşuluna sahip matris Schrödinger operatörü 

spektral analiz anlamında eşdeğerdir. Bu makalede (11) köşe koşullarıyla verilen (Γ𝑛 , 𝐻) kuantum grafının 

spektral özellikleri incelenecektir. Özel olarak bu selfadjoint olmayan operatörün nokta spektrumu, spektral 

tekillikleri ve rezolvent operatörü elde edilecektir. Bunun için (13) ile verilen ve (14) sınır koşuluna sahip 

matris Schrödinger operatörünün spektral özellikleri kullanılacaktır. (13) ile verilen ve 𝑄(𝑥) =
𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞1(𝑥), 𝑞2(𝑥),… , 𝑞𝑛(𝑥)) şeklinde potansiyele sahip, orijinde Dirichlet sınır koşuluna sahip selfadjoint 

olmayan matris Schrödinger operatörünün spektral analizi [22] de yapılmıştır. Ancak bizim çalışmamızda 

ele alınan sınır koşulları (14) eşitliğiyle verilen genel sınır koşullarıdır. Dikkat edilecek olursa (14) 

eşitliğinde 𝐴 = 𝐼𝑛 ve 𝐵 = 0𝑛 alınması ile Dirichlet koşulu elde edilir, burada 𝐼𝑛 ile 𝑛 × 𝑛 tipindeki birim 

matris, 0𝑛 ile 𝑛 × 𝑛 tipindeki sıfır matrisi gösterilmektedir. Dolayısıyla bizim çalışmamızda ele alınan 

problem daha geneldir.  

 

Kuantum graflarda genel olarak Laplace operatörü 𝐿 ≔ −
𝑑2

𝑑𝑥2 ele alınmaktadır [19, 20]. Bununla birlikte 

Schrödinger operatörünü 𝑆 ≔ −
𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑞(𝑥) inceleyen çalışmalar da bulunmaktadır [23-25]. Bu 

çalışmalarda ele alınan potansiyeller (𝑞 fonksiyonları) reel değerlidir. Dolayısıyla selfadjoint köşe koşulları 

kullanılarak selfadjoint kuantum graflar elde edilmiş ve spektral analizi incelenmiştir [19, 20, 23-25]. 

Ancak bizim çalışmamızda ele alınan kompakt olmayan yıldız graf üzerindeki Schrödinger operatörü 

kompleks değerli 𝑞 potansiyeline sahiptir. Bu özellik ele alınan kuantum grafı selfadjoint olmayan bir graf 

yapmakta ve literatürdeki geçmiş çalışmalardan ayırmaktadır. Ayrıca kompakt kuantum grafların 

spektrumunun ayrık olduğu bilinmesine rağmen bu makalede ele alınan kompakt olmayan kuantum 

grafların spektral özellikleriyle ilgili yeterince çalışma bulunmamaktadır. 

 

Bu makale 4 bölümden oluşmaktadır. 2. bölümde kuantum graflar ve yarım eksende matris Schrödinger 

operatörü ile ilgili ön bilgiler verilecektir. 3. bölümde kompakt olmayan yıldız graf üzerinde etki eden 

kompleks potansiyele sahip Schrödinger operatörünün spektral analizi ile ilgili elde edilen sonuçlar 

verilecektir. 4. Bölüm olan Tartışma bölümünde ise elde edilen sonuçlar literatürdeki diğer çalışmalarla 

kıyaslanacaktır.  

 

2. ÖN BİLGİLER 

 

Bu bölümde kuantum graflar ve yarım eksende matris Schrödinger operatörü ile ilgili genel bilgiler 

verilecektir.  

 

Tanım 2.1. Γ, 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚} kenar kümesine ve 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑟} köşe kümesine sahip bir graf 

olsun. Eğer her bir 𝑒 ∈ 𝐸 kenarına pozitif bir 𝑙𝑒 uzunluğu ve bir yön atarsak elde edilen grafa bir metrik 

graf denir. Bir metrik grafta her bir 𝑒 ∈ 𝐸 kenarı reel eksenin [0, 𝑙𝑒] şeklindeki sonlu ya da sonsuz bir 

aralığıyla ve graf üzerindeki her bir 𝑥 noktası [0, 𝑙𝑒] aralığındaki bir 𝑥𝑒 koordinatı ile eşleştirilebilir. Eğer 

𝐸 kümesi herbiri sonlu uzunluğa sahip sonlu sayıda kenar içeriyorsa Γ ya kompakt graf aksi halde kompakt 

olmayan graf denir [19]. Γ metrik grafı üzerinde tanımlanan bir 𝑓 fonksiyonu grafın her bir kenarı üzerinde 

tanımlı fonksiyonların oluşturduğu vektör değerli bir fonksiyon olarak düşünülebilir, yani 

 

𝑓 = (𝑓|𝑒1
, 𝑓|𝑒2

, … , 𝑓|𝑒𝑚
) 

 

şeklindedir. Burada her 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 için 

 

𝑓|𝑒𝑖
: [0, 𝑙𝑒𝑖

] → ℂ 

 

şeklindedir. Γ üzerinde bir diferensiyel operatörü tanımlamak için Γ üzerindeki fonksiyonların 

 

𝐿2(Γ) ≔ ⨁𝑖=1
𝑚 𝐿2[0, 𝑙𝑒𝑖

] 
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Hilbert uzayı tanımlanır. Γ üzerinde Hamiltonyan olarak adlandırılan diferensiyel operatörleri 𝐿2(Γ) uzayı 

üzerinde tanımlanır. Genellikle Hamiltonyan olarak Schrödinger operatörü 

 

𝐻 ≔ −
𝑑2

𝑑𝑥𝑖
2 + 𝑞𝑖(𝑥𝑖)                                                                                                                                 (15) 

 

ele alınır. Burada 𝑥𝑖 koordinatı yerine basitlik olması açısından 𝑥 yazılabilir. Ayrıca Γ üzerindeki her köşe 

için köşe koşulları olarak bilinen sınır koşullarına ihtiyaç duyulur. Köşe koşulları bir 𝑓 fonksiyonunun ve 

birinci türevinin o köşedeki değerlerini ilişkilendirir. Literatürde en çok kullanılan köşe koşulları standart 

ya da Neumann köşe koşulları olarak bilinen koşullardır. Bir 𝑣 ∈ 𝑉 köşesi için Neumann koşulları aşağıdaki 

şekilde verilir; 

1. 𝑓, 𝑣 köşesinde süreklidir yani 𝑣 köşesine komşu olan her 𝑒𝑖 ve 𝑒𝑗 kenarı için 𝑓|𝑒𝑖
(𝑣) = 𝑓|𝑒𝑗

(𝑣), 

2. ∑
𝑑𝑓

𝑑𝑥𝑒∼𝑣 (𝑣) = 0 dır.  Burada toplam 𝑣 köşesine komşu olan 𝑒 kenarları üzerinden alınmaktadır ve 

türevler köşeden kenara giden yönde alınmaktadır [19].  

Bir 𝑣 ∈ 𝑉 köşesindeki köşe koşulları matrisler yardımıyla ifade edilebilir. 𝑣 köşesine komşu olan kenarlar 

𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑑 olsun. Bu durumda  

 

𝐹𝑣: = [

𝑓1(𝑣)

𝑓2(𝑣)
⋮

𝑓𝑑(𝑣)

] , 𝐹𝑣
′: =

[
 
 
 
𝑓1

′(𝑣)

𝑓2
′(𝑣)
⋮

𝑓𝑑
′(𝑣)]

 
 
 

 

 

vektörlerini tanımlayalım. Burada 𝑓𝑖 = 𝑓|𝑒𝑖
 dir. 𝐶𝑣 ve 𝐷𝑣 matrisleri 𝑑 × 𝑑 tipinde olmak üzere 𝑣 köşesindeki 

en genel köşe koşulları 

  

𝐶𝑣𝐹𝑣 + 𝐷𝑣𝐹𝑣
′ = 0                                                                                                                                          (16) 

 

şeklinde ifade edilir [19]. 𝐻2(𝑒) ile 𝑒 kenarı üzerinde ikinci mertebeden zayıf türevleri 𝐿2(𝑒) uzayında 

bulunan fonksiyonların Sobolev uzayını gösterelim. (15) eşitliği ile verilen 𝐻 Hamiltonyanının tanım 

kümesi aşağıdaki özellikleri sağlayan 𝑓 ∈ 𝐿2(Γ) fonksiyonlarından oluşur; 

• Her bir 𝑒 ∈ 𝐸 kenarı için 𝑓|𝑒 ∈ 𝐻2(𝑒), 

• Her 𝑣 ∈ 𝑉 köşesinde (16) köşe koşulları sağlanır. 

Eğer 𝐸 kümesi sonlu ise (15) eşitliği ile verilen 𝐻 Hamiltonyanının selfadjoint olması için gerek ve yeter 

şart her 𝑣 ∈ 𝑉 köşesinde 

  

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶𝑣|𝐷𝑣) = 𝑑𝑣 , 𝐶𝑣𝐷𝑣
∗ = 𝐷𝑣𝐶𝑣

∗  

 

koşullarının sağlanmasıdır [19]. Burada 𝑑𝑣 ile 𝑣 köşesinin derecesi, 𝑀∗ ile 𝑀 matrisinin adjointi 

gösterilmektedir. Ayrıca eğer Γ kompakt ise (15) eşitliği ile verilen 𝐻 Hamiltonyanının spektrumu ayrıktır 

yani spektrum her biri sonlu katlılığa sahip izole özdeğerlerden meydana gelmektedir [19].  

 

(13) eşitliği ile verilen 𝐻𝐴,𝐵 matris Schrödinger operatörünün özdeğer denklemini 

  

−𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑘2𝑦                                                                                                                                 (17) 

 

ele alalım. Burada 𝑘2 spektral parametre, 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)𝑇 , 𝑦𝑖 ∈ 𝐿2(ℝ+), (𝑖 = 1,2,… , 𝑛) ve 𝑄(𝑥) =
𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞1(𝑥), 𝑞2(𝑥),… , 𝑞𝑛(𝑥)) olup 𝑞𝑖 fonksiyonları kompleks değerlidir. (14) eşitliği ile verilen sınır 

koşullarını ele alalım. Bu şekilde elde edilen 𝐻𝐴,𝐵 operatörü selfadjoint değildir. 

 

(17) denkleminin 

  

𝐹(𝑥, 𝑘) = 𝑒𝑖𝑘𝑥[𝐼𝑛 + 𝑜(1)], 𝐹𝑥(𝑥, 𝑘) = 𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥[𝐼𝑛 + 𝑜(1)], 𝑥 → ∞, 𝑘 ∈ ℂ+
̅̅̅̅ \{0}                                   (18) 
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asimptotik bağıntılarını sağlayan bir 𝑛 × 𝑛 matris çözümü 𝐹(𝑥, 𝑘) vardır [5]. 𝐹(𝑥, 𝑘) çözümüne (17) 

denkleminin Jost çözümü denir. Burada ℂ+ ile kompleks düzlemin üst yarısı, ℂ+
̅̅̅̅  ile onun kapanışı 

gösterilmektedir. Ayrıca 𝑒𝑖(𝑥, 𝑘), −𝑦′′ + 𝑞𝑖(𝑥)𝑦 = 𝑘2𝑦 denkleminin Jost çözümü olmak üzere (𝑖 =
1,2,… , 𝑛) 

 

𝐹(𝑥, 𝑘) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑒1(𝑥, 𝑘), 𝑒2(𝑥, 𝑘),… , 𝑒𝑛(𝑥, 𝑘)) 

 

biçimindedir [22].  

 

(12) eşitliğiyle verilen 𝐴 ve 𝐵 matrislerinin 

  

𝐴𝐵𝑇 − 𝐵𝐴𝑇 = 0                                                                                                                                           (19) 

 

eşitliğini sağladığı kolayca görülebilir. Dolayısıyla (17) denkleminin 

 

𝑈(0, 𝑘) = 𝐵𝑇 , 𝑈′(0, 𝑘) = −𝐴𝑇                                                                                                                  (20) 

 

başlangıç koşullarını sağlayan bir 𝑛 × 𝑛 matris çözümü 𝑈(𝑥, 𝑘) vardır [5]. Benzer şekilde 𝑈(𝑥, 𝑘) da bir 

diyagonal matristir. (17) denkleminin her 𝑦(𝑥, 𝑘) vektör çözümü 

 

𝑦(𝑥, 𝑘) = 𝐹(𝑥, 𝑘)𝛼 + 𝑈(𝑥, 𝑘)𝛽 

 

şeklinde yazılabilir [5]. Burada 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ𝑛 sabit vektörlerdir.  

 

𝑌(𝑥, 𝑘) ve 𝑍(𝑥, 𝑘) fonksiyonları (17) denkleminin 𝑛 × 𝑛 tipinde iki matris çözümü olsun. 𝑌(𝑥, 𝑘) ve 

𝑍(𝑥, 𝑘) diyagonal matrisler olduğundan 𝑌(𝑥, 𝑘) ve 𝑍(𝑥, 𝑘) çözümlerinin Wronskiyanı olan 

 
[𝑌, 𝑍] ≔ 𝑌𝑍′ − 𝑌′𝑍 

 

ifadesinin 𝑥 değişkeninden bağımsız olduğu kolayca gösterilebilir.  

  
3. SONUÇLAR 

 

Γ𝑛, kenarlarının her biri sonsuz uzunluğa sahip 𝑛 kenarlı (𝑛 < ∞) yıldız grafı göstersin (bkz Şekil 1). Γ𝑛 

üzerinde Schrödinger operatörünü 𝐻 = −
𝑑2

𝑑𝑥𝑖
2 + 𝑞𝑖(𝑥𝑖) ele alalım. Burada 𝑞𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑛) potansiyelleri 

kompleks değerli fonksiyonlar olup (0,∞) aralığında Lebesgue ölçülebilir ve sonlu birinci momente sahip 

olsunlar. Merkez köşede (11) eşitliğiyle verilen Neumann köşe koşulları ele alınsın. Bu özellikleri sağlayan 

kuantum grafı (Γ𝑛, 𝐻) ile gösterelim. Bu bölümde (Γ𝑛, 𝐻) kuantum grafının spektral analizi ile ilgili elde 

edilen sonuçlar verilecektir. 

 

Teorem 3.1. Γ𝑛 grafı üzerine etki eden 𝐻 Schrödinger operatörünün özdeğerleri kümesi 𝜎𝑑(𝐻) ile 

gösterilsin. Bu durumda 𝐽(𝑘) ≔ 𝐴𝐹(0, 𝑘) + 𝐵𝐹′(0, 𝑘) olmak üzere 

 

𝜎𝑑(𝐻) = {𝑘2: 𝑘 ∈ ℂ+, 𝑑𝑒𝑡𝐽(𝑘) = 0}. 
 

İspat. Açıkça görülmektedir ki (11) köşe koşullarıyla verilen (Γ𝑛, 𝐻) kuantum grafı ile (13) eşitliği ile 

verilen ve (14) sınır koşuluna sahip matris Schrödinger operatörünün özdeğerleri aynıdır. Dolayısıyla (13)-

(14) sınır değer probleminin özdeğerlerini bulmamız yeterlidir. 𝑦(𝑥, 𝑘) vektör fonksiyonu (13)-(14) sınır 

değer probleminin 𝑘2 özdeğerine karşılık gelen bir özfonksiyonu olsun. 

  

𝑦(𝑥, 𝑘) = 𝐹(𝑥, 𝑘)𝛼 + 𝑈(𝑥, 𝑘)𝛽 

 

olacak şekilde 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ𝑛 sabit vektörleri vardır (bkz 2. Bölüm).  
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𝑦 ∈ 𝐿2(Γ𝑛) = ⨁𝑖=1
𝑛 𝐿2(ℝ+) 

 

olduğundan 𝛽 = 0 olmalıdır. 𝑦(𝑥, 𝑘) = 𝐹(𝑥, 𝑘)𝛼 fonksiyonu (14) sınır koşulunu sağladığından 

  

(𝐴 𝐹(0, 𝑘) + 𝐵𝐹′(0, 𝑘))𝛼 = 0 

 

olur. 𝛼 ≠ 0 olduğundan 

 

𝐽(𝑘) = 𝐴𝐹(0, 𝑘) + 𝐵𝐹′(0, 𝑘)                                                                                                                    (21) 

 

matrisi tersinir değildir. Tersine, 𝐽(𝑘) matrisi tersinir değil olsun. Bu durumda 𝐽(𝑘)𝛼 = 0 ve 𝛼 ≠ 0 olacak 

biçimde en az bir 𝛼 ∈ ℂ𝑛 sabit bir vektörü vardır. 𝑦(𝑥, 𝑘):= 𝐹(𝑥, 𝑘)𝛼 vektör fonksiyonunu ele alalım. 𝑦 ∈
𝐿2(Γ𝑛) olduğu bilinmektedir [5]. Ayrıca (14) sınır koşulu 

  

𝐴𝑦(0) + 𝐵𝑦′(0) = (𝐴 𝐹(0, 𝑘) + 𝐵𝐹′(0, 𝑘))𝛼 = 𝐽(𝑘)𝛼 = 0 

 

sağlanır. Dolayısıyla 𝑦(𝑥, 𝑘) bir özfonksiyondur.  

 

Teorem 3.2. Γ𝑛 grafı üzerine etki eden 𝐻 Schrödinger operatörünün rezolvent kümesi 𝜌(𝐻) ile 

gösterilsin. Bu durumda 

   
𝜌(𝐻) = {𝑘2:  𝑘 ∈ ℂ+, 𝑑𝑒𝑡𝐽(𝑘) ≠ 0}                                                                                                                  (22) 
 

şeklindedir. Ayrıca 𝑅𝑘(𝐻) = (𝐻 − 𝑘2𝐼) rezolvent operatörü 𝑔 ∈ ⨁𝑖=1
𝑛 𝐿2(ℝ+) olmak üzere 

 

𝑅𝑘(𝐻)𝑔(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡; 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
  

 

biçimindedir. Burada çekirdek fonksiyonu 

 

𝐾(𝑥, 𝑡; 𝑘) = {
−𝐹(𝑥, 𝑘)(𝐽(𝑘)𝑇)−1𝑈(𝑡, 𝑘), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥,

−𝑈(𝑥, 𝑘)(𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘), 𝑥 < 𝑡 < ∞
 

 

şeklindedir.  

 

İspat. (22) eşitliği Teorem 1 in bir sonucudur. Açıkça görülmektedir ki (11) köşe koşullarıyla verilen 

(Γ𝑛, 𝐻) kuantum grafı ile (13) eşitliği ile verilen ve (14) sınır koşuluna sahip matris Schrödinger 

operatörünün rezolvent operatörü aynıdır. 𝑅𝑘(𝐻) = (𝐻 − 𝑘2𝐼) rezolvent operatörünü oluşturmak için 

  
−𝑦′′ + 𝑄(𝑥)𝑦 − 𝑘2𝑦 = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ (0,∞)                                                                                                          (23) 

 

denkleminin genel çözümünü bulmalıyız. Burada 𝑘2 ∈ 𝜌(𝐻) yani 𝑘 ∈ ℂ+, 𝑑𝑒𝑡𝐽(𝑘) ≠ 0 olup 𝑦, 𝑔 ∈
⨁𝑖=1

𝑛 𝐿2(ℝ+) ve 𝑦(𝑥, 𝑘) vektör değerli fonksiyonu (14) sınır koşulunu sağlar. 𝑦(𝑥, 𝑘) vektör değerli 

fonksiyonu 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ𝑛 sabit vektörler olmak üzere 

 

𝑦(𝑥, 𝑘) = 𝐹(𝑥, 𝑘)𝛼 + 𝑈(𝑥, 𝑘)𝛽 

 

şeklinde yazılabilir (bkz 2. Bölüm). Parametrelerin değişimi yöntemini kullanarak (23) denkleminin genel 

çözümünü 

  

𝑦(𝑥, 𝑘) = 𝐹(𝑥, 𝑘)𝑎(𝑥) + 𝑈(𝑥, 𝑘)𝑏(𝑥)                                                                                                       (24) 

 

biçiminde arayalım. Burada 𝑎(𝑥) ve 𝑏(𝑥) fonksiyonları vektör değerli fonksiyonlardır. (24) eşitliğinin 𝑥 e 

göre türevi alınırsa  
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𝑦′(𝑥, 𝑘) =  𝐹′(𝑥, 𝑘)𝑎(𝑥) + 𝐹(𝑥, 𝑘)𝑎′(𝑥) + 𝑈′(𝑥, 𝑘)𝑏(𝑥) + 𝑈(𝑥, 𝑘)𝑏′(𝑥).                                                   (25) 
 

(25) eşitliğinde 

  

𝐹(𝑥, 𝑘)𝑎′(𝑥) + 𝑈(𝑥, 𝑘)𝑏′(𝑥) = 0                                                                                                                         (26) 
 

olduğunu kabul edelim. (25) eşitliğinin 𝑥 e göre türevi alınırsa 

  

𝑦′′(𝑥, 𝑘) =  𝐹′′(𝑥, 𝑘)𝑎(𝑥) + 𝐹′(𝑥, 𝑘)𝑎′(𝑥) + 𝑈′′(𝑥, 𝑘)𝑏(𝑥) + 𝑈′(𝑥, 𝑘)𝑏′(𝑥).                                              (27) 

 

(24) ve (27) eşitliklerini (23) de yerine koyarsak 

 

𝐹′(𝑥, 𝑘)𝑎′(𝑥) + 𝑈′(𝑥, 𝑘)𝑏′(𝑥) = −𝑔(𝑥).                                                                                                  (28) 

 

(26) eşitliğini soldan 𝐹′(𝑥, 𝑘) ile (28) eşitliğini soldan −𝐹(𝑥, 𝑘) ile çarpıp taraf tarafa toplarsak 

 
[𝐹, 𝑈]𝑏′(𝑥) = −𝐹(𝑥, 𝑘)𝑔(𝑥)                                                                                                                    (29) 

 

bulunur. [𝐹, 𝑈] Wronskiyanı 𝑥 den bağımsız olduğundan (bkz 2. Bölüm) (20) eşitliğinden 

 

[𝐹, 𝑈] = [𝐹, 𝑈](0) = 𝐹(0, 𝑘)𝑈′(0, 𝑘) − 𝐹′(0, 𝑘)𝑈(0, 𝑘) = −𝐹(0, 𝑘)𝐴𝑇 − 𝐹′(0, 𝑘)𝐵𝑇 = −𝐽(𝑘)𝑇 .        (30) 

 

 𝑑𝑒𝑡𝐽(𝑘) ≠ 0  olduğundan 𝐽(𝑘)𝑇 tersinirdir ve (29) eşitliğinden 

 

𝑏(𝑥) = 𝜑 − ∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑥
.                                                                                                   (31) 

 

Benzer şekilde  

 

𝑎(𝑥) = 𝜔 − ∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝑈(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
                                                                                                   (32) 

 

elde edilir. (31) ve (32) eşitlikleri (24) de yerine koyulursa 

 

𝑦(𝑥, 𝑘) = 𝐹(𝑥, 𝑘)𝜔 − 𝐹(𝑥, 𝑘)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝑈(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
+ 𝑈(𝑥, 𝑘)𝜑 −

𝑈(𝑥, 𝑘)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑥
                                                                                                          (33) 

 

elde edilir. (33) eşitliğinde 𝑥 = 0 alınırsa 

 

𝑦(0, 𝑘) = 𝐹(0, 𝑘)𝜔 − 𝐵𝑇 ∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
.                                                                              (34) 

 

𝑦 ∈ ⨁𝑖=1
𝑛 𝐿2(ℝ+) olması için 𝜑 = 0 olmalıdır. (31) ve (32) eşitlikleri (25) de yerine koyulursa     

                                                                         

𝑦′(𝑥, 𝑘) =  𝐹′(𝑥, 𝑘)𝜔 − 𝐹′(𝑥, 𝑘)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝑈(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

− 𝑈′(𝑥, 𝑘)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑥

 

 

bulunur. Son eşitlikte 𝑥 = 0 alınırsa 

 

𝑦′(0, 𝑘) =  𝐹′(0, 𝑘)𝜔 + 𝐴𝑇 ∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
.                                                                          (35) 

 

 

(34) ve (35) eşitlikleri (14) sınır koşulunda yerine koyulursa 

𝐴𝐹(0, 𝑘)𝜔 + 𝐵𝐹′(0, 𝑘)𝜔 + (𝐵𝐴𝑇 − 𝐴𝐵𝑇)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 0 
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bulunur. Son eşitlikte 𝐵𝐴𝑇 − 𝐴𝐵𝑇 = 0 olduğu dikkate alınırsa  

 

(𝐴𝐹(0, 𝑘) + 𝐵𝐹′(0, 𝑘))𝜔 = 𝐽(𝑘)𝜔 = 0. 

 

Bu ise 𝑑𝑒𝑡𝐽(𝑘) ≠ 0  olduğundan 𝜔 = 0 sonucunu verir. Dolayısıyla  

 

𝑦(𝑥, 𝑘) = −𝐹(𝑥, 𝑘)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝑈(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

− 𝑈(𝑥, 𝑘)∫ (𝐽(𝑘)𝑇)−1𝐹(𝑡, 𝑘)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑥

 

 

olup ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 3.3. Γ𝑛 grafı üzerine etki eden 𝐻 Schrödinger operatörünün spektral tekilliklerinin kümesi 𝜎𝑠𝑠(𝐻) 

ile gösterilsin. Bu durumda 

  

𝜎𝑠𝑠(𝐻) = {𝑘: 𝑘 ∈ ℝ ∖ {0},     𝑑𝑒𝑡𝐽(𝑘) = 0}.  
 

İspat. Spektral tekilliklerin tanımından ve Teorem 3.2 den ispat açıktır.  

 

4. TARTIŞMA 

 

Bu çalışmada merkez köşesinde Neumann köşe koşulları bulunan, kenarlarının her biri sonsuz uzunluğa 

sahip 𝑛 kenarlı (𝑛 < ∞) yıldız grafı Γ𝑛 üzerinde etki eden kompleks değerli potansiyele sahip Schrödinger 

operatörünün 𝐻 = −
𝑑2

𝑑𝑥𝑖
2 + 𝑞𝑖(𝑥𝑖) spektral özellikleri incelenmiştir. Ele alınan problem yarım eksende ya 

da tam eksende kompleks potansiyele sahip Schrödinger operatörünü genellemektedir. Bunun için 

aşağıdaki örnekleri inceleyelim. 

 

Örnek 4.1. 𝑛 = 1 olması durumunda ele alınan problem 

  

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑘2𝑦, 0 < 𝑥 < ∞,       
                                                                                                         

𝑦′(0) = 0     

                                                                                                                                                

sınır değer problemine yani yarım eksende Neumann sınır koşuluna 𝑦′(0) = 0 sahip kompleks değerli 

potansiyele sahip selfadjoint olmayan Schrödinger operatörüne dönüşmektedir. Bu operatörün spektral 

analizi için [2] incelenebilir.  

 

Örnek 4.2. 𝑛 = 2 olması durumunda merkez köşenin derecesi 2 olmaktadır (bkz Şekil 2). Derecesi 2 olan 

ve Neumann köşe koşullarına sahip köşelerin silinmesi spektral analiz anlamında bir değişikliğe yol 

açmamaktadır yani köşenin silinmesiyle elde edilen graf ile orijinal graf izospektraldir [19]. Dolayısıyla 

merkezdeki 𝑣 köşesinin silinmesiyle elde edilen grafı ele alabiliriz. Bu ise reel ekseni (−∞,∞) vermektedir. 

Dolayısıyla elde edilen problem reel eksende kompleks potansiyele sahip selfadjoint olmayan Schrödinger 

operatörünü vermektedir. Bu operatörün spektral analizi için [26, 27] incelenebilir.  

  

          
Şekil 2. 2 kenarlı kompakt olmayan yıldız graf 

v 
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Literatürde kompakt kuantum grafların spektrumu ile ilgili oldukça fazla çalışma bulunmaktadır. Bu 

grafların üzerinde etki eden reel potansiyele sahip Schrödinger operatörlerinin her bir köşede (16) genel 

köşe koşullarına sahip olması durumunda spektrumun sadece izole özdeğerlerden oluştuğu bilinmektedir 

[19]. Ancak bu makalede ele alınan kompakt olmayan kuantum grafların spektrumlarıyla ilgili yeterli 

çalışma bulunmamaktadır. Ayrıca literatürde kuantum graflar üzerinde ele alınan Hamiltonyanlar genellikle 

Laplace operatörü ya da reel potansiyele sahip Schrödinger operatörleridir [17-20, 23-25]. Dolayısıyla ele 

alınan operatörler selfadjointtir. Bizim çalışmamızda ise kompleks potansiyele sahip Schrödinger operatörü 

göz önüne alınmıştır. Dolayısıyla elde edilen operatör selfadjoint değildir ve literatürdeki diğer 

çalışmalardan ayrışmaktadır.    
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