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Topolojik Uzaylarda Siireklilik Cesitleri Uzerine”

Kemal USLU", Saziye YUKSEL

Selguk Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimi Kampiis-Konya

Ozet: Bu derlemede; (X,T), (Y,(D) topolojik uzaylar ve f :(X,7) —> (Y, )
herhangi bir fonksiyon olmak Uizere, dncelikle sireklilik, w.c., w*.c., a.c.H. sureklilik ve
a.c.S. sureklilik tanimlari ve bu sureklilik ¢cesitleri arasindaki baglantilar incelenmistir.
Daha sonra Baire uzaylari Uzerine Frolik Z. ve Cigek M. tarafindan elde edilen
sonuglar incelenerek yorumlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Uzaylar, Topolojik Uzaylarda Genellegtiriimis
Sireklilik, Baire Uzaylari

On The Types of Continuity in the Topological Spaces

Abstract: In this review; firstly the definitions of continuity, w.c., w*.c., a.c.H.
continuity and a.c.S. continuity and the relations among the types of continuity were

investigated, where (X,T), (Y,(D) are the topological spaces and

f 1 (X,7) > (Y,p)is any function. Then the results obtained by Frolik Z. and
Cicek M. about Baire spaces were investigated and interpreted.

Key words: Topological Spaces, Generalized Continuity in Topological Spaces,
Baire Spaces.

1. Giri

Bu b6|§umde oncelikle 6zet kisminda belirtmis oldugumuz sureklilik gesitlerinin tanimlari
ve bunlar arasindaki gegciglerle ilgili teorem ve sonuglari verip bu sonuglari degerlendirecegiz.

Simdi (X,T), (Y,go) topolojik uzaylar ve f :(X,7) — (Y,) herhangi bir fonksiyon
olmak Uzere, f fonksiyonunun sureklilik tanimini verelim.
Tanim 1.1. (X,r), (Y,(p) topolojik uzaylar ve f :(X,7) = (Y,®) herhangi bir fonksiyon
olmak Uzere, f(x) noktasini kapsayan her VY agik alt kimesi icin, f(U)C V olacak sekilde x
noktasini kapsayan bir Uc X agik kimesi varsa f :(X,7) — (Y, @) fonksiyonuna xe X
noktasinda sureklidir denir [6].

Simdi de Levine N. tarafindan tanimlanmis olan zayif sureklilik gesitleri w.c. w*.c.
tanimlarini verelim.
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Tanim 1.2. (X,r), (Y,(p) topolojik uzaylar ve f :(X,z) = (Y,®) herhangi bir fonksiyon

olmak Uzere, f(x) noktasini kapsayan her VCY agik alt kimesi igin, f(U)c V olacak sekilde x
noktasini kapsayan bir UcC X agik kimesi varsa f :(X,7) — (Y, ) fonksiyonuna xe X

noktasinda w.c. dir denir [1].
Yukarida verilen tanimlardan da kolayca gorulecedi gibi surekli olan her fonksiyonun
w.c. oldugu agiktir. Fakat w.c. olan bir fonksiyon strekli olmayabilir.

Tanim 1.3. Eger herhangi bir topolojik uzayin kapali bir alt kimesi ile bu kimeye ait olmayan bir
x noktasi verildiginde, kapali kiime ile x noktasinin ayrik birer komsuluklari varsa bu takdirde
uzaya dizenli (reguler) uzay denir [1].

Teorem 1.1. (Y,(p) topolojik uzayr regiler uzay olmak Uzere, f :(X,7)—> (Y,p)
fonksiyonunun w.c. olmasi igin << f fonksiyonunun surekli olmasidir [1].

Tanim 1.4. (X,z’), (Y,(o) topolojik uzaylar ve f :(X,7) > (Y,®) herhangi bir fonksiyon

olmak tizere, her VCY agik alt kiimesi igin, f"(V*®) kiimesi X uzayinda kapali oluyorsa f

fonksiyonuna w*.c. dir denir [1].

w.c. ve w*.c. tanimlarindan da acgikga gorilecegi gibi, w.c. olan bir fonksiyon w*.c., w*.c.
olan bir fonksiyon da w.c. degildir. Simdi bir fonksiyonun surekliligi ile w.c. ve w*.c. arasindaki
iliskiyi veren teoremi verelim.

Teorem 1.2. (X,T), (Y,(o) topolojik uzaylar ve f :(X,7) = (Y,®) herhangi bir fonksiyon
olmak Uzere, f fonksiyonunun surekli olmasi icin << f’nin hem w.c. hem de w*.c. olmasidir [1].

Tanim 1.5. (X,z‘) topolojik uzay! verilsin. Eger A c X alt kimesi kendi kapanisinin igine esit
oluyorsa, A alt kimesine diizenli (regler) acik kiime denir [2].

Tanim 1.6. (X,z’) topolojik uzay! verilsin. Eger B — X alt kimesi kendi iginin kapanigina esit

oluyorsa, B alt kiimesine duzenli (regller) kapali kiime denir [2].
$imdi de Singal M. K., Singal A. R. ve Husain T. tarafindan tanimlanmis olan hemen
hemen sareklilik tanimlarini ele alalim.

Tanim 1.7. (X,r), (Y,(p) topolojik uzaylar ve f :(X,7) = (Y,®) herhangi bir fonksiyon
0

olmak (zere, f(x) noktasinin her VCY komsuluguna karsilik, f(U)c V olacak sekilde x
noktasini kapsayan bir Uc X komsulugu varsa, f :(X,7) — (Y,q)fonksiyonuna xeX
noktasinda a.c.S. sureklidir denir [2].

Tanim 1.8. (X,T), (Y,go) topolojik uzaylar ve f :(X,7) — (Y,@) herhangi bir fonksiyon
olmak lzere, f(x) noktasini kapsayan her VY acik alt kimesi igin [f _1(\/)]_, X noktasinin bir
komsulugu oluyorsa f :(X,7) — (Y, @) fonksiyonuna x € X noktasinda a.c.H. sureklidir denir

[2].
Yukaridaki iki tanimdan da gorilecegdi Uzere, surekli bir fonksiyon hem a.c.S. surekli
hem de a.c.H. sureklidir. Fakat a.c.S. veya a.c.H. surekli olan bir fonksiyon stirekli olmayabilir.

Tanim 1.9. (X,T), topolojik uzayi verilsin. Bu uzayin dizenli (regiler) acik alt kiimeleri bir
topoloji tabani olusturuyorsa, bu takdirde uzaya yari diizenli uzay denir [5].
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Tanim 1.10. (X,z‘), topolojik uzayi verilsin. Eger x € X noktasini kapsamayan, uzayin dizenli

kapall her A alt kimesi i¢in, x noktasinin ve A kimesinin ayrik birer komsuluklari varsa o
takdirde X uzayina hemen hemen duzenli uzay denir [5].

Yukaridaki tanimlardan duizenli bir uzayin hem yari dizenli hem de hemen hemen
dizenli oldugu aciktir. Fakat yari dizenli veya hemen hemen diizenli olan bir uzayin dizenli
olmasi gerekmez. Bununla birlikte hemen hemen dizenli olan bir uzay ayni zamanda yari
dizenli ise duzenlidir.

Teorem 1.3. (X,T), (Y,go) topolojik uzaylar, f :(X,7) — (Y,) herhangi bir fonksiyon ve Y
uzayl yari duzenli bir uzay olsun. Bu durumda f fonksiyonunun surekli olmasi icin < f
fonksiyonunun a.c.S. siirekli olmasidir [5].

a.c.S. surekli olan bir fonksiyon w.c.dir, fakat w.c. olan bir fonksiyonun a.c.S. surekli
olmasi gerekmez.

Teorem 1.4. (X,Z‘), (Y,go) topolojik uzaylar, f :(X,7) = (Y, @) herhangi bir fonksiyon ve Y
uzayl hemen hemen dizenli bir uzay olsun. Bu durumda f fonksiyonunun a.c.S. surekli olmasi
icin < ffonksiyonunun w.c. olmasidir [5].

Sonug 1.1. (X,Z’), (Y,(o) topolojik uzaylar, f :(X,7) — (Y,®) herhangi bir fonksiyon ve Y
uzayl duzenli bir uzay olsun. Bu durumda f fonksiyonunun sirekli olmasi icin < f
fonksiyonunun w.c. olmasidir [5].

Teorem 1.5. (X,r), (Y,(p) topolojik uzaylar, f :(X,7) — (Y,@) fonksiyonu agik ve w.c. bir
fonksiyon ise f fonksiyonu a.c.S. sureklidir [2].

Sonu¢ 1.2. f:(X,7) > (Y,p) ack fonksiyonunun a.c.S. sirekli olmasi igcin < f

fonksiyonunun w.c. olmasidir [2].

a.c.S. surekli olan bir fonksiyonun a.c.H. surekli olmadidi ve bu surekliliklerin
birbirlerinden bagimsiz olduklari agiktir. Fakat bu iki streklilik ¢esidi arasindaki baglanti [4] de
asagidaki teoremle elde edilmigtir.

Teorem 1.6. f : (X,7) > (Y, @) fonksiyonu a.c.S. siirekli ve agik ise bu takdirde f fonksiyonu
a.c.H. sureklidir [4].

Teorem 1.7. (X,T), (Y,(o) topolojik uzaylar, f :(X,7) — (Y,¢) fonksiyonu a.c.H. srekli ve

her acik VC Y alt kiimesi igin, [f _1(\/)] “c f (V) ise bu takdirde f fonksiyonuna w.c. dir [3].
Surekli olan bir fonksiyonun a.c.H. surekli oldugu agiktir. Fakat f :(X,7) > (Y,9)

fonksiyonu a.c.H. sirekli oldugunda siirekli olmayabilir. Bu iki streklilik ¢esidi arasindaki gegisi
sag@layabilmek i¢in, Long P.E. fonksiyonun (zerine, tanim ve deger uzaylarina ve fonksiyonun
grafigi Uzerine bazi sartlar eklemistir. Bu iliskiyi vermeden 6nce kapali grafikli fonksiyonlar
hakkinda bazi tanim ve teoremler verelim.

Tanm 1.11. (X,Z‘), (Y,(p) topolojik uzaylar, f :(X,7)—> (Y,p) fonksiyonu verilsin.
G(f)= {(X, y),y=f(x),xe X}c X xY alt kiimesine f fonksiyonunun grafigi denir [7].

Tanim 1.12. (X,z‘) bir topolojik uzay olsun. Her x, y € X (Xx#Y) i¢cin bu noktalarin her birinin

digerini icermeyen bir komsulugu varsa (X ) 2') uzayina T1 uzayi ya da Frechet uzayi denir [6].
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Tanim 1.13. (X,T) bir topolojik uzay olsun. Her x, y € X (x#vy) igin U NV = ¢ olacak sekilde
U eV(X) ve V eV(y) varsa (X,T) uzayina T2 uzayi ya da Haussdorf uzayi denir [6].

Tanim 1.14. (X,T) bir topolojik uzay olsun. Her x € X noktasinin sayilabilir bir komguluk tabani
varsa X uzayina |. Sayilabilir uzay denir [6].

Tanim 1.15. (X,z‘) bir topolojik uzay olsun. Eger X kimesinin her agik értisinun sonlu bir alt
Ortlist varsa X uzayina kompakt uzay denir [6].

Tanim 1.16. (X ) r) uzayinin saylilabilir her agik értisindn sonlu bir alt 6rtisi varsa X uzayina

sayilabilir kompakt uzay denir [6].
Her kompakt uzayin sayilabilir kompakt oldugu aciktir. Fakat bunun tersi genellikle
dogru degildir.

Tanim 1.17. (X,T) bir topolojik uzay olsun. Her x €X noktasi, X uzayinda kompakt bir
komsuluga sahip ise X uzayina lokal kompakt uzay denir [6].

Tanim 1.18. (X,r), (Y,(p) topolojik uzaylar olmak Uzere f :(X,7) —> (Y,p) orten
fonksiyonu verilsin. Eger her A X kapali alt kiimesi igin f(A) Y alt kimesi, Y deki

topolojiye gore kapali ise f fonksiyonuna tam kapali denir [3].

Bu tanimdan acgikga gorulecegdi gibi her tam kapali dénidsim kapali olup bunun tersi
genellikle dogru degildir. Simdi sureklilikle a.c.H.sUrekliligi arasindaki iligkiyi veren teoremleri
gorelim.

Teorem 1.8. (X,Z’), (Y,(o) topolojik uzaylar olmak lzere f :(X,7) = (Y,p) fonksiyonu

orten, a.c.H. surekli ve tam kapal olsun. Bu durumda eger f’'nin grafigi kapali ve Y uzayi
kompakt ve T2 ise f fonksiyonu streklidir [7].

Teorem 1.9. (X,T), (Y,(o) topolojik uzaylar olmak tizere, f :(X,7) — (Y,p) fonksiyonu
a.c.H. surekli ve Y uzayi lokal kompakt olsun. Eger Y uzayi regiler ya da T2 ve G(f) kapali ise f
fonksiyonu sureklidir [7].

Sonug 1.3. f:IR — IR fonksiyonu a.c.H. siirekli olsun. Eger G(f) kapal ise f fonksiyonu
sureklidir [7].

Tanim 1.18. (X,z‘) topolojik uzayi ve herhangi A,B — X alt kiimesi verilsin. Eger AN B # ¢

veya ANB=#¢ ise A ve B kimelerine baglantili iki kime denir. Eger ANB=¢ veya

AN B = ¢ ise A ve B kiimelerine baglantili olmayan iki kiime denir [6].

Tanim 1.19. (X,Z‘) bir topolojik uzay olsun. X uzayi, baglantili ve bos olmayan iki alt kimenin
birlesimine esit ise X uzayina baglantili olmayan uzay veya baglantisiz uzay denir. Eger X
uzayl, her biri bog olmayan baglantili iki kimenin birlesimine esit ise (X,z’) uzayina baglantil
uzay denir [6].

Tanim 1.20. (X,Z’) bir topolojik uzay olsun. Eger her x e X noktasinin, X uzayinda baglantili
kimelerden olusan bir komsuluk tabani varsa X uzayina lokal baglantili uzay denir [6].

46



Kemal USLU, Saziye YUKSEL

Teorem 1.10. (X,Z’), (Y,go) topolojik uzaylar olmak tzere, f :(X,7) — (Y,¢) fonksiyonu
a.c.H. sirekli ve Y uzayi regliler ve lokal baglantil olsun. Eger her C <Y baglantili alt kiimesi
igin [f _l(C)]_ c f(C) ise f fonksiyonu siireklidir [7].

2. Ana Sonuglar

Bu bdélimde, 1967 yilinda Frolik Z. tarafindan yapilan ¢alisma ele alinmis ve (X,T)

topolojik uzay! Baire uzay! oldugunda (Y,(o) topolojik uzayinin hangi sartlarda Baire uzayi
oldugdu incelenmigtir. Bununla birlikte 1991 yilinda Cicek M. tarafindan yapilan ¢alisma da ele
alinmig ve bu calismada ise (Y,(o) topolojik uzay! Baire uzayi oldugunda hangi sartlarda

(X ) z’) topolojik uzayinin da Baire uzayi oldudu incelenmistir. Simdi Frolik Z. tarafindan yapilan
calismayi ele almadan 6nce bazi tanimlar verelim.

Tanim 2.1. f :(X,7) > (Y,p) fonksiyonu veriliyor. Her agik ¢ =V Y alt kiimesi igin

f V)¢ ve [f _1(\/)]0 #¢ ise f:(X,7) > (Y,p) fonksiyonuna feebly sirekli (fo-siirekli)

denir. Ayrica her aclk ¢=U c X alt kimesi icin [f(U)]0 =z¢ ise f:(X,7)>(Y,9)
fonksiyonuna feebly acik (fb-agik) denir [9].

Tanm 2.2. f :(X,7) > (Y,p) fonksiyonu veriliyor. Her Xe X igin f(L_J)C\} olacak

sekilde X eU eV(X) komsulugu varsa f fonksiyonuna @-sireklidir denir [9].

Tanim 2.3. (X,r) topolojik bir uzay ve A< X olsun. O < Ac O olacak gekilde X 'in bir O
acik alt kiimesi varsa A kiimesine X uzayinin bir yari acik alt kimesi denir [8].

Tanim 2.4. f :(X,7) = (Y, @) herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her U < X agik alt kiimesi
icin f(U) kiimesi Y uzayinda yari agik oluyorsa f fonksiyonuna yari agik (semi agik) denir [8].

Tanim 2.5. f :(X,7) > (Y, @) herhangi bir fonksiyon olsun. Eger her V Y agik alt kiimesi

igin f _1(\/) kimesi de X uzayinda yari agik oluyorsa f fonksiyonuna yari surekli (semi surekli)
denir [8].

Tanim 2.6. X uzayinin her reguler agik alt kimesinin gortntisi, Y uzayinin agik bir alt kiimesi
ise f:(X,7) > (Y,p) fonksiyonuna almost agik denir. Eger her agik U — X alt kiimesi igin

_ 10
flU)c [ fU )} oluyorsa f :(X,7) > (Y,¢) fonksiyonuna weakly agik denir [1].

Tanim 2.7. Bir (X,z‘) topolojik uzayr ve A,B < X alt kimeleri verilsin. Eger B A ise A
kimesine B icinde yogundur denir [6].

0

Tanim 2.8. Bir (X,Z’) topolojik uzayi ve bir Ac X alt kimesi verilsin. Eger A# ¢ ise A
kimesine X uzayi icinde yogdundur denir [6].

Tanim 2.9. (X,z‘) topolojik uzayr ve bir Ac X alt kimesi verilsin. Eger A= X ise A
kiimesine X uzayi icinde her yerde yogundur denir [6].
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0

Tanim 2.10. (X,z’) topolojik uzayi ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. Eger A=¢ ise A
kimesine X uzay! i¢inde hicbir yerde yogun degildir denir [6].

Tanim 2.11. (X,Z’) topolojik uzayi ve bir Ac X alt kiimesi verilsin. Eger A kiimesi sonlu ya

da sonsuz ¢oklukta hicbir yerde yogun olmayan kiimelerin birlesiminde ya da birlesimine esit ise
A kimesine X uzayinda birinci kategoriden kiime ya da ciliz kime denir. Eger A kiimesi bu
sekilde ifade edilemiyorsa, A kiimesine X uzayinda ikinci kategoriden kiime denir [6].

Tanim 2.12. Bir topolojik uzayin sayilabilir yogun bir alt kimesi varsa bu uzaya ayrilabilir uzay
denir [6].
Simdi bu ¢alismamiz i¢in dnemli bir kavram olan Baire uzayi kavramini tanitalim.

Tanim 2.13. (X,z‘) topolojik uzayi verilsin. X uzayinin her yerde yogun agik alt kiimelerinin

kesisimi X uzayinda her yerde yogun ise X uzayina Baire uzayi denir [6].
Frolik Z. [9] da, Baire uzaylarinin géruntuleri Uzerine asagida vermis oldugu teoremle X
uzayindaki Baire yapisini Y uzayi Uzerine tagimaktadir.

Teorem 2.1. f :(X,7) —> (Y,9) fonksiyonu a.c.H. siirekli ve feebly agik olsun. Eger X uzayi

Baire uzayi ise o takdirde Y uzayi da bir Baire uzayidir [9].
Cicek M. ise [10] da, Baire uzaylarinin ters goéruntileri hakkinda asagidaki vermis
oldugu teorem ile Y uzayindaki Baire yapisini X uzayi Uzerine tagimaktadir.

Teorem 2.2. f :(X,7) > (Y,9), X metrik, ayrilabilir uzayindan Y Baire uzayi lizerine rten

bir fonksiyon ve her y €Y igin f_l(y) noktalarinin kiimesi Baire uzayi olsun. Eger agagidaki

ifadelerden herhangi birisi saglanirsa o takdirde X uzayi da bir Baire uzayidir.
i) f fonksiyonu yari agik ve yari surekli
ii) f fonksiyonu w.c. ve weakly agik
iii) f fonksiyonu a.c.S. surekli ve weakly acik
Iv) f fonksiyonu &-sirekli ve weakly agik

v) f fonksiyonu a.c.S. surekli ve almost agik
[10].

3. Degerlendirme

(X,T), (Y,(o) topolojik uzaylar ve f :(X,7) —> (Y,®) herhangi bir fonksiyon olmak
Uzere, sureklilik, w.c., w*.c., a.c.H. sureklilik ve a.c.S. sureklilik farkh g¢alismalarda yer alan
kavramlar olup, bu ¢alismada bu sureklilik ¢egitleri bir araya getirilmis ve aralarindaki iligkiler
gosterilmistir. Daha sonra Frolik Z. ve Cicek M. tarafindan Baire uzaylari ve Baire uzaylarinin
goruntileri ve ters gorintileri Gzerine elde etmis oldugu sonuglar incelenmistir. Gerek Frolik Z.
gerekse Cicek M. tarafindan yapilan c¢alismalardan bizim ¢ikaracagimiz sonug, hem
fonksiyonun Uzerine sireklilik ¢cesitlerinden birisinin veya baska sartlar eklenmesi hem de tanim
ve deger uzaylari tzerine belirli sartlar getiriimesiyle tanim uzay:i tzerindeki bir yapi (Baire uzayi
Ozelligi) deger uzayina, deger uzayi tzerindeki bir yapi (Baire uzayi 6zelligi) da tanim uzayina
¢ok rahatlikla taginabilmektedir.
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