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1. GİRİŞ 

 

Orta çağın en ileri gelen Avrupalı matematikçilerinden biri olan Leonardo Fibonacci, Arap sayı sistemini 

Avrupa’ya tanıtan ilk kişidir. Matematiğe olan katkılarıyla tanınan Fibonacci’nin en önemli eserlerinden 

biri ise kendi adını taşıyan “Fibonacci Sayı Dizileri” dir. Bu sayı dizisi her terimin kendisinden önce gelen 

iki terimin toplamı ile elde edilmektedir. Fibonacci sayılarının açık gösterimi Éduard Lucas tarafından 

tanımlanmıştır. Fibonacci dizisini tanımlamış ve ardından bu sayı dizisiyle ilişkili olan yeni bir sayı dizisini 

matematik dünyasına kazandırmıştır. Bu dizi ise Lucas dizisi olarak adlandırılmaktadır [1, 2]. 

 

Fibonacci sayı dizileri 0 0F =  ve 1 1F =  olmak üzere 

 

2 1 , 0,1,2,...s s sF F F s+ += + =  

 

rekürans bağıntısıyla tanımlanmıştır ve bu sayı dizilerinin doğurucu fonksiyonu ise  

 

2

0
1

s
s

s

t
F t

t t



=

=
− −

  

  

olarak elde edilmiştir [1, 3]. ( )sF x ile gösterilen Fibonacci polinomu olmak üzere 

 

0 ( ) 0,  F x =  1( ) 1F x =  

 

şartları ile bu polinomlar 

 

( ) ( ) ( )2 1   0,1,2,.., .ss sF x xF x F x s+ + + ==  

                                                                                                        

rekürans bağıntısı ile tanımlanmıştır [4, 5]. Fibonacci polinomlarının doğurucu fonksiyonu  

 

( )
2
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1

s
s

s

t
F x t

xt t



=

=
− −

  

 

olarak elde edilmiştir [1]. 

 

Lucas sayıları ise 0 2L = , 1 1L =  koşulları olmak üzere rekürans bağıntısı 

 

2 1 , 0,1,2,...s s sL L L s+ += + =  

 

ile tanımlanmıştır [1]. Lucas sayılarının doğurucu fonksiyonu 

 

2

0

2

1

s
s

s

t
L t

t t



=

−
=

− −
  

 

şeklinde elde edilmiştir [1]. Başlangıç koşulları ( )0 2L x =  ve ( )1L x x=  olmak üzere Lucas polinomları 

ise 

 

( ) ( )1 1( ), 1,2,...s ssL x xL x L x s+ −= + =                          
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rekürans bağıntısıyla tanımlanmıştır [6]. Burada Lucas polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

 

2

0

2
( )

1
s

s
s

xt
L x t

xt t



=

−
=

− −
   

  

dır [6].  Fibonacci sayılarının bir diğer genellemesi olan Tribonacci sayıları ise başlangıç şartları 0 0T = , 

1 1T =  ve 2 1T =  olmak üzere 

 

1 2 3 ,s s s sT T T T− − −= + +  3,4...s =                        

 

rekürans bağıntısı ile gösterilmektedir ve Tribonacci sayılarının doğurucu fonksiyonu ise 

 

2 3

0
1

s
s

s

t
T t

t t t



=

=
− − −

                              (1.1) 

 

şeklinde tanımlanmıştır [7, 8]. Tribonacci polinomları, ( )0 0t x = , ( )1 1t x =  ve ( ) 2
2t x x=  şartları olmak 

üzere rekürans bağıntısı 

 

( ) ( ) ( )2
3 2 1( ) ,ss s st x x t x xt x t x+ + += + +  0,1,2,...s =                                                         

 

olarak elde edilmiştir [9]. Tribonacci polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

 

( )
2 2 3

0
1

s

s
st

x

z

z
x z

xz z



=

=
− − −

             

 

şeklinde elde edilmiştir [1]. 

 

Tribonacci-Lucas sayıları, 0 3K = , 1 1K =  ve 2 3K =  koşulları olmak üzere rekürans bağıntısı 

 

1 2 3,s s s sK K K K− − −= + +  3,4,...s =                                                         

 

olarak tanımlanmıştır ve  Tribonacci-Lucas sayılarının sayılarının doğurucu fonksiyonu 

 
2

2 3

0

3 2

1

s
s

s

t t
K t

t t t



=

− −
=

− − −
                    

 

olarak elde edilmiştir [10].  Tribonacci-Lucas polinomu ( )0 3k x = ,  ( ) 2
1k x x=  ve ( ) 4

3 2k x x x= +   

koşulları olmak üzere rekürans bağıntısı 

 
2

3 2 1( ) ( ) ( ) ( )s s s sk x x k x xk x k x+ + += + + , 0,1,2...s =  

 

şeklinde tanımlanmıştır [10]. Tribonacci-Lucas polinomlarının doğurucu fonksiyonu 
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olarak elde edilmiştir [10]. 

 

( )0 , , 0H x y z = , ( )1 , , 1H x y z =  ve ( )2 , ,H x y z x=  koşulları olmak üzere ( , , ),sH x y z  .s   üç değişkenli 

Fibonacci polinomu için rekürans bağıntısı 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , , ,s s ssH x y z xH x y z yH x y z zH x y z− − −= + + 𝑠 = 3,4, . ..  

                        

olarak tanımlanmıştır [11].  Üç değişkenli Fibonacci polinomlarının doğurucu fonksiyonu ise  

 

( )
2 3

0

1
, ,

1

s
s

s

H x y z t
xt yt zt



=

=
− − −

                                                                                                                    (1.2) 

 

olarak elde edilmiştir [11]. 

 

( , , ),sK x y z  üç değişkenli Lucas polinomu, ( )0 , , 3x y zK = , ( )1 , ,K x y z x=  ve ( ) 2
2 , , 2K x y z x y= +   

koşulları olmak üzere rekürans bağıntısı 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , , ,s s ss x y z xK x y z yKK x y z zK x y z− − −= + +  3,4,...s =                             

 

şeklinde tanımlanmıştır [11]. Üç değişkenli Lucas polinomlarının doğurucu fonksiyonu ise 

 

( )
2

2 3

0

3 2
, ,

1

s
s

s

xt yt
K x y z t

xt yt zt



=

− −
=

− − −
                                                                                                                      

 

olarak elde edilmiştir [11]. 

 

Literatürde, Fibonacci tipli polinom ailelerini inceleyen çok sayıda çalışma yapılmıştır [12-15]. Bu 

çalışmalarda bazı özel sayı dizileri ve polinom aileleri incelenmiş, çeşitli genellemeleri yapılarak bu 

polinom ailelerini içeren yeni doğurucu fonksiyonlar, doğurucu fonksiyonların kısmi türevleri ve rekürans 

bağıntıları elde edilmiştir. 

 

Özdemir ve Şimşek [16, 17] iki değişkenli Fibonacci tipli polinom ailelerini kapsayan yeni bir doğurucu 

fonksiyon 0, ,k m n  için 

 

0

1
( ; , ; , , )

1

j
j k m m n

j

H t x y k m n G t
x t y t



+

=

= =
− −

                                                                                                   (1.3)            

 

olarak tanımlamıştır. Daha sonra Kızılateş ve arkadaşları tarafından üç değişkenli jS ( , , ; , , , )jS x y z k m n c=  

polinom ailesini  0, , , 0k m n c − ve 1k m m n c m n cx t y t z t+ + ++ +   koşulları olmak üzere 

 

0

1
: ( ; , , ; , , , )

1

j
j k m m n c m n c

j

M M t x y z k m n c S t
x t y t z t



+ + +

=

= = =
− − −

                                                           (1.4) 

 

olarak tanımlanmıştır [18]. Daha sonra jS  polinom ailesinin açık gösterimine, doğurucu fonksiyonun kısmi 
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türevlerine ve rekürans bağıntılarına yer verilmiştir. Ardından diğer polinom aileleri ve özel sayılarla 

ilişkilerine değinilmiştir.  

 

Bu çalışmada ise jS  polinom ailesinin daha genel formu olan ( )h
jS  polinom ailesi incelenecek ve bu ailenin 

özellikleri üzerinde durulacaktır. 

 

2. ( )h
jS  POLİNOM AİLESİNİN TANIMI VE ÖZELLİKLERİ 

 

Tanım 2.1. ( ) ( )
: ( , , ; , , , , )

h h
j jS S x y z k m n c d=  polinom ailesi  0, , , , , 0k m n c h d −  ve 

k m m n c m n cx t y t z t d+ + ++ +   olmak üzere                                

 

( )
( )( ) ( )

0

1
: ( ; , , ; , , , )

hh h j
j h

k m m n c m n c
j

M M t x y z k m n c S t

d x t y t z t



+ + +
=

= = =

− − −
                                       (2.1) 

 

şeklinde tanımlansın. Bu eşitlikte 1h d= =  değerleri yazıldığı takdirde Eş. 1.4 ile verilen jS  polinom ailesi 

elde edilir ve çalışmada verilen özellikler ve örnekler sağlanmaktadır [18].  Eş. 2.1 de 1h d= =  ve 0z =  

değerlerinin alınmasıyla Eş. 1.3 ile verilen jG  ailesi elde edilmektedir [16, 17]. 

 

Eş. 2.1’ de 1 2h h h= +   ( )1 2 0, 0h h  −  olsun. O halde 

 

1 2( )

0

h h j
j

j

S t


+

=

 1 2( ) ( )

0 0

j
h h j

j l l

j l

S S t



−

= =

=  

 

elde edilir. Ardından 
jt lerin katsayıları eşitlendiği takdirde 

1 2 1 2( ) ( ) ( )

0

j
h h h h

j j l l

l

S S S
+

−

=

=                                                                                                                              (2.2)                                                                                        

eşitliği elde edilir. Örneğin Eş. 2.2’ de 1 2 1h h= =  değerleri yazılarak 

 

( ) ( )1 1(2)

0

( , , ; , , , , )

j

j j l l

l

S x y z k m n c d S S−

=

=  

 

elde edilir. Burada 
( )1
jS  in 1d =  durumunda jS  olduğuna dikkat edilmelidir. Eş.2.1’de binom açılımının 

kullanılmasıyla 

 
( )

( )

0 0

( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1)

1

j j m n s

n m n m c
h

j

s u

h j m n s m n c u j n m s n m c u
S

h s u

− +   
   + + +   

= =

+ − + − − + + − − − + − − + + −  
=   

− +  
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( ( 1) ( 1) ) ( )( )( )h j m n s m n c u k j n m s u cu ms cus u
d x y z

u

− + − + − − + + − − + + −+ 
 
 

 

 

eşitliği ile verilen bu polinom ailesinin açık gösterimi elde edilmiş olur. 

 

Örnekler 

 

1)  [16, 17] deki çalışmalara benzer olarak 
( )h
jS  polinom ailesinde x   yerine ax  , y  yerine 1− , d , k , m   

yerine 1 , n   yerine 1a −  ve z   yerine 0  değerleri yazılırsa ve [19] daki Humbert polinomunun doğurucu 

fonksiyonu kullanılırsa 

 

( )

0

( , 1,0;1,1, 1,1)
h j

j

j

S ax a t



=

− −
( )

1

1
h

aaxt t

=

− +
,

0

( )
h

j

j a
j

x t



=

=  

 

eşitliğine ulaşılır. Daha sonra 
jt  lerin katsayıları eşitlenerek 

 

( )

,
( , 1,0;1,1, 1,1) ( )

h
h

j
j a

S ax a x− − =  

 

elde edilir. 

 

2) [16-18] deki çalışmalara benzer olarak Eş.2.1 de x   yerine 2x , y  yerine 1− , z  yerine 0  ve 

1h d k m n= = = = =  değerleri yazılırsa ve [20] deki Legendre polinomunun doğurucu fonksiyonu 

kullanılırsa 

 

( )1

0

(2 , 1,0;1,1,1, ,1) j
j

j

S x c t



=

− 2

1

1 2xt t
=

− +
 

                                            
2 1/2 2 1/2

1 1

(1 2 ) (1 2 )xt t xt t
= 

− + − +
 

                                            

0 0

( ) ( )j r
j r

j r

P x t P x t

 

= =

  
  =

  
  

   

                                            

0 0

( ) ( ) j r
j r

j r

P x P x t

 
+

= =

=  

 

elde edilir. Burada  0 0p − için [21] deki

 /

0 0 0 0

( , ) ( , )

t p

t r t r

A r t A r t pr

  

= = = =

= −   eşitliğin kullanılmasıyla  

( )1

0 0 0

(2 , 1,0;1,1,1, ,1) ( ) ( )

j

j j
j j r r

j j r

S x c t P x P x t

 

−

= = =

− =   

olarak bulunur. Daha sonra 
jt  lerin katsayılarının eşitlenmesi ile ( )rP x  Legendre polinomu olmak üzere 
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( )1

0

(2 , 1,0;1,1,1, ,1) ( ) ( )

j

j j r r

r

S x c P x P x−

=

− =  

eşitliği elde edilir. 

 

Tanım 2.2.  0, , , , , 0k m n c d h −  ve 
k m m n c m n cx t y t z t d+ + ++ +   koşulları olmak üzere

( )
( , , ; , , , , )

h
jW x y z k m n c d  polinom ailesi 

( )
( ) ( ; , , ; , , , , )

n
h n

h
k m m n c m n c

t
M t x y z k m n c d t

d x t y t z t+ + +
=

− − −

    

                                              
( )

0

h j
j

j

W t



=

=                                                                                                                      (2.3) 

doğurucu fonksiyonu ile tanımlansın. Eş. 2.3’ de tanımlanan polinom ailesinde 1h k m n c d= = = = = =  

değerlerinin yazılmasıyla 

 

(1)

2 3

0

( , , ;1,1,1,1,1)
1

j
j

j

t
W x y z t

xt yt zt



=

=
− − −

  

 

eşitliği bulunur. O halde (1)
( , , ;1,1,1,1,1) ( , , )j jW x y z H x y z=  eşitliği elde edilir. 

Başka bir örnek verecek olursak eğer Eş. 2.3 de x  yerine 
2x , y  yerine x , z  yerine 1   değerlerinin 

yazılması ile  

(1) 2

2 2 3

0

( , ,1;1,1,1,1,1)
1

j
j

j

t
W x x t

x t xt t



=

=
− − −

   

eşitliği sağlanır. Burada (1) 2( , ,1;1,1,1,1,1) ( )j jW x x T x=  elde edilir. 
( )h
jS  polinomunda 1h d= =  değerleri 

alınarak Kızılateş ve arkadaşları [18] tarafından verilen örnekler ile polinom aileleri ve sayı aileleri elde 

edilebilir. 

 

3. KISMİ TÜREVLER VE REKÜRANS BAĞINTILARI 

 

Burada ( )h
jS  polinomunun 

( )hM  doğurucu fonksiyonuna göre , ,x y z  değişkenlerine göre kısmi türevleri 

sırasıyla aşağıda verilmiştir: 

 

( ) 1 (1) ( )h k hM hkx tM M
x

−
=


, 

( ) 1 (1) ( )h m n m hM hmy t M M
y

− +
=


, 

( ) 1 (1) ( )h c m n c hM hcz t M M
z

− + +
=


. 
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Bu kısmi türevlerin kullanılmasıyla aşağıdaki rekürans bağıntıları elde edilmiştir. 

 

Teorem 2.1. 

 

1j   doğal sayıları için  

( )
1

1( ) ( )1
1

0

j

h hk
j j l l

l

S kx S S
x

−

−
− −

=


=

   

eşitliği sağlanır. 

 

İspat. Eş 2.1’ in her iki tarafının x ’e göre türevlerinin alınmasıyla 

 

( )

0

h j
j

j

S t
x



=




( )

1
h

k m m n c m n cx
d x t y t z t+ + +


=


− − −

 

                      

( ) ( )
1 1k

h k m m n c m n ck m m n c m n c

t
hkx

d x t y t z td x t y t z t

−

+ + ++ + +
= 

− − −− − −

 

                       
( )1( )1 1

0 0

hk j l
j l

j l

hkx S t S t

 
− +

= =

  
  =

  
  

   

                       
( )1( )1 1

0 0

hk j l
j l

j l

hkx S S t

 
− + +

= =

=   

                        
( )

1
1( )1

1

1 0

j

hk j
j l l

j l

hkx S S t

−
−

− −

= =

=   

 

elde edilir. Burada 1j   için ( )h
jS  polinomu  

( )
0 0
h

S
x


=


 olup 1j   durumu için 

jt ’lerin katsayıları 

eşitlendiği takdirde 

 

( )
1

1( ) ( )1
1

0

j

h hk
j j l l

l

S hkx S S
x

−

−
− −

=


=

   

 

eşitliği sağlanır.  

 

2.2. Teorem 

 

j m n +  doğal sayıları için 

 

( )1( ) ( )1

0

j m n

h hm
j j m n l l

l

S hmy S S
y

− −

−
− − −

=


=

   

 

eşitliği sağlanır. 
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İspat. Eş 2.1’ in her iki tarafının y ’ye göre türevlerinin alınmasıyla 

 

( )

0

h j
j

j

S t
y



=



  

( )
1

h
k m m n c m n cy

d x t y t z t+ + +


=


− − −
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m
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t
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+
−

+ + ++ + +
= 

− − −− − −
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hmy S t S t
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( )1( )1

0 0
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j l

j l

hmy S S t

 
− + + +

= =

=   

 

                        
( )1( )1

1

0

j m n

hm j
j l l
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hmy S S t

− −
−

− −

= + =

=    

 

elde edilir. Burada j m n +  için ( )h
jS  polinomu  

( )
0

h
jS

y


=


 olup, j m n +  durumu için  

jt lerin 

katsayıları eşitlendiği takdirde 

 

( )1( ) ( )1

0

j m n

h hm
j j m n l l

l

S hmy S S
y

− −

−
− − −

=


=

   

 

eşitliği elde edilir. 

 

2.3. Teorem 

                  

j m n c + +  doğal sayıları için 

 

( )1( ) ( )1

0

j m n c

h hc
j j m n c l l

l

S hcz S S
z

− − −

−
− − − −

=


=

   

 

bağıntısı elde edilir. 

 

İspat. Eş 2.1’ in her iki tarafının z ’ye göre türevlerinin alınmasıyla 

 

( )

0

h j
j

j

S t
z



=




( )

1
h

k m m n c m n cz
d x t y t z t+ + +


=


− − −

 

 

                      

( ) ( )
1 1m n c

c

h k m m n c m n ck m m n c m n c

t
hcz

d x t y t z td x t y t z t

+ +
−

+ + ++ + +
= 

− − −− − −
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( )1( )1

0 0

hc j m n c l
j l

j l

hcz S t S t

 
− + + +

= =

  
  =

  
  

   

 

                        
( )1( )1

0 0

hc j m n c l
j l

j l

hcz S S t

 
− + + + +

= =

=   

     

                       
( )( ) 11

0

h

j m n c l

j m n c

c j
l

j m n c l

hcz S S t
− − − −

− − −
−

= + + =

=    

 

elde edilir. Burada j m n c + +  durumu için ( )h
jS  polinomu 

( )
0

h
jS

z


=


 olup, j m n c + +  durumu için

jt lerin katsayıları eşitlendiği takdirde 

 

( )1( ) ( )1

0

j m n c

h hc
j j m n c l l

l

S hcz S S
z

− − −

−
− − − −

=


=

   

 

eşitliği sağlanır. 
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