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ilerletilmis Kalman Filtresi ve Sistem Belirleme
Uzerine Bir Calisma

Esin KOKSAL', Levent ®ZBEK', Fikri ©ZTURK'

Ozet: Bu calismada llerletimis Kalman Filtresi ve onun baz diizenlemeleri
tanitilmaktadir. Bir yayin ucuna bagh bir cismin salinimini etkileyen gevrenin strtinme
katsayisinin tahmin edilmesi problemi lzerine bir similasyon galismasi yapilmaktadir.
ilerletilmis Kalman Filtresi ve onun bir diizenlemesi ile elde edilen tahmin sonuclari
grafiksel olarak kargilastiriimaktadir.

Anahtar kelimeler: Durum-uzay modeli, Sistem belirleme, ilerletilmis Kalman Filtresi.

A Study on The Extendet Kalman Filter and System Identification

Abstract : In this study the Extended Kalman Filter and some of it's modifications are
introduced. A simulation study is carried out on the estimation of the coefficient of friction
of the medium, which affects the oscillation of a body tied to the end of a spring. The
estimation results obtained by the Extended Kalman Filter and the Modified Extended
Kalman Filter are compared grafically.

Key words : State-space model, System identification, Extended Kalman Filter.

1. Lineer Olmayan Kesikli-Zaman Durum-Uzay Modelleri ve ilerletiimis Kalman
Filtresi

Bir sistem ile ilgili durum degiskeni n -boyutlu x rasgele vektora ve gdzlem degiskeni m -

boyutlu z rasgele vektori olsun. f:R" —> R" ve h:R" — R" fonksiyonlari sirekli tireviere
sahip olmak Gzere bu sistem igin durum-uzay modeli,

Xk :f(xk—lvk_l)+wk_l , k:1,2,...
z, =h(x, ,k)+v,
ve varsayimlar
Ew,)=0, E(v,)=0
! Qk’i:k ' Rkai:k
E )= E =
(w,w)) {O ek (v,v)) 0 vk

E(ew,) =0, E(x,,) =0, E(x;) = m,, Cov(x,) = P,
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olsun. {xk} bir zaman serisi olmak Uzere bunun bir gergceklesmesi sistemin durumunun bir

nom

yoriingesi olmaktadir. x;

= ST L k=12,

nom

olmak Uzere {xk k= 0,1,2,...} dizisine nominal y6riinge denir.

=E(x,)=m, ve

o , nominal yériingeden pertiirbasyonu gostermek Uzere,
ox, =x, —x" , oz, =z, —h(x"",k)

nom

gosterimleri altinda, f* fonksiyonunun x,°l' noktasi komsulugundaki Taylor agiimindan
x, = ,k=1)

= peen -+ TEED) s kalan erim
X =Xg-1
-1
=x; " +—8f(xék ) o X, +kalan  terim
X k-1

olup,

&, = M‘x =x."'0x,_, + kalan terim
ox

dir. Kalan terimin atilmasiyla
ox, =O(x",k)ox,_,
yazilabilir, burada
of (x,k—1
(e by = Lk =D
ox

x=x;
dir.
Gozlem denklemindeki % fonksiyonunun nominal ydriingeye gore lineerlestiriimesi,

h(xk,k) — h(x;:om,k) = %‘X_sz 5xk + kalan terim

olup, kalan terimin atilmasiyla

oz, = H(x"",k)ox,
yazilabilir, burada

oh(x,k
H(x]f{mm’k) — M‘ om
ox 1%

dir. Béylece pertirbasyonlar igin

ox, =O(x ", k)ox, , +w,

oz, = H(x",k)ox, +v,
lineer durum-uzay modeline ulasilir. Bu model i¢gin Kalman Filtresinin isletiimesi asagidaki gibidir.
ox, (5) =@(x, " k=1ox,  (+) , k=12,..

S, (+) = 8x, () + K, |z, — h(x ) — H(x" 1)Sx, (5 |
P, (=) =0 k= DB (H)D'(x,7 . k—1).+ O,

K, = B(H" WH " 0P (DH (" k) + R, |
B+ =|1-KHx" bP )
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nom

Buradaki K, Kalman Kazang Matrisi ile P, matrislerinin hesaplanmasinda kullanilan x,
degerleri bir x,"" degerine baglh olarak
X1 = f(xrm k=1) , k=12,..

bagintisindan hesaplandigindan, K, ile B, matrisleri éA'xk durum kestirimlerinden ayri olarak
kendi icinde hesaplanabilir.

Yukaridaki Kalman Filtresinde x;”" , k=1,2,... degerleri yerine X, (-), k=12,..
yazilmasi ve dx, = x, —)Qk oldugu g6z énlinde tutulmasiyla,

Xo=E(x) . B =cov(x)
baslangi¢ degerlerine baglh olarak

T (- T (- |
B = [é}c— (X4 ):|Pk—1 {ﬁx— (X4 )} +0

k-1 k-1

)%k\k—l :f—1 ()’ek—l)

' -1

oh . J|[on . oh, .
K, = Pk\k—l {é’_xi (xkkl):| é)—xk(xkkl):| Pk\k—l {é,_xl; (xkkl):| +R,

k

2 -
P =|1-K,|—*@& )}P
k |: k{éxk k|k-1 | k| k-1

)ek\k =% = )ek\k—l +K, |:Zk _hk(ik‘k_l)] , k=12,..

alisiimis gosterimdeki ilerletiimis Kalman Filtresi elde edilir (Grewal ve Andrews 1993, Chen 1993).
Buna, Standart ilerletiimis Kalman Filtresi de denmektedir.

ilerletilmis Kalman Filtresi birgok lineer olmayan modelde kullanim alanina sahiptir (Chui ve
Chen 1991, Reif ve Unbehauen 1999, Bacchetta ve Gerlach 1997, Ozbek ve Efe 2003, Senol ve
digerleri 2003).

2. ilerletilmis Kalman Filtresinin Bir Diizenlemesi

Lineer olmayan durum-uzay modeli,
|:xk+l } _ |:F;c(yk)xk ]F ffl
Vi1 G, (X, ) é:kz

Xk
Zy :[Hk(xkayk) 0]|: j|+77k

Vi
bigiminde olsun. Burada, f, , g, ve h, fonksiyonlari tirevlenebilir, durum baslangig vektori hata
terimlerinden iliskisiz ,

S o]
EQCD=| | cov( T =P,
yO mo yO

ve iki denklemdeki hata terimleri aralarinda iligkisiz, sifir ortalamall
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Sk

COV(|:§ }) O, . Cov(n)=R,

varyans-kovaryans matrisleri ile beyaz gurultu surecidir.

Buradaki model igin ilerletiimis Kalman Filtresinin Chui ve Chen (1991) tarafindan verilen
bir dizenlemesi iki algoritmadan olusmaktadir. Birinci algoritma, degisik bir nominal yoériinge
kullanarak, bu model iizerinde birinci kisimda verilen ilerletilmis Kalman Filtresinin kendisidir. Ikinci
algoritma,

- 1
X =F ()X, + &,
z, =H,(xx,y,)x, +1,
lineer durum-uzay modelinde igletilen Kalman Filtresidir. Buradaki xx,y,  degerleri birinci

algoritmadan elde edilen tahminlerdir. Bu ikinci algoritmadan elde edilen ;k—l durum tahminleri
birinci algoritmadaki Taylor agilminlarinda nominal yoriinge degerleri olarak kullaniimaktadir. Her
iki algoritma ayni,

Xo =;Co =E(X0) s> Yo =E(y,)

X,
Cov({ 0}) -7
Yo

baslangi¢ dederleri ile baglayip, her adimda birbirine de@erler aktarip Sekil-1 deki gibi paralel
bicimde islemektedirler.

X2
Algoritma I Al _

yl yE

Xo=%a=F(x,)

Fu = E{y,)

i)

Algoritma IT Al A2
Sekil 1.
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Algoritma | :
X m X,
)ﬁo :|: Z:I , Cov({ 0}):}30
Yo m, Yo

p 7 F, (;}k—l))ek—l o }[Fm (;k—l))’ek’l } +0,,

= — B |——
K1 A k- A
0 xk1:||:Gk1(xklg}kl):| a[xk‘l F;c—l(xk—ll]yk—l)
L Vi1 Vi

X1 Fo (o)X
Vi | |G (X %k—l)

o ~ o~ o ~ -
Ky = By | =7 Hi Gt i) | 5| = Hi Gt i) | s

12 12
L LYk Vi

1)

Hy (xnpet; i) | + Ry

0’7 _ —
P =31-K, —ka(xk‘k’l’yk\k—l) ])k\k—l
k
o
L’j

X ;k\k—l ~ ~ ~
=] - +K, {Zk —[Hk(Xk\k—l,yk‘kfl)]Xk\k—l} , k=1,2,...
Vi Y-t

Algoritma Il :

Xp=E(x) . B =cov(x)

])k\k—l = [FIH (yk—l):| B [E{—l (yk—l):| +0,,
)Ack\k—l =F (V)%

, -1
K, = Pk\k-l |:Hk (ke Vet ):| {I:Hk (k1 Yile-1 ):| Pk\k-l |:Hk (xkfe-1, Vet ):| +R, }
B = {I -K, |:Hk (XK1, yk‘k—l)j|} Pk\k—l

)ek = )ek\k—l +K, {Zk _|:Hk (xk\k—lvyk\k—l)})ek\k—l} k=12,

Bu iki algoritmanin paralel islemesi olarak diizenlenen ilerletiimis Kalman Filtresi,
bilinmeyen ve zamanla dedisen sistem parametresi bulunduran lineer durum-uzay modellerinde
sistem belirlemesi agisindan elverigli bir algoritmadir. Bilinmeyen sistem parametresi iceren,
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X = A4,(6,)x, +&;
z, = B(6)x, +1,
gibi, durum vektériine goére lineer bir durum-uzay modeli,

|:xk+1:| |:Ak (6, )xk:| |:§k:|
= +
.1 o, Ci

X
Z = [Bk(ek) 0][9k:|+77k
k
biciminde yazilip,

X, m, Cov(x,) O
Hlal=la ] %7 o s

gibi bir baslangi¢ ve
S _ Cov(&;) 0 _
COV(L” }) { 0 cOv(m} o

k

Cov(,) =R,

varyans-kovaryans matrisleri ile bir lineer olmayan durum-uzay modeli olarak ele alinabilir. Bu
model igin yukarida diizenlenen ilerletiimis Kalman Filtresi ile indirgemeli tahmin yapilabilir. Bir
lineer olmayan durum-uzay modeli olan bu modelde ilerletiimis Kalman Filtresinin kendisi de
kullanilabilir. Sonraki kisimda bununla ilgili bir uygulama yapilacaktir.

3. Bir Yayin Ucuna Bagh Bir Cismin Salinimi

Hook kanununa goére bir yayin uzunlugundaki kiigiik degisimler i¢in degisme miktari etki
eden kuvvetin blyUkligu ile orantilidir. Oranti katsayisina yay sabiti denmektedir. m kutleli bir

cisim bir ucu sabitlestiriimis diisey halde olan L uzunluklu bir yayin diger ucuna asilmis ve

T

Fy (1) ] 2@)

) 01
2
" F
» Y Y
Sekil 2.

14



Esin KOKSAL, Levent OZBEK, Fikri OZTURK

yay [ kadar uzamis olsun. Tecriibelerimizden bildigimiz gibi cisim biraz gekilip birakildiginda
salinim (titresim) yapmaktadir. Cevredeki ortam (hava, su) ile sirtlinme ve cisme zaman iginde etki

eden kuvvetler olabilir. £ =0 aninda L+/ uzunlukta olan yay z, kadar cgekilip birakildiginda

salinimina baslamaktadir. Salinim ¢evre ile sdrtinme ve dis kuvvetlere bagli olarak devam
etmektedir.

Sirtinme kuvvetinin blyukliginin hiz ile orantih, yani F. =s.v(¢) oldugu varsayilsin.

s

Belli bir ¢ aninda cisme etki eden kuvvetler igin,
F=P+F,+F +F,
yazilabilir. P cisme etki eden yercekimi kuvveti, Fy yayin cisme etki ettigi kuvvet, Fv surtinme

kuvveti ve Fd cisme etki eden dis kuvvettir. ﬁ:v ile ﬁs kuvvetlerinin yénunin hareket yoninin ters

yonunde oldugu g6z 6nline alinirsa, baslangi¢ noktasi asili kiitlenin bulundugu nokta ve yona ile
dogrultusu yergekimi kuvveti ile ayni olan bir z —ekseni zerinde bu kuvvetlerin buyuklUkleri igin,

mz"(t)=mg —k(l+z(t))—sz'(t)+ F,(t)
diferansiyel denklemi olusturulabilir. Fy = P oldugu g6z 6niine alinirsa,
mz"(t)+sz'(t) + kz(¢) = F, ()
z(0)=z,, z'(0)=v,
modeline ulasilir. Burada s ortam ile ilgili siirtinme katsayisi, k yay sabiti, ﬁd cisme etki eden dis

kuvvet, z, baslangi¢ anindaki cismin konumu ve Vv, baslangigc anindaki cismin hizinin

blyuklagudur. Diferansiyel denklem seklindeki model,
z"(1) +%z'(t)+§z(t) = #Fd(t)

2(0)=2z, , Z2(0)=v,

olmak Uzere,
x,(t) =z(1)
X () =x@)+Lz(t)=x,()+Zz(t)=z'(t) + L z(?)

degisken degistirmesi sonucu,

, —= 1 0
x(t) = {_L 0} x(0)+ L} £,

z(t) = [1 0]5(1‘)

0= L}/}O+iz }

durum-uzay modeli elde edilir (Ozbek ve Oztiirk 2003).

Bir sistemle ilgili olarak amacimiz gbzlenen ¢iktiya bagh olarak, sistemin parametreleri
bilinmiyorsa sistem parametrelerini belirlemek, uygun girdiyi vererek sistemi kontrol etmek, sistemin
gelecekteki davranisini 6ngoérmek olabilir.Yaya bagh cisim ile ilgili, s strtinme katsayisi bilinmesin

ve tahmin edilmek istensin. MKS 6l¢l sisteminde, m =1,k =1, dis kuvvet F,(¢)=0, £ >0 olsun.
Cismin hareketini anlatan sturekli zaman Durum-uzay modeli,

K0 [-s 17[x@)
Hn] (-1 0][x%0)
Z(t)le(t)

olmak Uzere, At =0.1 igin elde edilen kesikli zaman Durum-uzay modeli,
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x(k+D| [x()] [-0.1s 0.17[ (k)
@m+n_x4m+ 0.1 0 || x,(k)

x, (k)
z(k) =[1 O]L (k)}

dir. s surtlinme katsayisi, tginci durum degiskeni olarak ele alinip, durum degiskenleri ve gézlem
degiskeni icin glrultilerin de s6z konusu oldugu,

x(k+1)] [1-0.1x,(k) 0.1 0][x (k)

x(k+1)|=| -0.1 10| x,k) |+ w,
x,(k+1) 0 0 1| x0)
x, (k)
z(k)=[100]| x,(k) |+7, . w,0N(©,0,) . 1,0 N(O,R,)
x; (k)

modeli g6z 6nine alinsin. Bu modeldeki durum denklemi, durum degiskenlerine goére lineer
olmayan bir denklemdir. Salinan kutlenin z(k) konumunu gozleyerek sirtiinme katsayisi

ilerletilmis Kalman Filtresi ile tahmin edilebilir.
Durum-uzay modeli,

x,(k+1) 1-0.1x,(k) 0.1 x,(k)
x(k+1)||= -0.1 || x,(k)||+w,

Xy (k+1) X, (k)

x,(k+1)
z(k)=[[10] 01| | x,(k+1) | |+7,
X, (k+1)

bigiminde yazilip, siirtiinme katsayisi yukaridaki gibi diizenlenen llerletilmis Kalman Filtresi ile de
tahmin edilebilir.
Tahminleri dederlendirmek amaciyla surtinme katsayisinin:

a) x;(k)=1, k=1,2,... (s =1, zaman iginde sabit)
b) x,(k)=1+0.1k/10 , k=1,2,... (s(t)=1+¢/10 , t=>0 )

1, k=1,2,.,49 1, 0<t<5
¢) x,(k)=10.5 , k=50,51,..,99 (s(t)=40.5 , 5<t<10 )
02 , k=100,10L,.. 0.1 , 1l0<t

durumlari igin similasyon yapilsin. Sistem c¢iktisi olarak gézlenen z(k) degiskeni, birinci durum

degiskeninin gulrultd eklenmis bir toplamidir. Sistemin bilinmeyen parametresi olan sirtinme
katsayisi, modelde (iglincii durum degiskeni olarak yer almis olup ilerletiimis Kalman Filtresi ile
elde edilen tahminler: a) icin Sekil-3, b) i¢cin Sekil-4, c) icin Sekil-5 deki gibidir. Sekillerdeki kirmizi
cizgiler parametrenin gergek degerlerini, maviler ilerletilmis Kalman Filtresi ile elde edilen tahminleri
ve siyahlar ilerletilmis Kalman Filtresinin diizenlenmesi ile elde edilen tahminleri géstermektedir.
Grafiklerden goéruldagu gibi siyah gizgilerin, gercek degerlere mavilerden daha yakin oldugu, yani
paralel isleyen iki algoritmanin bir diizenlemesi bigiminde olan ilerletilmis Kalman Filtresinden elde
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edilen tahminlerin, standart ilerletiimis Kalman Filtresinden elde edilen tahminlerden daha iyi
oldugu sodylenebilir.

3 : - 1 - 1 - 1 - "

X6
}
b

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0 20 40 60 g0 100 120 140 160 1680 200
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Sonug¢

Uzay araglari ve hareketli hedeflerin konumunu izleme ve kontrol etme gibi uygulamalar
icin gelistirilen durum-uzay modelleri, fiziksel, kimyasal, iktisadi ve sosyal siireglerin modellenmesi
gibi pek ¢cok uygulama alanina sahiptir. Lineer durum-uzay modellerinde indirgemeli bir tahmin
algoritmasi olan Kalman Filtresi, lineer filtre teorisinde gok énemli bir yere sahip oldugu gibi, lineer
olmayan durum-uzay modellerinde de ayni derecede 6nemlidir. Lineer olmayan modellerin uygun
lineerlestirmeler sonucu, Kalman Filtresi igin uygun hale getiriliimesi ve bunlar igin gelistirilen
ilerletilmis Kalman Filtreleri son onbes yildir izerinde ¢ok calisilan konular haline gelmistir. Bu
¢alismada, 6zel yapida olan bazi lineer olmayan durum-uzay modelleri ve 6zellikle lineer durum-
uzay modellerinde sistem belirleme igin kullanisli olan ilerletilmis Kalman Filtresinin bir
dizenlemesi ele alinmis ve standart ilerletiimis Kalman Filtresinden nispeten daha iyi sonuglar
verdigi simulasyon ile gérilmastar.
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