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Hata Analizi Tabanli Adim Genigligi Stratejisi

Giilnur CELIK KIZILKAN', Kemal AYDIN'

Ozet: Bu calismada; ikinci mertebeden Runge- Kutta metodu igin hata analizi tabanh
adim genigligi stratejisi elde edilmigtir. Verilen stratejiye bagl olarak her bir adimda
problemin yapisina gére sabit adim genisligi veya degisken adim geniglidi tespit eden ve
nimerik ¢6zim hesaplayan iki algoritma verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Adim genisligi, Nimerik integrasyon, Adim genisligi stratejisi, Adim
genisligi kontrolu

Step Size Strategy Based On Error Analysis

Abstract: In this study; a step size strategy based on error analysis is obtained for
Runge- Kutta method of order 2. Depending on this strategy two algorithms which
determine constant or variable step size according to structure of problem and calculate
numerical solutions in each step are given.

Key words: Step size, Numerical integration, Step size strategy, Step size control

1. Giris
D={(t,x):t[t,,T], | x—x,|< b} bélgesi tizerinde

x'= f(t,x),x(t)) = x, (1.1)

Cauchy problemini géz 6ntne alalim. (1.1) Cauchy probleminin nimerik integrasyonu ile
elde edilen ¢6zUm problemin tam ¢6zimin yerine kullanilabilecek kadar yakin olmayabilir. Bu
nedenle numerik integrasyonda hesaplama yapilirken adim genigligi secimi 6ne c¢ikmaktadir.
Literatlr calismalarinin gogunda sabit adim genisligi secilerek hesaplama yapilmistir. Sabit adim
genisligiyle nimerik integrasyona baglamak icin adim genigliginin nasil secilecedi sorusu énem
kazanmaktadir. Ancak, uygun adim genigligi tespit edildiginde bile sabit adim genisligi ile calismak
dogal olarak islem sayisini artiracaktir. Sabit adim genigligi ile ¢alisildiginda; hl. degisken adim

genisliklerinin en kuglgu ile calisilacagindan verilen problemin niteligine goére degisken adim
genigligi ile calismak islem sayisini azaltacagi igin daha avantajli olabilir.

(1.1) Cauchy probleminin niimerik ¢ézimunun analitik ¢6zime ne kadar yakin oldugu lokal
hata ile Olg¢ulir. Dolayisiyla hata tahminine gére adim genisligi segilerek yaklasik ¢ézimin tam
¢6ziimden fazla uzaklasmamasi saglanabilir. Bazi nimerik metotlar igin hata agihimlarini dikkate
alarak adim genisligi tespiti yapan farkhi c¢alismalar mevcuttur ([1,2,3]).Bu g¢alismada, (1.1) in
niimerik integrasyonunda kullanilan ikinci Mertebeden Runge- Kutta Metodu igin hata analizini

dikkate alarak uygun h, adim genigligi belirleyen farkli bir adim genisligi stratejisi elde etmek
hedeflenmigstir. Diger nimerik metotlar icin de ayni incelemeler yapilabilir.
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Calismamizin 2. kisminda; lokal hata kavrami ve Runge- Kutta metodu hatirlatiimig, bu
metodun hata analizi incelenmigtir. 3. kisimda; Runge- Kutta metodu igin hata analizi tabanli adim
genisligi stratejisi verilmistir. 4. kisimda; her bir adimda hata analizi tabanli adim genisligi tespit
eden ve numerik ¢o6zim hesaplayan algoritmalar verilmistir. 5. kisimda ise, ¢alismamizla ilgili
numerik érnekler verilmistir.

2. Hata Analizi

2.1. Lokal hata
Lokal hata [4, 5] de asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tanim: z(¢), (1.1) Cauchy probleminin [t;.; , t)) arali§indaki ¢6zimu olsun:
Z'(t)=f(t2), 2(t_)= y., (2.1)
[t1 , t) araligindaki lokal hata, nimerik metotla elde edilen y, ¢ézimi ile z(t;) ¢6zimi

arasindaki farktir. Yani; LE; =y,—z(¢,) seklindedir.

2.2. Runge- Kutta metodu

Farkh mertebelerde Runge-Kutta formiilleri vardir. Fakat burada en ¢ok kullanilan ikinci
mertebeden Runge- Kutta formill verilecektir. [3] te sabit adim genisligi icin ikinci mertebeden
Runge- Kutta metodu verilmistir. Buna benzer olarak

h=t, —t,_ ,s=f(,.),8,=f(t, +h, .,y +sh,),i=0,1,...n
olmak uzere degisken adim genisligi icin ikinci mertebeden Runge- Kutta metodu
Yy =Y +h, (as +bs,),i=0,1,...,n (a,b€ Q;a+b=1)

seklinde tanimlanir. Literatirde genellikle a=b=1/2 alinmaktadir. Bu calismada da a=b=1/2
alinacaktir. Buna gore ikinci mertebeden Runge-Kutta metodu yeniden yazilacak olursa

1 .
Vi =V +Ehi+1(sl+s2),|=0,1,...,n

seklinde olur.

2.3. Runge- Kutta metodu i¢in hata analizi

Sabit adim genislidi icin [3] te yapilan analiz degisken adim genisligi icin benzer olarak
yapilirsa

h2
S # by 1 f s i) = L s i) o+ [ )+ 2+ 20 S+ FP ot fufy+ [ L+0)
oldugundan
h? W ) X X
Vi = Vit hf i)+ o f )+ fu+ 2 2 f fufy + L LD +O)

seklinde elde edilir. Ayrica [t , t] arali§inda z(¢) fonksiyonu igin Gglincli mertebeden Taylor

acihmi
2

h
(i th) =y, t hif(ti—l,)’i—l)"'?l(ft + ffx )+

i
oVt St St LS A L L)+ 00
dir. O halde 2.1. deki lokal hata tanimindan Runge- Kutta metodu igin lokal hata
ILE: 1= | y; — z()]
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h? n
=i+ b s i)+ St o)+ a + 2 S+ [P ot oo+ [ LD
2 3
[V v hif(ti 1, yi0) +h7f(ﬁ + 1.1 +%‘<f,[ 2 S+ o S+ Sy + S IFOM) ]

3
=|il_i2(ﬁt V2 St i+ f S+ o))+ O |
3

h;
= ILENS 5 maX [ (fy +2f S+ Sy + S L7+ 17 1)) (22)

seklinde elde edilir.

3. Hata Analizi Tabanli Adim Genisgligi Stratejisi
(2.2) esitsizliginden

max |(f, +2f - fu + fi-fi + [ S+ L)@ <M,

relti—],t; ]

olmak uzere, adim genigligi
120
h < (— L)3 i=1,2,...,N) (3.1)

seklinde segilir.
Eger burada [¢,,7 ] araliginda

MaX | (fy +2/ Lot Sefi 4 S+ S f)@ S MM 2 maxiM,}

olacak sekildeki M sayisi alinirsa o zaman (3.1) adim genigligi
120,
h< (= )3 (3.2)

esitsizligine donusur. Bu e§|tS|zI|kten elde edilen adim genisliklerinin sabit adimlar olacagi aciktir.

4. Algoritmalar

(3.1) veya (3.2) esitsizliklerinden elde edilen adim genislikleri biyuk degerler olarak
bulunabilecegi gibi kiigik adim geniglikleri de elde edilebilir. Bu durumda adim genisligi tespit
edilirken keyfi bir #° parametresi belirler ve bu parametreden daha kiigiik olan adim genisligini “0”
(sifir) olarak alinir. Belirlenen bu 4" parametresi, istenildigi kadar kiigiik segilebilen bir parametredir
ve h, < h" oldugu zaman hesaplama islemi sona erer. Burada 4" pratik adim genisligi parametresi

olarak adlandirilir [6].

4.2 ve 4.3 kisminda verecedimiz adim genigligi tespiti yapan ve numerik ¢6zim
hesaplayan algoritmalarin galismasini kontrol eden adim genigligi kontrol algoritmasini asagida
verelim. 4.2 ve 4.3 te verilen algoritmalarda hesaplama islemini adim genisligi kontrol algoritmasi
sonlandirmaktadir.

4.1. Algoritma 1: Adim genisligi kontrol algoritmasi

k; adim sayisi, T'; D bolgesindeki T sayisi, fzk; hesaplanan adim genisligi ve 4, pratik
adim genigligi olmak uzere;

k-1
K: 1. t0+2hi+hk <T ise;

i=1

1.1. l;k >h'ise h, = f;k alinir.
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1.2. h, <h"ise h, =0 alinir ve islem sona erer.

k-l A A k-1
2. ty+ Y h+h >Tise hy =T —t,— > h alnr.
=1 i=1

24. h, >h"ise h, =I;k ahnir.

2.2. ﬁk < h"ise h, =0 alinir ve islem sona erer.
Buradaki K- algoritmasi [6] daki K- algoritmasinin (1.1) problemine uyarlanmasidir.

4.2. Algoritma 2: Hata analizi tabanh degisken adim genisligi tespiti yapa
numerik ¢6ziim hesaplayan algoritma

0. Adim (Girig Elemanlan): ¢, x,,T, b,k ve o, sayilari girilir.

1. Adim: M, hesaplanir.
. 5, - .
1.1. h, £ (—)* olacak sekilde %, hesaplanir.
M,
1.2. K- kontroll yapilir.
1.3. t,=t, + h, hesaplanir.

1
1.4, 5,=f(t,¥y), 8.,=f g+ h, Y, +5,,h) ve y, =y, +5h1 (5,,+5,,) hesaplanr.

k. Adim: Mtk sayis| hesaplanir.

125, 5 a
)? olacak sekilde A, sayisi hesaplanir.

kA. h, <(
Ik

k.2. K- kontroll yapilir.

k.3. t,=t,_, + h,hesaplanrr.

1
k.4. Sk,l=f(tk71’yk—l) 'Sk,2=f(tk—1 +h, +Sk,1hk) Ve Vi = Via +5hk (Sp1 +852)

hesaplanir.
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4.3. Algoritma 3: Hata analizi tabanli adim genisligi tespiti yapan ve nimerik ¢6ziim

hesaplayan algoritma

Adim Genisligi (3.2) esitsizligindeki gibi secilirse 4.2 kisminda verilen algoritma asagidaki
sekilde olur.

0. Adim (Girig Elemanlan): ¢,,x,,7 , b ,h" ve &, sayilan girilir.

1. Adim: M hesaplanir.
1

~ 126, - ~
1.1. h < (TLP olacak sekilde /4 hesaplanir.
1.24. t,+h<T ise;
1.21.1. h>h" ise h=h alnr.

1.2.1.2. l; < h'ise h =0 alinir ve islem sona erer.
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1.2.2. ¢, +h>Tise h= T—t, —hahnrr.
1.2.21. h>h" ise h=h ainr.

1.2.2.2. }; < h'ise h =0 alinir ve islem sona erer.
1.3. t,=t, + h hesaplanir.

1
1.4, 5,=1(t, o), 8,,=f (o +h,y, +5,,h) ve y, =y, +Eh (8, +s,,) hesaplanir.

k. Adim:
kA. t,+kh<T ise

k.1.1. t,=¢, + kh hesaplanir.

1
k2.5, =f (G vi) 8= (G + oy + s ) ve y, =y, +Eh(sk,1 *Si2)
hesaplanir.
k2. t,+kh>Tise h=T—t,—(k—1)h alnr.
k2.1. h<h'ise islem sona erer.

k2.2. t, =t,+(k—=1)h+ h hesaplanir.

2 2 12
k.2.3. Sk,lzf(tk—li'yk—l) ’Sk,zzf(tk—l +h, Y, +Sk,1h)VSJ’k = Yia +5h(sk,l +8,,)

hesaplanir ve islem sona erer.

5. Niimerik Ornekler
Ornek 1. D ={(t,x):t €[1,5], | x -1|< 2} bélgesi lizerinde
-1
x'=—, x()=1 (5.1)

2

-1
Cauchy problemini ele alalm. Burada f'(¢,x)=—- dir. Algoritma 2 yi kullanarak (5.1)
t
Cauchy probleminin nimerik ¢6zimind hesaplayalim.

0. Adim (Girig Elemanlan): ¢, =1,x, =1,7 =5, b=2, h =107 ve o, =107

1. Adim:
-6,_6
WX |y +2f S+ Sof oSS+ L) = max |2 |=2 <M, =6
05l Telly,h 0
~ 126, 5 22 -
11. h < ( 5L)3=(12X10 )?=0.271442 = h,=0.27

M 6

1.2. 6, +h <5 h >h" = h =h,
1.3. 1,=1t, + h =127
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1.4. 5,,=1(ty,,) =1, s.,=f (t, + I, ¥, +5,,h,)=-0.620001

1
N=Yo+ Ehl (8,,+8,,)=0.78123

-6, 6
6. Adim: max | —-|=— <M, =0.022747
relts tg]l T t5 6
~ 125, 5 12*%107 5 A
6.1. hy < (—21) =( )} =1.740805 = h,=1.74

M

13

0.022747

5 5

6.2. 1y + Y h +hg>5; = hg=5-1,—> h =097
i=1 i=1

6.3. t,=t, +h,=5

6.4.5, =1 (t;,ys5) =-0.061573, 5, ,=f (¢5 + hg, ys + 54,115 ) =-0.04,

1
Ve =Js +Eh6 (861 86, )=0.170817 olup islem sona erer.

(5.1) Cauchy problemi igin elde edilen adim genisligi, her bir adim da elde edilen nimerik

¢ozimii, z(¢,) ve|LE, | degerleri Tablo 5.1 de verilmistir.

Tablo 5.1

I h t; v z(¢,) |LE,|
0 1 1 1 0

1 0.27 1.27 0.78123 0.787401 0.006171
2 0.37 1.64 0.597746 0.603585 0.005839
3 0.52 2.16 0.44535 0.450953 0.00563
4 0.75 2.91 0.320691 0.326029 0.005339
5 1.12 4.03 0.22008 0.225187 0.005107
6 0.97 5 0.170817 0.171941 0.001124

Ornek 2. D ={(t,x):t €[0.5], | x — 1| <2} bélgesi lizerinde
x'==x(t),x(0) =1 (5.2)
Cauchy problemini ele alalim. Burada f(¢,x)=—x(¢) dir. Algoritma 3 U kullanarak (5.2)

Cauchy probleminin nimerik ¢6zimUind hesaplayalim.
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0. Adim (Girig Elemanlari): ¢, =0,x, =1,7=5,b=2, 1 =10~ ve §,=10""
1. Adim:
IT%SDS(] | +2f S+ Lo+ S-S+ @) |25 IT%SDS(] | x(7) [=5(2+1)=15=M

2 l R
12x10 )?=0.2= h=0.2

1
3=
M’) ( 15
1.21. t,+h=0+02<T=5
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1214 h=02>h"=10" = h=02
1.3. t,=1, + h=0.2
1
1.4. 5,,=1(ty,y,) =1, s,,=f (t, + h, y, +s,,h) =-0.8, y, =y, +Eh (8,,+s,,)=0.82

2. Adim:
21. ¢, +2h<5

211, t,=1,+2h =04
21.2.5, =1 (t,y,)=0.82,s,,=f (¢, +h,y, +5,,h) =

1
0.656, y, =y, +5h (55, +5,, )=0.6724

25. Adim:
251. ¢, +25h<5

25.1.1. t,,=t, +25h=5
25.1.2. 5,5 =1 (L, y) =-0.0122498, 5, ,=1 (£, + I, s, + 5,5 /1) =-0.00979981,

1
Va5 =V +5h (8551 *+5855, )=0.0100448
26. Adim:
26.1. £,+26h>5 h=5-0-25x(0.2)=0

26.2. ﬁ < h*olup islem sona erer.
(5.2) Cauchy probleminin her bir adimda elde edilen adim genisligi, nimerik ¢o6zimd,

z(t;) ve | LE, | degerleri Tablo 5.2 de verilmistir.

Tablo 5.2

I h t; i z(t,) |LE, |

0 0.2 0 1 1 0

1 0.2 0.2 0.82 0.818731 0.001269
2 0.2 0.4 06724 0.671359 0.00104078
24 0.2 4.8 0.0122498 0.00852825 1.3221e-05
25 0.2 5 0.0100448 0.00699316 1.08412e-05
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6. Sonuglar

Bu galismada, (1.1) Cauchy probleminin nimerik integrasyonunda adim genisliginin nasil
secilecedi sorusundan yola ¢ikilmig ve numerik metotlarin hata analizi dikkate alinarak, tam
¢bzume istenildigi kadar yakin bir nimerik ¢6zim elde edilebilecek sekilde adim genigligi stratejisi
verilmigtir. Bu strateji; verilen problemin yapisina gore eger lokal hatanin Ust siniri noktaya bagh
sekilde bulunuyorsa degisken adim genigligi, noktadan bagimsiz sekilde bulunuyorsa sabit adim
genigligi tespit etmektedir. Daha sonra verilen stratejiye uygun olarak her bir adimda adim genisligi
tespit eden ve nimerik ¢6zim hesaplayan iki algoritma verilmistir. Bu algoritmalardan birisi sabit
adim genigligi digeri ise degisken adim genigligi tespit ederek nimerik ¢ézim hesaplamaktadir.
Verdigimiz algoritmalar kesinlikle bilgisayarin kilittenmesine neden olmamaktadir. K- adim genigligi
kontrol algoritmasi her adimda tespit edilen adim genisligini kontrol ederek gerektiginde hesaplama
islemini sonlandirmaktadir.
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