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Dért Boyutlu Ising Model icin Bilinen Sonlu Orgii Olcekleme ve
Logaritmik Diizeltmeli Sonlu Orgii Olcekleme Fonksiyonlarinin
incelenmesi

Ziya MERDAN', Mehmet BAYIRLI?
Abdullah GUNEN?

OZET: Dért boyutlu Ising modelinin, dogrusal boyutu L =4,6,8,10,12,14,16 olan periyodik
sinir sarth soyut basit kiip érgilerde, dort “bit”li demonlar kullanilarak Creutz cellular
automaton’inda simulasyonu yapildi. Similasyondan elde edilen veriler bilinen sonlu
Orgu lcekleme teorisi ve logaritmik diizeltmeli sonlu 6rgi 6lgekleme teorisine gére analiz

edildi. Manyetik alinganlik icin kritik Us logaritmik dizeltme olmaksizin Z= 2.2529
14
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logaritmik dizeltmeli Z = 2.0057, 6zisi igin kritik Us logaritmik diizeltme olmaksizin
|4
0.0715 logaritmik diizeltmeli <-= 0.0932 = -0.1055 elde edildi. Bu sonuglar Gg “bit’

v
demonlar kullanilarak yapilan similasyon sonuglari ve teorik degerlerle uyum halindedir.

Anahtar Kelimeler : Ising Model; Sonlu Orgii Olgekleme Teorisi; Cellular Automaton.

Investigation of the well Know Finite-Size Scaling Function and Finite-Size
Scaling Functions with Logarithmic Correction for the Four Dimensional
Ising Model

Abstract: The four-dimensional nearest-neighbor Ising model is simulated on the Creutz
cellular automaton by using four-bit demons and the finite-size lattices with the linear
dimension L=4,6,8,10,12,14,16. The simulation results for the finite-lattice are analyzed

according to the conventional finite-size scaling theory with and without logarithmic
factors. Critical exponents of the magnetic susceptibility (¥ ) is found as % =2.0057

when the expression with the logarithmic factor is used and as % =2.2529 when the

expression without logarithmic factor is used. Similarity, the exponents for the specific
heat (C) are calculated as % =0.0932, £ =-0.1055 with the logarithmic factor

and 9 =—0.0715 without logaritmic factor.These results are in good agreement with
the results of simulations with three-bit demons and theoretical values.
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Dért Boyutlu Ising Model icin Bilinen Sonlu Orgii Olgekleme ve Logaritmik Diizeltmeli Sonlu Orgii Olgekleme
Fonksiyonlarinin incelenmesi

Giris

Boyut ya da 6rgi boyutu arttigi zaman Monte Carlo metoduyla Ising modelinin similasyonu
yetersiz kalmakta ve bu yilizden daha hizl algoritmalara ihtiyag duyulmaktadir. Creutz cellular
automaton geleneksel (aligilagelmis) Monte Carlo ydntemine gbre iki avantaja sahiptir (iki
bakimdan tercih edilmektedir). Bunlardan biri geleneksel Monte Carlo metodundan daha hizli
olmasi ve digeri ylksek kalitede rasgele sayilar gerektirmemesidir. Creutz cellular automaton
Q2R cellular automaton ile karsilastirildiginda Q2R cellular automaton da i¢ enerji simllasyon
suresince sabit kaldigindan 6zisi (C) enerji dalgalanmalari kullanilarak hesaplanamamaktadir
[1,2,3,4,5,6,7,8,9].

M. Creutz [10] tarafindan sunulan cellular automaton algoritmasinin kritik bélge yakininda
Ising model arastirmalari icin alternatif bir yéntem olabilecegi ¢esitli calismalarda goésterilmistir [11-
27]. Creutz cellular automaton ile dort boyutlu Ising modeli icin yapilan calismalarda sonlu
Orgulerden sonsuz 6rgu davranigini tespit etmek amaciyla bilinen sonlu 6rgi 6lgekleme teorisi
yerine d)4 boyutlu 6rgllerde V.Privman-N.E.Fisher [28, 29] tarafindan sunulan hipotez N.Aktekin

[11] tarafindan d =4 boyut icin uygun hale getirilmistir. Periyodik sinir sartli L “hypercubic”
sonlu bir sistemin serbest enerji yogunlugunun singdler kismi

1,y =LY @Y hLP) (1)

9, hy =LY " log"® L,hL" 1og"* L) 2)

fonksiyonu ile verilmektedir. Serbest enerji yodunlugu bagintilarindan vyararlanarak
kendiliginden miknatislanma (M ), manyetik alinganhk (%) , 6zisi (C) ve Binder Cumulant’i

(parametresi) (g, ) igin sonlu érgl dlgekleme bagintilar elde edilmistir.

Bu calismanin amaci dért boyutlu Ising modeli icin, dogrusal boyutu L=4,6,8,10,12,14,16
olan periyodik sinir sarth érgilerde doért bitli demonlar ile Creutz “cellular automaton”inda yapilan
simllasyonlardan bilinen sonlu 6rgi dlcekleme ve logaritmik dizeltmeli sonlu 6érgi odlgekleme
fonksiyonlarindan elde edilen kritik Usleri karsilastirmak ve elde edilen verilerin ¢ “bit”li demonlar
kullanilarak yapilan simllasyon sonuglariyla ve teorik degerlerle uyumlulugunu tespit etmektir.

Model Bélim 2°'de sonug ve tartismalar Bélim 3’de aciklanmakta sonuglar ise Bélim 4'de
tartigiimaktadir.

Model

Bu modelde her bir hiicreye 6 ikili “bit” karsilik getiriimekte ve bir hiicredeki bir degiskenin
alacagl deger o degdiskenin bir 6nceki zaman adimindaki kendi degeri ile ona en yakin
komsularindaki degerlerinden elde edilmektedir. Bu alti ikili “bit” den ilki, B; Ising spini i¢indir; “0”

veya “1” degerlerini alabilir. Si=2B-1 olmak izere, 6rglinin Ising spin enerjisi H, (i¢ enerji,
potansiyel enerji) (en yakin komsu etkilesme sabiti J cinsinden) asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
H,=—JZSl-Sj (3)
(i)
Burada (ij) bitin en yakin komsu hiicre giftleri tizerinden toplami gdstermektedir. Kalan 5

bitten 4’i “demon” veya spine eglik eden momentuma karsi gelmektedir. D,,D,,D;,D, ile

gosterilen bu bitler “0” veya “1” degerlerini alabilmekte ve (20xD1+21xD2+22xD3+23xD4)
ifadesine goére (0,15) arahgindaki tamsayilari olusturmaktadir. Momentum degiskenine karsilik
gelen kinetik enerji E,, bu tam sayi degerlerinin dért katini almaktadir.
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ED = 4(20 _)(jl)1 + 21 )CD2 + 22 XD3 + 23 )CD4) “

Kinetik enerji bu degerleri aldidinda, bir spin degisiminde Ising enerjisinde olusan ve
degderleri 4’Gn katlari olan enerji deg@isimi kargilanabilmektedir. Bu sirada, érgiiniin toplam enerjisi

H=H,+H, korunmaktadir. H, 6rgtiniin toplam kinetik enerjisidir, yani E;,, i.nci 6rgii gbziine

ait “demon”un enerjisi olmak tzere H, = ZE}) dir. Verilen bir toplam eneriji igin sistemin sicakligi

T (J/k, biriminde; burada k, Boltzman sabitidir) bir “demon”un kinetik enerjisinin ortalama
degerinden elde edilir.

<ED> = i dpne P | i e ®)
n=0 n=0
T=Y (6)

dir. Altinci bit “cellular automaton”in zamanla dama tahtasi diizeninde gelisimini saglamakta
ve bdylece Ising modelinin “cellular automaton” ile similasyonunu mimkin kilmaktadir. Her bir
zaman adiminda dama tahtasinin siyah hicrelerine kural uygulanip rengi beyaza cgevrilir; beyaz
hicrelerin ise sadece rengi siyaha c¢evrilir. Rengi beyaza ¢evrilen siyah hicrelerin spini ters
cevrilerek Ising enerjisindeki enerji degisimi hesaplanir. Eder enerji degisimi bu hlcrenin
momentum degiskenine aktarilabilecek veya momentum degiskeninden alinabilecek bir dederde
ise, toplam enerji korunmak Uzere spin ters ¢evrilir. Buna uygun olarak momentum degistirilir, aksi
halde spin ve momentum degistiriimez. Bu islem 6rgudeki bltin siyah hicrelere ayni zaman
adiminda uygulanmakta ve gelisim siresince periyodik sinir sarti kullaniimaktadir. Baglangicta
sistemin bitiin spinleri asagl veya yukari yénde alinabilir. ilk kinetik enerji beyaz hiicrelerdeki
demonun “bit’leri vasitasiyla o6rglye rasgele verilir; bu calismada birinci ve dg¢lncl “bit’ler
vasitasiyla veriimektedir. Similasyon i¢in L=4,6,8,10,12,14,16 &rguleri kullaniimistir.

Sonuglar Ve Tartisma

d =4 igin kendiliginden miknatislanma (M ) , manyetik alinganlik () , 6zisi (C ks

biriminde) ve Binder parametresi ( g, ) nin sicaklikla degisim egrileri L=4,6,8,10,12,14,16 orguleri
icin sirasiyla Sekil 1a,1b,1c ; Sekil 2a,2b,2c ; Sekil 3a,3b,3c ; Sekil 8a,8b de gdsterildi.
L=4,6,8,10,12 drgulerinde her bir toplam eneriji icin 3 bagimsiz similasyon, L=14,16 6rguleri i¢in 5
bagimsiz similasyon yapilmigtir. Her bir bagimsiz similasyonda L=4,6,8,10,12 6rgusu igin 9.6x10°
kere, L=14,16 orguleri icin de 3.6x10° kere Orgtnin batin spinlerine ters ¢evirme kurali
uygulanmigtir.
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Sekil 1.(a) Manyetizasyonun sicaklikla degisimi, (b) Bilinen sonlu 6rgl élgekleme fonksiyonu igin
MLL’ nin 1L ye karsi degisimi (¢) Logaritmik diizeltmeli sonlu érgu 6lgekleme fonksiyonu icin
MLLLog_ML nin thLogl/éL 've karsi degisimi (ﬁ =1Lv=1/2).

14
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(c)
Sekil 2.(a) Manyetik alinganligin sicaklikla degisimi, (b) Bilinen sonlu 6rgl élgekleme fonksiyonu igin

ILL_z’ nin tL* ye kargi degisimi (c) Logaritmik dizeltmeli sonlu 6rgu élcekleme fonksiyonu igin

ZLL_ZLog_I/zL min tL’Log"'° L*ye karsi degisimi.
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Sekil 3.(a) Ozisinin sicaklikla degisimi, (b) Bilinen sonlu érgii 8lgekleme fonksiyonu igin CL -b
nin 1L’ ye kargi degisimi (¢) Logaritmik diizeltmeli sonlu CL — b dlgekleme CL — b fonksiyonu igin
(C, - b)L_a/VLog_IBL nin tL’Log"'° L ye karsi degisimi.

Kritik Sicakhk

Sonlu 6érgindn kritik sicakligi, 6zisi (TCC (L)) ve manyetik alinganlik (7;* (L)) in maksimum

degerlerinden elde edildi. Sonlu érgii kritik sicaklik (7. (L)) degerlerinin 6rgli kenar uzunlugu L'ye

bagimliliginin bilinen ve logaritmik diizeltmeli ifadeleri asagidaki sekilde verilmektedir [29, 30, 32].
TS (o) =T (L)< L (7)

T;‘C(OO)—T;‘C(L)O( L—I/VLOg—l/GL (8)
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Bu ifadelerde d = 4 igin v =1/2 olarak verilmektedir [29, 31]. Sonlu 6rglndn kritik sicakligi
TCC(L) nin grafikleri bilinen ve logaritmik dizeltmeli olarak Sekil 4'de verilmigtir. L — ooigin

logaritmik diizeltmeli 6lgekleme verilerinden 7. (o) = 6.6771, T% (o) = 6.6758 bilinen dlgekleme
verilerinden T (o) = 6.6721, T () = 6.6779 degerleri elde edilmektedir.

6,7
6,65 -
6,6
6,55 -
6,5
6,45
6,4
6,35
6,3
6,25

6,2 \ \ \ \
0 0,02 0,04 0,06 0,08

Sekil 4. TCC (L) ve T#(L) ' nin v =1/2 olmak tzere L_I/VLog_l/6L ve L'V ye gore
grafikleri cizilerek TCC (00) =6.6771( ),6.6721(0) T*(c0) =6.6758(a), 6.6779(0) degerleri
bulunmustur.
Bu varsayimlar isiginda yukaridaki ifadeler TCZ (L) icinde gegerlidir. Yani logaritmik

diizeltmeli ifadeler kullanildigi zaman T.# (o) = 6.6758 ve bilinen logaritmik diizeltmeli ifadeler
kullanildigi zaman T.# («0) = 6.6779 degerlerini vermektedir.

Buradan da goérlilmektedir ki bulunan bu degerler, daha énce ¢alisiimis Monte Carlo sonucu
T, (e0) =6.680[32, 33], seri genisleme sonucu 7, (=) = 6.6802[34] , 3 bitli demon kullanilarak

yapilan ch(oo)=6.675 (logaritmik dlzeltme olmaksizin), 6.680 (logaritmik dUzeltmeli),

T (00) = 6.682 (logaritmik diizeltme olmaksizin), 6.680(logaritmik diizeltmeli) [11,35] similasyon
sonugclari ile uyusmaktadir. Tim bu durumlar yukaridaki sonlu 6rgi &lgekleme denklemlerinin
T#(L) iginde gegerli oldugunu gdstermektedir.

Manyetik Alinganlik icin Kritik Usler

Sonsuz o6rgl kritik sicakh@in sonlu boyutlu 6érgiinin L dogrusal boyutuna manyetik
alinganhgin bagimliligu,

ALy o 17" (©)

Z(L)o< IV Log"* L T =T, () (10)

denklemleriyle (/v =2) verilmektedir [33]. Bu ¢alismada bilinen &lgekleme ifadeleri igin
y /v =2.2529, logaritmik dlzeltmeli Glgekleme ifadesi igin /v =2.0057 degerleri bulundu

(Sekil 5). Ug “bit’li demonlar kullanilarak yapilan simiilasyonlardan bilinen dlcekleme ifadeler icin
ylv=225, y/v=226, logaritmik dizeltmeli Olgekleme ifadesi igin y/v =2.003,

/v =2.03 bulunmustur [11,34]. Bu calismada elde edilen logaritmik dlzeltmeli ¥ /v =2.0057
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degeri /v =2 teorik degeri ve U¢ “bit”li demonlar kullanilarak yapilan simllasyon sonuglariyla
uyum halindedir. Bu sonuglar bize manyetik alinganlik icin logaritmik diizeltmeli ifadelerin 7' =T,
de daha iyi sonuglar verdigini géstermektedir.

1,2

0,7 4

024 -
¢ Log'suz
-0,3 OLog'lu
'0,8 T T T 1
0,6 0,8 1 1,2 1,4

sekil 5. T =T de y’nin yLog "*L'nin I’"" ‘ye karsi degisim grafileri % /v = 2.0057 (0) ,
yI1v=2.2529 () degerleri bulunmustur.

Ozisi icin Kritik Usler

Sonlu 6rgl 6lgeklemenin 6zisi C(L)’'ye bagimliigr asagidaki denklemler ile verilmektedir [29,
31, 33].

C(L)OCLa/V (11)

C(L) = [*" Log"’L (a=0) (12)

Bu calismada bilinen olgekleme ifadeleri icin /v =—0.0715 logaritmik dlzeltmeli
dlgekleme igin /v =0.0932, /v =—0.1055 degerleri bulunmustur (Sekil 6, Sekil 7). Ug “bit’li
demonlar kullanilarak yapilan simllasyonlardan bilinen &lgekleme ifadeleri icin /v =0.129,
a /v =0.09, logaritmik diizeltmeli dlgekleme ifadeleri icin /v =0.006, a/v =0.25 degerleri
bulunmustur [11, 34]. Goértldigi gibi bulunan sonuglar Gg “bit”li demonlar kullanilarak yapilan
similasyon sonuglariyla ve & /v = 0 teorik degerle uyum halindedir.

¢ Log'suz
OLog'lu

Sekil6. T = TCC de C'nin C; Log 31 ve [#Y ‘ve kars! degisim grafikleri cizilerek
a/v=0.00932©), a/v=-0.0715 () degerleri bulunmustur.
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Log(L)

Sekil 7. T = TCC de Log((CL-b)Log'”S(L)’nin Log(L)‘ye karsi degisim grafikleri gizilerek b=0 i¢in
al/v=-0.0715(),b=-04icin /v =—0.1055 (A) degerleri bulunmustur.

Binder Parametresinin Sicaklikla Degisimi

Binder parametresi g, asagidaki

— <S4>L _3 13
gL - <Sz> ( )
ifadesi ile tanimlanmaktadir [36]. Bu blyUkliklerin sicaklik degisim grafigi cizilmistir. Binder

parametresi igin sonlu 6rgi dlgekleme ifadesi ,

g,0G(L" ), L— oo (14)

dir. Farkli L degerleri igin dlgeklenmis sicakliga gdre egrilerin Ust Uste gelmesinden (Sekil 8.
(b)) bu 6lcekleme ifadesinin dogru oldugu anlasiimaktadir.

oL=4

07 OL=6

05 - AL=8
1 oL=10
g ol=12
15 XL=14
N X L=16

'2,5 1
52 6,2 7,2 8,2
T
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Sekil 8.(a) Binder parametresinin sicaklikla degisimi, (b) Binder parametresinin dlgeklenmis

sicaklik ile degisimi.

Sonug

Dort boyutlu Ising model sonlu 6érgilerde periyodik sinir sarti kullanilarak dort “bit”li
demonlarla Creutz cellular automaton’inda simtlasyonu yapildi. Similasyondan elde edilen veriler
bilinen sonlu 6rgl 6lcekleme teorisi ve logaritmik dizeltmeli sonlu 6rgl dlgekleme teorisine gére
analiz edildi. Analiz sonucunda d=4 igin logaritmik dizeltmeli 6lgcekleme fonksiyonlari kullanilarak
elde edilen kritik Uslerin bilinen 6l¢cekleme fonksiyonlari kullanilarak elde edilen kritik Uslere gére
teorik degerlerle ve ¢ “bit’li demonlar kullanilarak yapilan simllasyon sonuglariyla daha uyumlu
oldugu géralda.
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