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Yakalama-Tekrar Yakalama Yontemlerinde Ardisik Bayes
Metotlan

Mustafa SEMIZ’, A. Alptekin ESIN?

Ozet:Kapali yiginlarin  hacmini belirlemek icin goklu yakalama-tekrar yakalama
ornekleme duizeni uygulanmaktadir. Bu érnekleme yontemi 6zellikle dogada ve belirli bir
cografyada bulunan canlilarin sayisini tahmin etmede kullanilir. Bu galismada ¢oklu
yakalama-tekrar yakalama yontemiyle elde edilen bilgilerin kullaniimasiyla yigin
hacminin belirlenmesinde ardisik Bayes metotlari sunulmustur. Bu metotlar biri
similasyon yoluyla Uretilmis ve digeri bir géldeki balik sayisinin tahminine iliskin gercek
verileri iceren iki 6rnek Uizerinde gosterilmigtir.

Anahtar kelimeler: Coklu yakalama-tekrar yakalama, ardisik bayes metodu, onsel
dagilim, sonsal dagilim, Simulasyon.

Sequential Bayesian Methods in Capture-recapture Surveys

Abstract:Multiple capture-recapture technique is used for determining the size of the
closed populatins. This sampling technique is used especially for estimating of animal
abundance in nature or in certain area. In this study, sequential bayesian methods are
presented for determining the population size with the data gathered from multiple
capture-recapture sampling. These methods are displayed with two examples which
have the data generated from a Monte Carlo simulation and the other real fish population
estimate problem.

Key words: Multiple capture-recapture, sequential bayes methods, prior distribution,
posterior distribution, Monte Carlo.

Girig

Bu calismada problem, yigin hacmi N ’nin k-6rnek yakalama-tekrar yakalama yontemiyle
elde edilen bilgileri kullanarak sonsal dagiliminin Bayes yaklagimiyla belirlenmesidir. k-6rnek
yakalama-tekrar yakalama yontemini kullanan klasik ve populer Schnable ve Schumacher-
Eschmeyer metotlar literatirde mevcuttur [1,2]. Bu ydntemler yakalama-tekrar yakalama teknigine
baslamadan 6nce N 'nin dagilimi Gizerine olan bilgileri dikkate almaz. N ’'nin 6nsel dagihmini ve
yakalama-tekrar yakalama vyoluyla elde edilen yeni bilgileri birlikte dederlendirecek Bayes
yaklasimlarini, klasik metotlara gbre yeni calismalar olarak adlandirilabilirler. Yi§in hacminin
tahminine yonelik ilk Bayes ¢alismalarindan biri Castledine tarafindan sunulmustur [3]. Bu alanda
Pollock ve Otto, Gazey ve Staley, Rodriguez, Bolfarine ve Leite’nin yani sira Smith farkli Bayes
yaklagsimlari ile deg@erli katkilarda bulunmuslardir [4,5,6,7].
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Bu yaklasimlardaki temel farkliik N 'nin onsel dagihimi ve olabilirlik fonksiyonlarinin
degisiklik gostermesidir. Bu teknikler dnerilmis fakat karsilastirimamistir. Bu ¢alismada iki farkl
yaklasim iki 6rnek Gzerinde karsilastinimigtir.

k-6rnek yakalama-tekrar yakalama érnekleme yontemi ve istatistiksel dagilimlar

k-6rnek yakalama-tekrar yakalama ydnteminin kullanilabilmesi bazi temel varsayimlara
baghdir. Bu érnekleme yonteminin gergeklestirilebilmesi veya bu yontemle elde edilen bilgilerin
kullanilabilmesi su varsayimlarin gergeklesmesine baghdir.

* Y1din cografik ve demografik kapaldir.

* Yigindaki her birim isaretli olsun veya olmasin, her drnekte esit yakalanma sansina
sahiptir.

« [saretler kalici ve dikkat cekicidir.

» Ornekler birbirinden bagimsizdir.

Bu drnekleme yodnteminde, yigindan alinan dérnek igerisindeki isaretli ve isaretsiz birimlerin
sayllari kaydedilir ve isaretsiz birimler isaretlenerek tim birimler yi§ina tekrar dahil edilir. Bu islem k
kez tekrarlandiginda k-6rnek yakalama-tekrar yakalama ydntemi ya da ardisik yakalama-tekrar
yakalama yontemi olarak adlandirilir. Bu isaretleme iglemi yigin icerisindeki isaretli birimlerin
sayisinda artis olusturur ve birimler isaretli ve isaretsiz olmak Uzere yigin icerisinde iki tire ayrilir.
Boylece n hacimli bir drnekte, » tane isaretli ve n — r tane isaretsiz birimin bulunmasi olasiligi

n\ mY mY
. = — -— , = 1
f(r;n,m| N) (FJ(NJ (1 Nj 0,LK ,n (1)

Binom olasilik yogunluk fonksiyonu ile belirlenir.

Burada m , yakalama-tekrar yakalama yontemiyle yigin icerisinde isaretlenen farkl birimlerin
sayisini ve N yiginin hacmini (kosullu olarak bilindigi varsayimi altinda) tanimlarsa m/N yigin
icerisindeki isaretlilerin oranini géstermektedir.

i nci 6rnekte yiginda igerisinde m; tane isaretli birim varsa, alinan »n, hacimli bir 6rnek

igerisinde 7. tanesinin isaretli olmasi olasiligini NV 'ye kosullu olarak (1)'de verilen ifadeye benzer

olarak
nl m )" m n’_r‘v
rom,m [N)Y=| " | =+ | |1-— , 1, =0,LK ,m, 2)
Fsnm, | V) U[N][ Nj

bigiminde ifade edilir. #n. 6rnek hacmi gok blyik ve mi/N yigindaki isaretli birim orani ¢ok

kiiglik ise Binom olasilik fonksiyonu yerine, n, hacimli bir drnek igerisinde 7, tanesinin isaretli
olmasi olasihgi

_/11 7
S(in,m [ N) = : ,/]i ’ A>0, 1= 0,1,2,K (3)
r..

i

Poisson olasilik fonksiyonu ile bulunabilir. Bu esitik A, =nm,/N olmak lzere N 'ye

kosullu bir olasilik fonksiyonudur. (2) ve (3) esitliklerini Bayes modellerini belirlerken, olabilirlik
fonksiyonlari olarak tanimlayacagiz.
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Bayes modelleri

Bu calismada inceleyecedimiz Bayes modellerinde, N , 6nsel dagihmi kesikli diizgiin olan
bir rastgele degisken olarak kabul edilmektedir. iki deger arasindaki (N,,Ny) K sayidaki
degerlerden herhangi bir degeri esit olasilikla alabilecek N degerine ait olasilik fonksiyonu

1
f(N):E ’ N:Nl’NZ(:N1+1)’K’NK—17NK(:NK—1+1) (4)

biciminde tanimlanir. N i¢in 6nceden tanimlanan muhtemel aralidi belirleyen alt sinir (N,)
ve Ust sinir (N ) degerleri mimkiin olan en genis araligi verecek bigimde olusturmalidir. Ancak

N, alt sinir degeri, yigindaki farkl isaretli birimlerin sayisindan az olmamalidir
(Nyz2m, i =12,K k).

(4) esitliginde tanimli olasilik fonksiyonu NN ’'nin 6nsel olasilik dagilimi olarak tanimlanabilir.
Bayes metodunda (4) ifadesi ile verilen 6nsel dagihminin ve k-6rnek yakalama-tekrar yakalama
yontemiyle elde edilecek bilgilerden yararlanilarak kullanilacak (2) ve (3) olabilirlik fonksiyonlariyla
iki farkli model olusturulur. N icin genel sonsal dagilim

SN, | r,n,m) = Kf(Nj)f(r;n’m V) . J=L2K K, Ny =N, N, K N (5)
2 S(N)f(rsnm|N,)

bigiminde tanimlanir.

Diizgiin onsel dagilim ve Binom olabilirlik fonksiyonu
N’in 6nsel dagihmini (4) ve 1. érnekten elde edilen bilgileri (2) olabilirlik foknsiyonu ile
birlestirirsek N icin sonsal dagilim (5) esitliginden,

1(11)"1 (jom )
K\h Nj Nj

f(N/ | rlanl’ml) =

_ N N, N, =N,,N,.K ,N, 6)

bigiminde belirlenebilir. 1. 6rnek bilgilerinden sonra elde edilen N 'nin sonsal dagilimi 2.
ornek icin dnsel dagilim kabul edilirse, 2. drnek bilgileriyle elde edilecek sonsal dagilim ayni sekilde

109



Yakalama-Tekrar Yakalama Yontemlerinde Ardisik Bayes Metotlari

f(Nj |r17n1>m1:r27n29m2):

ml]ﬁ (1 ) mlJm 1 r -
eyamaolel
J=1 Nj Nj

olarak elde edilir. k-6rnek yakalama-tekrar yakalama bilgilerinin sonucunda N 'nin sonsal
dagilimi

J’ [l_ml Jn _’
N, .
} ( y ] N, =NLNL KGN (7)

Duizgiin onsel dagilim ve Poison olabilirlik fonksiyonu
Alt bolim 3.1’de verilen sonuglara benzer olarak N 'nin 6nsel dagihimini (4) ve 1. érnekten

elde edilen bilgileri (3) olabilirlik fonksiyonu ile birlestirirsek N igin sonsal dagilim (5) esitliginden,

nim, | nm '
exp| = | ——+
1 N AN

f(Nj |r1>n17m1) — K n!

f(Nj | K ,r,n,K,n,m,K,m)= l {

i

1

esitligi ile belirlenir.

exp(_ nm, ){n mJ
N AN, . N, =N,,N,,K N

biciminde belirlenir. 1. érnek bilgilerinden sonra elde edilen N 'nin sonsal dagilimi 2. 6rnek
icin dnsel dagilim kabul edilirse, 2. érnek bilgileriyle elde edilecek sonsal dagilim benzer bicimde

asagidaki ifade ile elde edilir.
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) exp[— n;vm, J[n]lvml exp(— n;vm2 ](n;vmz]
Z J J J j
iexp[_ nlml j{nlml ]
j=l N; N;

j=l
k-6rnek yakalama-tekrar yakalama bilgilerinin sonucunda N ’'nin sonsal dagihimi

N, =N,,N,,K,N olmak iizere
|_| exp| — ——+~
i=l N AN (8)

SN, I Ko r,n K n,m K, m )=

esitligi ile belirlenir.

Ornekler

(7) ve (8) esitlikleri ile belirlenen iki Bayes modeli ve frekansgi yaklagimlar olarak nitelenen
Schnable ve Schumacher-Eschmeyer metodlari iki érnek Uzerine uygulanmistir. Schnable ve
Schumacher-Eschmeyer metodlari regresyon modelini temel alirlar. Schnable yigin hacmi

tahminleri
k
Z”imi
N — _i=l

k

2

i=1

ve Schumacher-Eschmeyer yigin hacmi tahminleri

k
2
2 mm;
N:i—

r.-m.

1 1

-

esitlikleri ile belirlenmistir.

Ornek 1

ilk olarak hacmi 5000 olan yigindan 50 hacimli 5 érnek similasyon yoluyla alinmis ve
yakalama-tekrar yakalama o&rnekleme yontemi uygulanarak elde edilen bilgiler ve sonuglar
asagidaki Tablo 1°de sunulmustur. Bayes modellerinde N'in alt sinir degeri 1000 ve Ust sinir degeri
10000 alinmis ve her 10 birimlik artiglar icin sonsal olasiliklar belirlenerek N'nin beklenen degerleri
hesaplanmistir.
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Tablo 1. Schnable, Schumacher-Eschmeyer ve bayes modelleri tahminleri

. _ _ . Schumacher Bayes Bayes
! n ' ' Schnable Eschmeyer Model 1 Model 2
1 50 0 5 |- |- 6303.62 6294.53
2 50 0 100 | ~-——- | - 7147 .43 7131.65
3 50 1 149 | 14950.00 11644.63 7322.67 7307.15
4 50 3 198 | 6212.50 4973.41 6587.72 6589.84
5 50 5 245 | 4122.22 3402.69 4993.09 5041.78
,003
Os
,002
,001
0,000
1000 1920 2840 3760 4680 5600 6520 7440 8360 9280
1460 2380 3300 4220 5140 6060 6980 7900 8820 9740
N
Sekil 1. N'nin ardisik érneklerdeki sonsal olasilik degerleri
Ornek 2

Bu 6rnekte Gordy goélinde 3 yasindaki baliklarin sayisinin tahminine iligkin gergek bir
¢alismada ¢oklu yakalama-tekrar yakalama ydntemiyle elde edilen bilgiler kullaniimigtir [8]. Bayes
modelleri i¢cin N'nin alt siniri 200 ve Ust siniri 2000 olarak belirlenmisgtir.
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Tablo 2. Schnable, Schumacher-Eschmeyer ve Bayes modelleri tahminleri

Schumacher | Bayes Bayes
i n; r M; Schnable Eschmeyer Model 1 Model 2
1 27 0 10 |-— |- 1197.13 1195.76
2 17 0 37 |- |- 1346.45 1340.62
3 7 0 54 | -— |- 1405.24 1398.10
4 1 0 61 |- |- 1413.42 1406.11
5 5 0 62 |- |- 1450.61 1442.70
6 6 2 67 1025.00 718.36 1199.50 1202.46
7 15 1 71 1038.33 838.41 1216.56 1218.13
8 9 5 85 485.00 376.03 605.74 639.88
9 18 5 89 421.69 353.00 473.89 498.36
10 16 4 102 | 418.47 368.13 455.81 474.24
11 5 2 112 | 404.42 356.57 433.35 451.39
12 7 2 115 | 404.90 362.02 430.04 446.23
13 19 3 119 | 450.87 422.97 478.46 488.13

,005

,002 4

,001 -

0,000
200 382 564 746 928 1110 1292 1474 1656 1838
291 473 655 837 1019 1201 1383 1565 1747 1929

N

Sekil 2. N'nin ardigik tek numaral érneklerdeki sonsal olasilik degerleri
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Sonug ve Oneriler

Schnabel ve Schumacher-Eschmeyer gibi frekansgi yontemlerin kullanilabilmesi icin yigin

icinde mutlaka isaretleme yapilmis olmalidir. Buna kargin Bayes yaklasimi bdyle bir kisitlamadan
bagimsizdir.

Tablo 1'de sunulan sonuglara gére yigin hacmi tahminleri ardisik Bayes yaklasimi ile daha

iyi tahmin edilmektedir. Bu sonugclarin tutarliligi N'nin alt ve tst degerlerinin dogru belirlenmesi ya
da baska bir ifade ile N'nin 6nsel dizglin dagiliminin iyi tanimlanmasina baglidir.
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