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Derinlige Dayali Diskriminasyon

Cemal ATAKAN', ihnsan KARABULUT"

Ozet: Bu calismada, cok degiskenli veri analizinde son yillarda kullanilan derinlik
kavramina dayal olarak atama problemi lzerinde durulmustur. Esit varyans-kovaryans
matrisine sahip iki degiskenli normal dagihmh kitlelerden Uretilen veri kimeleri
kullanilarak, klasik diskriminant analizinde tanimlanan hata oranlari ve simpleks, yari-
uzay derinlikleri ile yapilan atama kuralina gére elde edilen hata oranlari igin bazi
degerlendirmeler ve gozlemler yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Diskriminant analizi, derinlik 6l¢lsU, simpleks derinlidi, yari-diizlem
derinligi, hata orani.

Discrimination Based on Depth

Abstract: In this study, the allocation problem is concerned on the depth notion which
has been used in the multivariate data analysis in recent years. Some evaluations and
observation are made for the error rates those are defined in the clasical discriminant
analysis and the allocate with simplicial, half-space depths by using two generated data
sets from bivariate normal distributions with the same variance-covariance matrices.

Key Words: Discrimnant analysis, depth measure, simplicial depth, half-space depth,
error rate.

Giris

Diskriminant analizi, Gzerinden o6lgim alinan bir birimin sonlu sayida bilinen farkl
kitlelerden birine atanmasini gergeklestiren istatistiksel bir teknik olarak tanimlanir. Bu atama islemi
yapilirken birim aldi§i gézlem degerine gore ait oldugu kitleden farkli bir kitleye atandiginda, bir
hata yapilmis olur. Diskriminant analizinde bu hataya, hata orani ya da hatali siniflandirma olasiligi
denmektedir. Diskriminant analizinde amag, atama islemini minumum hatayla yapmaktir.

Tek boyutta rasgele degiskenlerin siralanmasi dogal bir sekilde olurken, rasgele
vektorlerin siralanmasi béyle bir dogallikla yapilamamaktadir. Derinlik kavrami tek boyutlu rasgele
degiskenlerin siralanmasiyla da kismen Ortisen, bir dagihmin merkezine godre degdisken
degerlerinin siralanmasi olarak disunulebilir. Cok degiskenli verilerin analizinde, derinlik élgulerinin
kullanimi son yillarda yayginlagmaktadir. Liu, Parelius ve Singh’in g¢alismalarinda bu
uygulamalardan ézetle s6z edilmektedir[1].

Derinlik sira sayillarina goére de diskriminasyonun yapilabilecegi Liu ile Liu ve Singh’in
calismalarinda s6z edilmektedir[2,3]. Derinlik 6l¢ileri ve bu 6l¢llere dayali atama konusunda 6zet
bilgi takip eden alt bolimlerde verilecektir.
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Bu calismada, iki degiskenli ayni varyans — kovaryans matrisine sahip normal dagilimli
kitlelerden alinan iki 6zel 6érnekleme bagl olarak lineer diskriminant analizi, yari uzay ve simpleks
orneklem derinlik degerlerine gore diskriminasyon yapilacaktir. Hatali siniflandirma olasiliklari
konusunda bu 6zel o6rneklere dayali birtakim goézlemler okuyucuyla paylasilacaktir. Derinliklere
bagli atama tekniginin potansiyeli konusunda ileride yapilmasi 6ngoérilen c¢alismalara zemin
hazirlanacaktir. Yapilacak gdzlemlerin henliz genellenemeye uygun olmadigini da yineleyelim.

Diskriminant Analizi ve Hata Oranlari

Diskriminant analizi, Gzerinde 6lgiim yapilan bir bireyi sonlu sayida bilinen farkli kitleden
birine atanmasini gerceklestiren istatistiksel bir tekniktir. M, ve M, birbirinden farkl iki kitle olmak

Uzere, X = (Xl,Xz,...,Xp)' birey tGzerinde dlgimlere karsilik gelen p - boyutlu rasgele vektort 11,
kitlesinden ise X'in ortak olasilik yodunluk fonksiyonu f;(x,68;)biciminde gdsterilir. Burada, 6,

parametre vektori ve x D02 dir.
X’in aldigi degerler p- boyutlu 07 Orneklem uzayinda olmak Uzere,

siniflandirma iglemi bu uzayr B, 0 B, =(0”ve B, n B, =0 olan B, ve B, bolgelerine ayirir. Eger
X’in gézlem degeri B; bdlgesinde ise bu gdzlemin yapildigi gézlem birimi M, aksi halde I,
kitlesine atanir.

Bu calismada Welch tarafindan 6nerilen toplam hatali siniflandirma olasiliklarini
minimize eden olabilirlik oran kriterine gore elde edilen lineer diskriminant fonksiyonu g6z 6niine
alinmigtir[4]. M; ve M,, ¢ok degiskenli normal dagihmli kitleler olmak Uzere sirasiyla 4 ve i,

ortalama vektdrleri ve ayni X~ varyans kovaryans matrisne sahip oldugu bilindiginde, toplam hatali
siniflandirma olasiligini minimize eden optimal siniflandirma kurali,

JUX)>kise x, My'e
" | aksi halde I1,'yeatanir.
ile verilir. Burada,

/
U(x) {x—%(m +/-12)} ST - 1)

iki kitleden birine ait oldugu ancak hangisine ait oldugu bilinmeyen rasgele gd6zlemin
degeri x igin parametrelerin bilindigi durumda f](x;(4,2)) ve f5(x;(4,,2)) ortak olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin  birbirine oranlanmasiyla elde edilen kitle lineer diskriminant fonksiyonu,
kzln(—qzcz) dir. g; birimin i inci kitleye ait olmasi olasihgi (6nsel olasilik) ve ¢; bu birimin

911
yanlislikla diger kitleye atanmasinin maliyetidir.
Parametreler bilinmediginde M, ve I, Kkitlelerinden alinan n; ve n, hacimli

rasgele érneklemlerden hesaplanan tahmin edicileri X, ve X, drneklem ortalama vektérleri ve S
birlestiriimis 6rneklem varyans-kovaryans matrisine bagli optimal siniflandirma kurali
A'{W(x) >kise x, MM;'e

aksi halde M, 'ye atanir.
ile verilir. Burada,

/
W (x) :{x—%(?ﬁ +J—Cz)} STHF - %)

parametrelerin bilinmedigi durumda, kitle lineer diskriminant fonksiyonunun elde
edilmesine benzer bicimde elde edilen érneklem lineer diskriminant fonksiyonudur [5,6]. Bu

calismada maliyetler ihmal edilip, 6nsel olasiliklar esit alindigindan & =0 olacaktir.
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Atama islemi yapilirken, bilinen kitlelerin hangisinden oldugu bilenmeyen bir birim, ait
oldugu kitleye degil de diger kitleye atanirsa, hata yapiimis olur. Diskriminant analizinde amag,
atama islemini minumum hatayla yapmaktir. Bu optimizasyon 0&lgutine gore elde edilen
diskriminant fonksiyonlarinin degerlendiriimesinde hata oranlarinin ya da hatali siniflandirma
olasiliklarinin bilinmesi énemlidir. Onsel olasiliklar ile agirliklandirilmis hata oranina , toplam hata
orani veya toplam hatali siniflandirma olasiligi denilmektedir.

Hata orani, diskriminant fonksiyonunun dagilimina bagli olarak bulunur. Yukarida verilen
atama kurallarina iligskin optimal, gercek (kosullu) ve beklenen gercek (kosulsuz) hata orani gibi
hata oranlari tanimlanir. Optimal hata orani, parametreler bilindiginde elde edilen diskriminant
fonksiyonu goz énune alinarak bulunan hata orani, gergek hata orani, parametreler bilinmediginde
drneklemlerden elde edilen tahminlere bagli 6rneklem diskriminant fonksiyonuna gére bulunan hata
orani ve beklenen gercek hata orani, olasi tim o6rneklemler Uzerinden gercek hata oraninin
beklenen degeridir [5,6,7,8,9].

Cok degigkenli normal kitleler g6z éniine alindiginda, X ON(y;,%) ise U(X)’in dagihmi

(—l)i(—%) ortalamali ve A varyansli tek deg@iskenli normaldir. Burada,

N =t = 1) Ty~ )
iki kitle arasindaki Mahalanobis uzakligidir.
Parametrelerin bilinmedigi durumda elde edilen W(X) O6rneklem lineer diskriminant

fonksiyonunun dagiimi kolaylikla elde edilememektedir, ancak bazi sartlar altinda elde
edilebilmektedir [10,5]. W(X) ifadesindeki tahmin ediciler yerine érneklemden elde edilen tahmin

degerleri alindiginda, W(X)'’in bu tahmin degerlerine kosullandiriimis kosullu dagilimi elde
edilebilir.  Bdylece XON(Y;,2) ise W(X) ‘in  kosullu dagilmi, ortalamasi

/
{/.1[ —%(El +Ez)} s'l(fl —-X,) ve varyansi (x; —)?2)/5_129_1()?1 -X,) olan tek degiskenli normaldir

[6]. Burada s, S tahmin edicisinin tahmin degeridir.
Diskriminant fonksiyonlarinin dagilimlari géz éntine alindiginda, I, ’den bir birimin hatali
atanmasi durumunda ¢ kuralina gore optimal hata orani,
a(H)=PUX)=<0/X0OMy)
=®(-A/2)
O
& kuralina gore gergek (veya kosullu) hata orani,

a1(&) = PW(X) <0/ X OM{,%,%,,5)

/
{ul —%o‘q "”72)} s@ - %)
=@ —=¢ 1
& -%) s 757w - %)

ve beklenen gergek hata orani
E(ay(é€)) = E[P(W(X) <0/ X ON})]

dir. Burada ®(.) standart normal dagihm fonksiyonudur. I1,’den bir birimin hatali

atanmasi durumunda da benzer ifadeler elde edilebilir. Buradan onsel olasiliklarin esit olmasi
durumunda toplam hatal siniflandirma olasihgi optimal ve gergek hata oranlari igin sirasiyla

(@) = %(al (&) +a,(9))

ve
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mé=%mwé+axé>

biciminde elde edilir.

Ayrica gercek hata orani igin parametrik olmayan bir tahmin edici olan tekrar yerine
koyma tahmin edicisine iliskin sonuclar da verilecektir. Bu tahmin edicinin degeri, diskriminant
fonksiyonu elde edildikten sonra orneklemlerdeki gézlemlerin bu fonksiyon kullanilarak kitlelere
atanmasi sirasinda her bir kitlede hatali atanan goézlemlerin sayisinin her bir kitledeki toplam
g6zlem sayisina oranlanmasiyla bulunur [11]. Bu tahmin edici

&) =S @+ ar (@)
ile gosterilecektir.

Bu calismada optimal, gercek hata orani ve tekrar yerine koyma tahmin edicisine iligkin
sonuglar verilecektir.

Derinlik Kavrami

N hacimli rasgele bir érneklemden goézlenen tek boyutlu verilerle dogal bir siralama
yapabilmek olanakli iken, hepsi de F dagilimli ve birbirlerinden bagimsiz X; 007 rasgele
vektorleri X,,X,,...,X, igin ayni dogallikta bir siralama s6z konusu degildir. Rasgele vektorlerin

siralanmasinda degisik siralama yontemleri vardir. Tukey’in 1975 de ortaya koydudu derinlik
Olguleri kullanilarak, rasgele vektorlerin siralanmasi da yapilabilmekte ve bu siralama tek boyutlu

rasgele degiskenlerin siralanmasiyla aynidir. Cok genel olmakla birlikte derinlik, bir xO0O7
noktasinin F dagilim fonksiyonunun merkezine gére yakinliginin bir 6lglistduir. Bu 6lgliyl D(x)

ile gosterilecektir. Bir x 007 noktasinin derinligi £ dagilim fonksiyonuna veya X;,X,..., X,

rasgele orneklemine gdre tanimlanabilir. Rasgele &rneklemin goézlenen degerleri derinlik
degerlerine gore bluylkten kugige dogru siralanarak, gézlem de@erlerinin herbirine ayri ayri sira
sayisi verilebilir. Orneklemden gézlenen degerler icin belirlenen bir derinlik dlglisiine gére elde
edilen derinlik degerleri siralandiginda, ilk sirada yer alan gézlem en derin gdézlem degeri olup, bu
g6zleme sira sayisi olarak bir ve son sirada yer alan gézlem merkezden en uzak gbézlem dederi
olup, bu gbzleme sira sayisi olarak n atanir. Ayni derinliklere sahip olan gézlem degerlerine
herhangi bir sira gézetmeksizin, birbirini takip eden sira sayilari atanir.

Son zamanlarda, derinlik Olcilerine dayali olarak yapilan ¢ok degiskenli parametrik
olmayan istatistiksel analizler yayginlagmaktadir. Derinlik dl¢llerinin bazi 6zellikleri, uygulama
alanlari ve degerlendiriimeleri konularinda; ¢ok degiskenli veri analizindeki yonleri igin [1,12], kalite
kontoll uygulamalari igin [13], yizdelik(quantile) siireglerinde ise [14] ¢alismalari érnek verilebilir.

Derinlik olgllerinde aranmasi gereken veya istenilen  ozellikler; affin degismezlik,
dagilim merkezinde en blyuk derinlik, en derin noktaya gére monotonluk, dagihm merkezinden
uzaklastikga derinligin sifira yaklasmasi olarak 6zetlenebilir [15]. Bir cok durumda bu 6zelliklere
sahip oldugu bilinen derinlik dlgllerinden ikisi asagida tanitiimaktadir.

Yari-diizlem derinligi: Yukarida belirtilen 6zelliklerin timine sahip oldugu bilinen bir
derinlik 6lgtsidir. x 007 noktasinin F dagilimina goére yari dizlem derinligi
HD(F;x) = inf{P(H) :H,07 '"de x 0 H olan kapali bir yar - diizlem }
H

olarak tanimlanir[15]. Yari — duzlem derinliginin érnek karsihgi

XX, UOH
Dn (x)=inf{—n{ Ll }
H

n
bicimindedir. Burada n{X,;X; OH} H yari-duzlemi iginde Uzerinde gbzlem yapilan
Orneklem birimi sayisidir. Bu derinlik 6lgtisunit 6rneklem dagilim fonksiyonu F),’'ye gore yari-
dizlem derinligi olarak da tanimlanabilir. Yari — dizlem derinli§inin bazi 6nemli 6zellikleri [16, 17]

;H,07 'de xO H olan kapah bir yari - dﬁzlem}
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de incelenmigtir. x 007 noktasinin derinliginin tahmin edicisi D, (x), D(x)’in tutarl bir tahmin
edicisidir.

Simpleks derinligi: x 007 noktasinin F dagilim fonksiyonuna gore simpleks derinligi

SD(F;x)=Plx OS[X1,X..0.X p111)

olarak tanimlanir. Burada S[X},X,....X ,+ ], koseleri F dagiimindan alinan p +1 tane,

X1,X5,...X p41, rasgele Orneklem noktalari (vektorleri) olan kapali bir simplekstir. 02'de
simpleksler Ucgenler; daha yiksek boyutlarda ¢ok yuzlllerdir(politoplardir). Simpleks derinliginin

drnek karsihgi
-1
n
SD,, (F; x)—(p . J z IS[le X,

X, +1](x) gosterge fonksiyonu olup xOO” noktasi

J20 Ip

S[XI,XZ,...,XPHJ simpleksinin elemani ise bir degilse sifir degerini alir. Toplam X,,X,....X,

seklindedir. Burada IS[X/I,X.

X X gibi simpleksler UGzerinden

ornekleminden (p+l] sayida olusturulabilecek S[le, s

jp+1]
yapilmaktadir. Simpleks derinligi de sdrekli dagiimh rasgele vektorler igin  batin dzellikler
saglamakta ancak kesikli degerler alan rasgele vektorler icin dagihm merkezinde en bulyuk
derinlik, ve bazen de en derin noktaya gére monotonluk 6zelliklerini yitirmektedir[15].

Bu calismanin konusu olan atama ile ilgili uygulamalarda derinlik kavraminin kullanimi
icin bilgi [2,3] de kisaca verilmistir. Bu konudaki yapilan ilk calisma, yukaridaki iki calismada
kaynak olarak gosterilmis olan Gross ve Liu(1988) yayimlanmamis ¢alismasidir. Bu konuda elde
edilen bilgiler yukarida verilen iki calisma ile sinirhdir. Bu nedenle, 6nerilen atama yonteminin
Ozellikleri konusunda ve c¢alismalarin  hangi derinlik o6lculerinin dikkate alinarak yapildig
bilinmemektedir.

Liu ve Singhderinlik dl¢ulerinin atama problemlerinde kullanimini asagidaki sekilde tarif
etmiglerdir[3]:

M, ve TI, Kkitlelerinden alinan n; ve n, hacimli rasgele drneklemleri g6zénlne
alalim. Bu kitlelerin birine ait oldugu ancak hangisinden oldugu bilinmeyen yeni bir gézlemin T1,
kitlesine goére hesaplanan érneklem derinlik sira sayisi (ranki) » ve I, kitlesine gére hesaplanan
orneklem derinlik sira sayisi r, ile gosterilsin. Siralama derinliklere gére yapilmaktadir; en derin
noktaya sahip gbzlemin sira sayisi 1 ve en az derinlige sahip gézlemin sira sayisi n; olacaktir.
Burada dikkat edilmesi gereken husus, ayni derinlie sahip olan noktalar gézlemin érnekleme
girme sirasina gore siralanacaktir. Béylece yeni bir gbézlemin iki kitleden birine atanmasi igin
onerilen kural r/n<r, /n, ise bu gézlem I, kitlesine, aksi halde I, kitlesine atanmasi bigiminde

tanimlanir. Bu c¢alismada atama islemi sira sayilari yerine, gdézlemlerin 6rneklem derinlik
degerlerine gore yapilacaktir. Buna gore bir x 007 gbzlemi M, kitlesinden alinan érnekleme gore
hesaplanan drneklem derinligi Dy, (x) ile T, Kkitlesinden alinan 6rnekleme goére hesaplanan
orneklem derinligi D,, (x) olmak Uzere, eger D, (x)2D,, (x) ise x g6zleminin yapildig birim 1,
kitlesine aksi halde 1, Kkitlesine atanir. Bu degerlendirme igslemi yukarida aciklanan drneklem

derinligi sira sayilarina goére yapilan degerlendirmeden daha kolay olacagi, karsilastirma
yapilirken sira sayilari yerine gézlemlerin derinlik degerleri dogrudan kullanildijindan karsilagtirma
daha hassas olacagi dusunulmektedir. Ayrica sira sayilari ile yapilan kargilastirmada kitlelerden
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alinan o6rneklem buyudkltklerinin farkli olmasi gézlemin derinlik sira sayisini etkileyeceginden,
tahmin edilmeye calisilan kitle derinliginden ve sira sayisindan da sapma olacaktir.

Uygulama

Calismanin bu kisminda yukarida ifade edilmeye galigilan atama ydntemlerinin nasil
isletilecedi dagilimi bilinen kitlelerden Uretilen verilerle gosterilecek ve bu ydntemlere iliskin hata
oranlari Uretilen veriler igin tahmin edilecektir. Burada ortalamalar farkl ancak varyans-kovaryans
matrisleri esit olan c¢ok degiskenli normal dagihmh kitleler géz 6niine alinacaktir. Bdyle bir
uygulama i¢in normal dagihmh kitlelerden Uretilmis verilerin kullaniimasinin  birinci nedeni,
diskriminant analizi uygulamalarinda genellikle bu dadihmin ve s6z konusu varsayimlarin yapiliyor
olmasidir. ikinci neden ise bir eliptik dagilim olarak normal dagilimin derinlik konturlarinin(izdigiim
gizgilerinin) bu dagilima ait olan ortak olasilik yogunluk fonksiyonun konturlariyla
benzesmesidir[1,2]. Bu c¢alismada, basitlik i¢in iki degiskenli normal dagilimli kitleler g6z 6niine
alinacaktir. Dagilmlarin varyans-kovaryans matrislerinin esit olmamasi durumu ayrica

degerlendirilebilir.
Nz = 2,9 —7.8) Ny = o], _[ 9 —7.8)
F=lor®Tl-78 16 P N0 T 208 16

Tablo 1 de
dagilimlarindan ve Tablo 2 de

v = s[4 39 Ve <05 2[4 39
=102 59 o @ Y2012 T59 o )

dagilimlarindan dretilen n; =n, =50 ser birimlik gézlemler yer almaktadir. Tablolarda

atama kurallar sutunlarinda SD(Simpleks Derinligi), HD(Yari-Uzay Derinligi) ve LDF(Lineer
Diskriminant Fonksiyonu) ifadelerine gére godzlemlerin atandiklar kitleler belirtilmistir. Burada 1
g6zlemin birinci kitleye, 2 gbzlemin ikinci kitleye atandidini géstermektedir. Gézlemlere ait SD ve
HD derinlik degerleri [18]" de verilen derinlik algoritmalarina gére hesaplanmigtir. Gézlemlere ait
derinlik degerleri tablo sayisinin artacagdi dusincesiyle verilmemigtir. LDF sutunu, gdzlemlerin
yeniden yerine koyma tahmin edicisine gore atandidi kitleyi gdstermektedir.

Sonug

Bu uygulama sonucu asagida verilecek degerlendirmeler, atama ydntemlerinin
karsilastinimasi anlaminda genellenmez. Her iki 6rneklemde de, derinliklere gbre yapilan
atamalarda hata oranlari, klasik lineer diskriminant fonksiyonuna gére yapilan atamadaki hata
oranlarina gore daha kuguk oldugu gdzlenmistir. Bununla birlikte, kitleler birbirlerinden
uzaklastirildiginda, diskriminant analizinde oldudu gibi, derinliklere gbre yapilan atamalarda da
hata oranlari azalmaktadir.
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Tablo 1: Ik 6rneklem igin gézlem degerleri ve atama kurallarina gére gézlemlerin atandidi kitleler.

Birinci Kitleden Gozlemler

Atama Kurallari

SD

T
O

LDA

ikinci Kitleden Gozlemler

Atama Kurallar

SD

HD

LDA

-0.7307 -1.2595 2 2 2 -3.7932 -3.7352 2 2 2
1.8884 -8.2338 1 1 2 5.8090 -9.8613 2 2 1
1.1734 3.1310 1 1 1 4.1665 -2.3695 1 1 1
0.9187 5.2061 1 1 1 -2.1047 3.3030 2 2 2
-3.5678 8.0697 1 1 2 -3.8439 5.0575 2 2 2
-3.3012 5.8389 1 2 2 1.2977 -3.4512 2 2 2
1.0481 -2.1239 1 2 2 0.7161 -1.2897 2 2 2
6.9017 -5.6174 1 1 1 -3.0226 -0.9251 2 2 2
1.4402 7.7681 1 1 1 3.1819 -6.6277 2 2 1
1.0491 -1.2224 1 1 2 -0.5432 -4.9142 2 2 2
0.9788 -0.5901 1 1 1 -1.6788 -0.8717 2 2 2
-1.4810 6.2392 1 1 1 4.3558 -6.3207 2 2 1
6.2818 -0.7642 1 1 1 2.0524 -1.3405 1 1 1
-0.6161 -1.1204 2 2 2 0.0643 2.1578 2 2 1
0.6576 6.5167 1 1 1 2.5303 0.9496 1 1 1
-3.3556 6.1015 1 2 2 4.5681 -5.3498 2 1 1
-2.5724 1.9431 2 2 2 -0.7098 -2.9125 2 2 2
5.0392 -2.9703 1 1 1 -4.9031 6.5552 2 2 2
4.2051 1.5479 1 1 1 -1.7449 4.4073 2 2 2
3.7518 1.6333 1 1 1 2.3716 -6.4996 2 2 2
2.0426 -6.4987 1 1 2 -1.4542 3.3384 2 2 2
-0.6408 7.4862 1 1 1 -4.6313 3.6988 2 2 2
6.5501 -5.2915 1 1 1 -1.4124 0.1667 2 2 2
1.2010 2.0982 1 1 1 0.6512 0.4745 2 2 1
1.9558 -0.2080 1 1 1 -3.7691 7.5722 2 1 2
6.0907 -7.8146 1 1 1 -1.5456 -2.9287 2 2 2
1.3579 3.2018 1 1 1 1.2819 3.1575 1 1 1
1.0443 -0.6168 1 1 1 -0.6594 4.1693 2 1 1
4.0863 -4.5551 1 1 1 0.8128 5.5179 2 2 1
-0.9424 -3.4944 1 2 2 1.5970 0.3281 2 2 1
1.9897 2.3285 1 1 1 -7.1217 4.6105 2 2 2
5.1734 -4.0094 1 1 1 -0.7201 3.5803 2 2 2
-2.1545 1.0771 2 2 2 -1.0881 7.9022 1 1 1
1.1584 -1.9011 1 2 2 0.7119 -6.2985 2 2 2
-0.3389 -4.1890 1 2 2 0.3666 1.5771 2 2 1
1.0564 -0.6295 1 1 1 2.6126 -5.9097 2 2 2
-1.4174 -3.0028 1 2 2 -4.6864 1.6361 2 2 2
5.4423 -8.2168 1 1 1 -0.4866 0.2982 2 2 2
6.0640 -2.3849 1 1 1 0.8573 -0.3559 2 2 2
-1.6667 5.3338 1 1 2 1.2171 -1.9603 2 2 2
1.8990 -1.6257 1 1 1 4.1955 -7.7340 2 2 1
3.1994 0.1220 1 1 1 -3.4686 1.1875 2 2 2
2.0792 5.0507 1 1 1 1.6824 2.3027 1 1 1
3.2198 -0.8243 1 1 1 0.6779 -0.3888 2 2 2
2.3815 1.9181 1 1 1 0.1191 6.5012 2 1 1
1.0461 -3.2272 2 2 2 4.5596 -5.2924 2 1 1
4.4794 -5.2992 1 1 1 -0.4163 -3.1151 2 2 2
2.1982 -3.3117 1 1 1 -1.4065 -1.1540 2 2 2
2.1785 -0.8420 1 1 1 -4.4963 6.8715 2 2 2
2.9233 -0.0087 1 1 1 1.0040 3.8384 1 1 1
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Birinci Kitleden Gozlemler

Atama Kurallari

ikinci Kitleden Gozlemler

Atama Kurallari

SD HD LDA SD HD LDA

1.134 0.6909 1 1 1 -0.8760 0.0238 2 2 2
-0.4645 -2.7784 1 1 2 4.6468 -0.7379 2 2 1
2.3162 3.9511 1 1 1 0.9779 -1.3265 1 1 1
0.1253 1.0081 2 2 2 0.0733 -0.4935 2 2 2
-1.6251 -4.9915 1 1 2 -2.2918 -1.2898 2 2 2
1.7925 2.2600 1 1 1 -2.0556 -0.6007 2 2 2
-1.0465 -0.9614 2 2 2 1.2989 2.2337 2 2 2
21777 -1.0900 1 1 1 0.1431 1.6392 2 2 2
1.3208 -0.9927 1 1 1 -3.0897 -1.3468 2 2 2
3.3870 2.3254 1 1 1 0.5798 4.3926 2 2 2
0.8222 3.4577 1 2 2 0.8846 0.6838 2 2 1
3.0138 4.0553 1 1 1 0.4031 -0.1566 2 2 2
1.9398 0.0917 1 1 1 1.5195 1.7070 1 1 1
-0.3369 -0.5106 2 2 2 0.3071 0.3585 2 2 2
2.4169 1.8536 1 1 1 -1.8734 -0.3048 2 2 2
2.6577 5.8252 1 1 1 -3.9781 -2.9494 2 2 2
0.9082 -0.2010 1 1 1 -1.3610 0.4125 2 2 2
1.0819 -3.5142 1 1 1 -1.1275 -0.4687 2 2 2
0.3164 -4.0082 1 1 1 0.9733 0.5705 1 2 1
3.8829 4.0750 1 1 1 2.4442 4.8161 2 1 1
0.2933 -0.1749 2 2 2 1.4179 1.2183 1 1 1
1.9710 3.3710 1 1 1 -1.2301 2.5640 2 2 2
0.0093 -1.8210 1 1 2 -1.1178 -0.1959 2 2 2
0.4429 -3.8319 1 1 1 0.8023 -0.4573 1 1 1
-0.1233 -0.2960 2 2 2 0.4176 1.5335 2 2 2
4.3100 5.0721 1 1 1 1.2611 -1.3651 1 1 1
0.3537 -1.4731 1 1 1 -1.7038 -3.5307 2 2 2
4.1380 4.6653 1 1 1 1.4716 1.2647 1 1 1
0.9536 -1.0996 1 1 1 0.9170 4.8288 2 2 2
-0.2211 -1.6736 2 2 2 0.7941 -2.0762 1 1 1
0.8894 -2.0188 1 1 1 1.5367 2.8465 1 1 1
5.2639 8.0988 1 1 1 -0.4611 0.5477 2 2 2
2.0756 7.5233 1 1 2 -1.0317 0.3647 2 2 2
2.8763 1.1551 1 1 1 0.7909 -0.9398 1 1 1
3.3283 1.5615 1 1 1 -2.3534 -2.9345 2 2 2
2.8343 1.0905 1 1 1 -1.6156 -5.0212 2 2 2
1.9620 -0.3459 1 1 1 -0.0076 -1.8539 2 1 2
1.3760 3.9584 1 1 2 1.1183 0.8222 1 1 1
3.2387 0.7427 1 1 1 0.3852 1.1948 2 2 2
-0.0920 -1.9048 1 1 2 -0.0853 3.5854 2 2 2
1.2748 0.0688 1 1 1 -1.7820 -0.1207 2 2 2
2.1701 5.4523 1 1 2 -0.0266 -0.4367 2 2 2
4.5153 1.3886 1 1 1 1.7736 1.4802 1 1 1
3.0257 -0.1261 1 1 1 -0.8610 -1.8575 2 2 2
1.7833 5.6126 1 1 2 -0.3070 -1.8924 2 2 2
-0.5285 -3.9126 1 1 2 -0.6418 -3.6500 2 2 2
2.4824 -1.3428 1 1 1 3.0164 5.6079 2 1 1
-0.7217 -4.3052 1 1 2 0.8289 3.4657 2 2 2
1.6625 1.6384 1 1 1 1.8061 2.8609 1 1 1
0.9044 0.5314 1 1 1 0.2888 -0.1714 2
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Derinlige Dayali Diskriminasyon

Tablo 1 ve 2'den gorilebilecegi gibi, SD ve HD derinliklerine gore yanlis atanan
gbzlemleri, genelde LDF de yanlis atamaktadir. Ancak bu iki derinlik 6lgltiine gére dogru atanan
bazi gbzlemleri LDF yanlis atayabilmektedir. Sekil 1 ve 2‘den bu tir gézlemlerin érneklem lineer
diskriminant fonksiyonundan elde edilen dogrunun etrafinda yer alan gozlemler oldugu tesbit
edilmistir.

Tablo 3 : Atama yontemlerine iliskin elde edilen hata oranlari

Tablo 1 deki Tablo 2 deki
gOzlemler igin gOzlemler igin
A? =0.4329, N’ =0.7555,
A? =1.1993 A =0.6074

a(é) 0.3707 0.3300
a(é) 0.3751 0.3345
a(é) 0.3400 0.3700
SD 0.1200 0.1900
HD 0.2400 0.2200

Tablo 3 de, 2. ve 3. alt boélumlerde verilen yontemlere iligkin sonuglar her iki uygulama igin
verilmistir.  SD derinlik 6lglisiine gore elde edilen hata orani tahmin degeri daha kuiglktir. Bunu
sirasiyla HD derinlik 6lgiti ve LDF izlemektedir. SD’ye goére elde edilen hata orani tahmin
degerinin, HD derinligine gore elde edilen dederden daha kiiglik olmasinin nedenlerinden birinin
HD derinliginde ayni érneklem derinlik konturu(izdisim cizgileri) tUzerinde yer alan es derinlikli
gézlemlerin gok sayida oldugu diisiiniiimektedir. Orneklem biylklikleri artikga, ikisi arasindaki
farklilasmanin da azalacagi sonucu ¢ikarilabilir.
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Sekil 1. Tablo 1 de yer alan gézlem degerlerinin sacilim grafigi. ilk 50 numara ile belirtilen
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gb6zlemler birinci kitleye, son 50 numara ile belirtilen gézlemler ikinci kitleye aittir.

iz

xl

-7.5 -5 -2.5 1] 2.5 g 7.5 10
Sekil 2. Tablo 2 de yer alan gézlem degerlerinin sagilim grafigi. llk 50 numara ile belirtilen
go6zlemler birinci kitleye, son 50 numara ile belirtilen goézlemler ikinci kitleye aittir.
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