S U Fen Ed Fak Fen Derg Sayi 22 (2003) 43- 52, KONYA

Arsimedyen Kapulalar Ve Bir Uygulama

Salih CELEBIOGLU'

Ozet: Arsimedyen kapulalar ézellikle son yillarda uygulamalarda siklikla kullaniimaya
baslamistir. Bu galismada bu kapulalarin temel 6zellikleri, iki parametreli ve ikiden ¢ok
degiskenli aileleri ile birlikte bu alanda ortaya cikan yeni gelismelere deginilmistir. Ayrica
iki 6rnek uygulamaya yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Arsimedyen kapula, Uretici.

Archimedean Copulas And An Application

Abstract: Especially in the last years, the Archimedean copulas take place more
frequently in the applications. In this study, it is tried to introduce the Archimedean
copulas with their basic properties, two parameter families and the multivariate families
meanwhile some new developments are touched on. In addition, two applications for the
student examination scores are given.

Keywords : Archimedean copula, generator.

Girig

Kapulalar ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlarini bir degiskenli marjinal dagilim
fonksiyonlarina baglayan fonksiyonlardir. Bir baska agidan kapulalar, bir degiskenli marjinal dagihm
fonksiyonlari (0,1) araligi Uzerinde dizgin dagilim fonksiyonu olan ¢ok degiskenli dagilim

fonksiyonlaridir. Kapulalar, dlgekten bagimsiz bagimlilik olgllerini galismada, 6zellikle similasyon
agisindan ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlari insa etmede énemlidir.

I =[0,1] birim araligi Gizerinde ikili bir islem gibi davranan bir C Arsimedyen kapulasi, bir

bagka deyisle Abel yari grubu olan (I,C) ikilisi, 6zgin olarak ilk kez olasili metrik uzaylarda tg¢gen
esitsizliginin olasih bir bigiminin gelistiriimesi ¢alismalarinda ortaya ¢ikmistir[1].

Arsimedyen kapulalar su nedenler yizinden uygulamada genis yer tutar[2] :

1. Elemanlarinin kolayca insa edilebilmesi,
2. Bu sinifa ait ailelerin buytk degiskenlikler icermesi,
3.  Elemanlarinin sahip oldugu guizel cebirsel 6zellikler.

Yukarida s6zi edilen 2. 6zellik geredi, Arsimedyen kapulalar ¢ok ¢esitli bagimlilik yapilarini
yansitabildikleri igin menkul kiymet borsalarinda, sigorta matematiginde, portfdy paylastirmada,
Omdr verilerinin analizlerinde,...kullaniimaktadir[3,4,5,6].
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Arsimedyen Kapulalar Ve Bir Uygulama

Bu calismanin temel amaci Argimedyen kapulalari tanitmak ve uygulanigini 6érneklendirmek-
tir.

Tanimlar, Temel Ozellikler

Sonraki teoremden de gorilecegi gibi, bir Arsimedyen kapula dretici adi verilen bir fonksiyon
yardimiyla tanimlanir. Genest ve MacKay Arsimedyen kapulalarin birgok 6zelliginin ve bu kapulalar
arasindaki iligkilerin ureticilerin 6zellikleri araciligiyla belirlendigini gésterdiler[7].

Tanim 1. ¢ : [0,1] - [0,c], slrekli, kesin azalan ve ¢(1) = 0 olan bir fonksiyon olsun. ¢’nin
yarim tersi

Cie = O (), 0St<6(0)
¥ {O, d(0)st<o
ile verilen fonksiyondur.

Teorem 1. ¢ :1 — [0,00], siirekli, kesin azalan, ¢(1) = 0 olan bir fonksiyon ve ¢, ¢’nin
yarim tersi olsun. C: IxI - I,
C(u,v) =" (0(u) +(v)); u,vOI
(2.2)

ile verilen C fonksiyonunun bir kapula olmasi igin gerek ve yeter sart ¢’nin  konveks
olmasidir[2].

Teorem 1'de gegen C fonksiyonuna Arsimedyen kapula ve ¢ fonksiyonuna kapulanin
toplamsal dreticisi denir. (2.2) bagintist Y(t) = e *®  t0[0,1] olmak iizere

Clu,v) =g (QP(v); u,vOI

(2.3)

biciminde de yazilabilir ve Y'ye C'nin garpimsal lreticisi denir. Bu c¢alismada yalnizca
toplamsal Ureticiler ele alinacak ve bu fonksiyonlardan Uretici olarak s6z edilecektir.

Q={0:¢:1-[0,0], (1) =0, ¢ kesin azalan konveks fonksiyon } diyelim. ¢$(0) = c olmasi
durumunda ¢(t) = ¢'(t) olacagi, yani yarim tersin cebirsel terse esit olacagi aciktir. ¢(0) =  iken
d’ye tam ( strict ) iretici ve C'ye de tam Arsimedyen kapula denir. izleyen teorem Argimedyen
kapulalarin bazi cebirsel 6zelliklerini ortaya koymaktadir[2].

Teorem 2. C, Ureticisi ¢ olan bir Arsimedyen kapula olsun. O zaman asagidaki 6zellikler
gerceklenir :

1. C simetriktir; yani, C(u,v) = C(v,u) (Uu,vUI);
2. C birlesmelidir; yani, C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) (Uu,v,w UI);
3. eger c > 0 herhangi bir sabitse, c$ de bir treticidir.

Ornek 1. (a) C(u,v) =uv bagimsizlik kapulasi (reticisi ¢(t) =—Int olan tam bir
Arsimedyen kapuladir. Teorem 2'deki 3. 6zellik gere@i A > 0 igin ¢(t) = —+Int’nin de bagimsiziik
kapulasinin Ureticisi oldugunu soyleyebiliriz.

(b) W(u,v)=max{u+v-1, 0} (u,vUI) Fréchet-Hoeffding alt sinir, ureticisi
¢(t) =1—t olan tam olmayan bir Argimedyen kapuladir.

(c¢) M(u,v) =min{u, v} Fréchet-Hoeffding Ust siniri, bir Arsimedyen kapula degildir. Ancak
bazi Argimedyen aileler limit olarak bu Ust siniri kapsamaktadir (bkz., s. 94 [2]).

44



Salih CELEBIOGLU

izleyen teorem Arsimedyen kapulanin bir karakterizasyon teoremi olarak gortilebilir.

Teorem 3. C, her uJ(0,1) igin d.(u)=C(u,u) <u olacak sekilde birlesmeli bir kapula
olsun. O zaman C bir Arsimedyen kapuladir[2].

Teorem 4. Bir Arsimedyen kapulanin diizey egrileri konvekstir[2].

Sonraki teorem Arsimedyen kapulanin tahmininde kullanilan Z = C(U,V)’nin dagilim
fonksiyonunu vermektedir[8,2].

Teorem 5. C, (Ureticisi ¢0Q olan  bir  Argsimedyen kapula olsun.
Ko (),{(u,v)OI* : C(u,v) < t} kiimesinin veya esdeger olarak
{(u,v)OT* :p(u) + d(v) = d(t)} kiimesinin C Slglisiinii géstersin. O zaman herhangi bir t 1
icin
Ko () =t=9(0/9'(t")
(2.4)
dir; burada ¢'(t"), ¢(t) nin t noktasindaki sagdan tiirevidir.

Bagimlilik ve birliktelik 6lglleri aralarinda iligkilidir. Olgekce degismez kalan birliktelik dlgileri
arasinda en ¢ok bilinenler Kendall'in to’su ve Spearman’in ro’sudur. Bu iki 6l¢i uyumluluk olarak
bilinen bagimhhgdin bir bigimini élger ve bu dl¢inun derecesi ortak dagilimin, dolayisiyla kapulanin
parametresine/parametrelerine baglidir. Bazi durumlarda kapula ailelerinin Gyelerinin  kendi
aralarinda siralanisi ya da parametrelerinin aldiklari dederlere goére siralanisi bu ailelerin énceki
cumlede gegen élglileri tizerine bilgi verici olur. izleyen tanimda bu duruma bir baslangig kavrami
veriliyor.

Tanim 2. (a) C, ve C, iki kapula olmak tizere her u, v O I i¢in C,(u,v) < C,(u,V) oluyorsa,
C1, Co'den kiigtiktiir, denir; bu durumu C,; T C, ile gosterelim.

(b) {Cy} bir kapula ailesi olsun. o <3 iken C, TTC, oluyorsa, bu ailenin tyeleri pozitif
sirall, aksi halde negatif sirali denir.

Asagidaki teorem Ureticileri cinsinden iki Arsimedyen kapulanin siralanisini veriyor[9,2].

Teorem 6. C; ve C,, Ureticileri sirasiyla ¢4, ¢o O Q olan iki Arsimedyen kapula olsun. O
zaman

C, mC, = ¢,00." alt toplamsal;
(2.5)
yani, f =¢, o} ise,
f(x+y) <f(x)+f(y); x,yU[0,00)
drr.

Omek 2. C, ve C, sirasiyla 8, ve 6, parametrelerine sahip ve reticileri
¢, () =(1-Int)*, 6, 0(0,00); k=12 olan
C,(u,v) =exp{l -[(1=Inu)® +(~Inv)* 1'%}, u,vOI
(2.6)
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Arsimedyen kapulalari olsun. ¢, 0L (t) = (1+t)*/® =1 olup, bu fonksiyonun 8, <8,
icin alt toplamsal oldugu kolayca gorilebilir. Bu ylizden (2.6) ile verilen Arsimedyen kapulalar ailesi
pozitif siralidir.

Arsimedyen kapulalarin siralanisini Ureticilerin tlrevleriyle de iligkilendirmek mimkuandar.
Bu anlamda siralanislar icin [2,9,10]’'a bakilabilir.

Asagidaki teorem Kendall’in to’sunu Arsimedyen kapulanin Ureticisi yardimiyla hesaplama
imkani vermektedir[8,2]:

Teorem 7. X ve Y, ¢ O Q ile Uretilen Arsimedyen kapulaya sahip rastgele degiskenler olsun.
X ve Y'ye iligkin Kendall'in to’sunun yigin bigimi T,

1
T. =1+ 4]&&
2 §'(D)
(2.6)
ile verilir.

iki Parametreli Arsimedyen Aileler

Bilindigi gibi parametreler dagilimi belirginlestiren degerlerdir. Birden fazla sayida parametre
daha ayrintih bir sekilde ve genis dagdilim ailelerini 6zellikle bagimhlik agisindan belirginlegtirmekle
birlikte, ¢cok fazla sayida parametrenin bulunmasi ¢ok degiskenli dagilimlara benzer bicimde
yorumlamayi gliclestireceginden, gogunlukla parametre sayisinda tutumluluk yeglenir. izleyen
teoremde bir parametreli Arsimedyen ailelerden iki parametreli aileleri elde etmenin iki yolu
verilmektedir[9,2]:

Teorem 8. ¢ 1 Q ve o, O olsun. Ayrica

0o () =O(tY) ve ¢, 4() =[D(D)]°
(3.1)
olarak tanimlansin. O zaman

1.821=¢,,0Q;

2.a001]=¢,, 0Q;

3.Eger ¢ iki kez diferansiyellenebilir ve td'(t), (0,1) lizerinde azalmayan ise, her a > 0 igin
b, O0Q dr.

Ornek 3. (a) ¢(t)=1/t—1 dureticisi C(u,v) =uv/(u+v—uv) Arsimedyen ailesini
uretirken, Teorem 8in 3. ve 1. siklari geregi (1)0(,[3(0:[(1)(‘[0‘)]B =t -)P (@a>0,21)
Ureticisi

Cop(,v) ={[(u™ ~DP +(v* =DP]P +137; u,vOI
(3.2)
Arsimedyen ailesini dretir. Bu aile C,, =T1'i, C,,, ile Gumbel ailesini ve C,, =M ve

Fréchet-Hoeffding Ust sinirini icerir. Benzer sekilde O :1/[3, B=1 igin Clayton ( veya diger
adiyla Cook-Johnson ) ailesi bu iki parametreli aile tarafindan kapsanir. Bu aile her iki
parametresine gore pozitif siralidir; yani, o, <o, ve 3, <[3, icin C%Bl T[CO‘Z,[32 ‘dir. Bu aile iki
degiskenli Weibull ailelerinde sagkalim kapulasi olarak kullaniimaktadir[11,2].

46



Salih CELEBIOGLU

(b) ¢(t)=—Int, Ornek 1(ayda géruldigi gibi C(u,v) =uv bagimsizlik kapulasinin
treticisidir. (a) sikkindaki ¢, 5(t) =[d(t*)]® (a>0,8=1) bagintisiyla
Co(u,v) =exp{-{(-Inw)® + (-Inv)P1*}; w,v Ol
kapulasi Uretilir. Ancak bu oOrnekte ilging olan bir durum o parametresinin ortadan
kalkmasidir.

iki parametreli Arsimedyen kapulalarla ilgili érnekler [2,10,12]'de goriilebilir.

iki parametreli Arsimedyen kapulalar arasinda C(u,v) =P(u,v)/Q(u,v) seklinde

aralarinda asal iki polinomun orani olarak ifade edilebilenler de vardir. Bu tir tam Arsimedyen
aileler Ali-Mikhail-Haq adli 6zel bir ailenin elemanlarindan olugsmaktadir[2].

Cok Degiskenli Arsimedyen Kapulalar

iki degiskenli Arsimedyen ailelerin bir kismi birlesmelilik ézelliginin sonucu olarak n > 3
boyutuna genisletilebilir. Bu genisletmenin bir yolu iki degiskenli Arsimedyen aile Ureticilerinin tam
monoton fonksiyon olmalaridir.

Teorem 9. ¢ [1Q olsun. C: 1" - I,

Cu;, Uy u,) =07 (G(u)) + I G(u,)); u, 01
(4.1)
bigciminde tanimlanan fonksiyonun bir n-kapula ( n = 2 ) olmasi igin gerek ve yeter sart,

¢ " 'nin [0,) Gizerinde tam monoton, yani k = 0,1,2,... igin

(l)kd

(4.2)
olmasidir[1,2].

¢~ ()20, tO[0,)

Argsimedyen n-kapulalari Gretmenin ikinci bir yolu, dagihm fonksiyonlarinin ters Laplace
doénusturmelerini Uretici olarak kullanmaktir. Bir diger yol ise, Ureticilerim = 2 i¢in [0,0) Gzerinde m-
monoton olan, yani (4.2)'de gegen dzelligi k = 0,1,2,...,m icin saglayan fonksiyonlardan segmektir.

Bu durumda boyutu 2 £ n £ m olan Arsimedyen n-kapulalar olusturmak mumkuindiir[2,10].

Degistirilebilir (exchangeable) dagihmlar Uretmede kullanilan Arsimedyen n-kapulalari
uretmek kolay olmakla birlikte, bu kapulalarin bazi sinirlamalari vardir. Bunlardan biri Argsimedyen
n-kapulalarin k boyutlu marjinallerinin ayni olmasidir. Bir diger kisitiama da bu ailelerde bagimlilk
yapisinin gogunlukla bir veya iki parametre ile sinirlanmis olmasidir[2]. Ancak sonraki kesimde de
gorilecegi gibi gesitli ydntemlerle Arsimedyen kapuladaki parametre sayisini artirmak mimkadndur.

Ornek 4. Ureticisi ve karsi gelen kapulasi sirasiyla

¢e(t)=11 9(1 ) uv

C,(u,v)= ; 00[-1,1
o (1) 1-6(1-u)1-v) =D

olan Ali-Mikhail-Haq ailesi pozitif siralidir. ¢g'(t) ’nin t J[0,0) igin tam monoton oldugu

kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla Teorem 9 geregince bu aileden
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L
O -,

Co(U,,sll, ) = : u, 0[0,1], 60[-L))

n

I:ll l_e(ll_ui)

biciminde Arsimedyen n-kapulalarini elde ederiz.

Argsimedyen Kapulalarda Yeni Gelismeler

Kapula alanindaki diger ¢calismalarda oldugu gibi, Arsimedyen kapulalarla ilgili galismalar da
cesitlenerek devam etmektedir.

Celebioglu, Arsimedyen kapula Ureticilerini kullanarak iki ve ¢cok degiskenli yeni kapulalar
Uretmeyi denedi[13, 14, 15]. Capéraa ve arkadaslari, Arsimedyen kapulalari bu aileyi bir alt aile
olarak kabul eden Archimax kapulalara geniglettiler[16]. Joe ve Ma, [0,») Uzerinde tanimlanmis
sagkalim kapulalarindan ¢ok boyutlu Arsimedyen kapulalarin elde edilebilecedini gosterdiler[17].
Sungur, 1999 yilinda elde ettigi “kesildiginde degdismeyen bagimlilik yapisi’na sahip iki degiskenli
kapulalari daha blylk boyutlu kapulalara genislettigi calismasinda, bagimsizlik kapulasi diginda bu
Ozelligi saglayan tek ailenin Cook-Johnson ailesi oldugunu belirtiyor ve Arsimedyen kapulalara yeni
bir parametre ilavesinin yeni bir ydntemini veriyor[18]. Ayrica daha dnce Genest ve arkadaslari,
Clayton, Gumbel ve Frank ailelerini bir alt aile olarak kapsayan ¢ parametreli bir Arsimedyen aile
verdiler[19]. Cuculescu ve Teodorescu, Archimax kapulalar ve ¢ok boyutlu dagilimlarin tek
modlulukla iligkisini arastirdilar[20].

Arsimedyen kapulalarin kullanildidi uygulamalar da her gecen gin artmaktadir. Wang ve
Wells, Argsimedyen kapulalarin Urettigi durdurulmus veriler icin iki degdiskenli sagkalim modellerine
iliskin secim modelleri Uzerinde durdular[6]. Hennessy ve Lapan, portfédy paylastirmada
Arsimedyen kapulalarin birinci ve ikinci dereceden baskin degisimlerde nasil kullanilabilecegini
orneklendirdiler ve Arsimedyen kapulalarla Uretilen ¢cok degiskenli dagilimlarin gigli ayrilabilir
olusu yuzinden portfdy paylastirmaya ¢ok uygun distigina belirttiler[4]. Juri ve Withrich, kuyruk
bagimhlik yapisini ele aldiklari Arsimedyen kapulalardan Clayton ailesinin genellestiriimis Pareto
dagilimi roli oynadigini ve bu yizden Arsimedyen kapulalar igcinde menkul kiymet, borsa verilerine
¢ok uygun dustugind verdikleri bir ornek Uzerinde gosterdiler[3]. Gray ve Li, kimelenmis
bozulma/émdar sureleri verilerine iliskin marjinal orantili tehlike analizinde agirlik fonksiyonlarinin en
iyi sekilde seciminin lineer modeller kullanilarak Arsimedyen kapulalarla yapilabilecegini ve
bagimlihgin orta dizeyde oldugunda bu yolla bulunan ¢bézimlerin etkin olacagini goérdiler[5].
Genest ve arkadaslari, sdzlesmeler arasindaki bagimlihgin karma dagilimlar biciminde ortaya
¢iktigi bir veya ¢ok sinifli bireysel risk modellerinde, toplam sigorta poligesi Gstlinden yapilacak
O6demelerin tutarina iliskin dagilima yaklasimda birlesik Poisson dagilimini kullandiklari ¢galismada
iki ve ¢cok degiskenli Arsimedyen kapulalardan yararlandilar[21].

Uygulama

Bu kesimde, Gazi Universitesi Ortadgretim Matematik Ogretmenligi ve Istatistik Béliimlerinde
okuyan o&grencilerin sirasiyla MAT-209 Olasilik ve istatistik(199 6grenci) ve iST-408 Rassal
Sireglere Girig(129 6grenci) derslerinde aldiklar Ara sinav ve Final Sinavi notlar arasindaki
bagimlilik yapisi Argsimedyen kapulalarla modellenmeye caligildi.
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Tablo 1. MAT-209 Olasilik ve istatistik Ara ve Final Sinavi Notlari

F
12
49
58
62
15
81
65
87
39
61
70
63
43
70
44
38

1
27
82

A
32
66
60
91
77
81
60
55
82
53
80
70
57
84
45
74
55
33
55

F
12
57
60
53
71
74
61
41
74
29
57
80
56
83
48
66
23
43
44

A
41
95
73
73
70
84
61
84
62
66
98
52
64
52
44
53
55
46
50

F
35
85
40
15
60
43
81
84
63
27
83
43
63
39
32
74
61
45
27

A
47
25
74
89
96
48
67

1
87
88
48
62
47
21
66
32
37
38
30

F
15
18
51
54
81
13
56
14
89
59
18
60
60
47
77
11

4
29
43

A
38
48
86
71
100
68
80
87
62
80
63
62
25
27
79
73
63
29
10

F
48
35
59
26
81
55
70
50
67
89
50
81
36
11
69
10
58
73
20

A
73
69
100
28
70
78
63
44
98
57
54
98
76
15
40
53
38
36
30

F
64
57
56
14
47
70
63
34
67
64
66
69
78

2
44
62

1
33
22

Tablo 2. iIST-408 Rassal Siireclere Giris Ara ve Final Sinavi Notlari

A
39
58
75
60
36
65
66
45
25
31
33
34
56

F
21
60
70
52
19
81
60
19
22
42
38
52
24

A
51
45
40
46
60
67
60
28
36
34
38
20
49

F
54
16
24
39
38
87
47
46
51
53
44
29
53

A
53
45
30
66
64
45
22
19
15
27
32
10
81

F
13
27
23
34
69
52
35
19
37
47
27
29
46

A
61
54
51
47
65
72
55
20
37
40
36
43
41

F
46
29
46
44
43
58
60
36
41
46
42
43
40

A

F
14
65
73
56
40
10
35
43
53
46
40
27
60

A

F
50
30
75
31
57
74
51
43
32
25
13
55
40

A
55
22
74
63
36
48
51
30
10
40
17
31
73

F
42
16
66
73
32
50
59
40

5
37
41
39
52

A
35
44
28
64
62
72
48
76
100
65
58
49
44
76
43
70
59
52
45

F
17
55
45
66
15
73
68
61
79
58
47
50
83
24
36
61
54
32
45

F
60
47
16
70
23
62
50
35
56
53
45
32
50

A
78
44
81
35
99
72
94
63
71
59
71
66
67
88
54
43
46
45
46
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50
11
75
30
50
54
66
44
35
43
66
71
75

57
10
45
15
49

A
48
53
63
43
41
42
68
25
38
10
21
30
23

A
52
52
80
95
78
68
84
94
63
65
80
61
68
73
52
88
56
47
76

F
32
54
52
47
60
59
39
30
49

6

1
21
21

85
79
86
68
100
30
67
94
31
38
78
60
82
95
45
64
64

57

A
47
77
42
37
46
51
35
38
45
35
20
44

34
55
42
14
71
53
58
58
50
30
24
21

Bu amagla, Clayton (Cook-Johnson) ve Gumbel Arsimedyen aileleri i¢cin beklenen ve
go6zlenen frekanslar ile hesaplanmis ve tablo X2 degerleri asagida verilmistir. Tahmin ve istatistiksel
sonu¢ ¢lkarmada [22]'den yararlaniimigtir. Birim sayisi ¢ok daha biylk olsaydi, [23]'de dnerilen
yontemden yararlanilabilirdi. Clayton ve Gumbel Arsimedyen aileleri sirasiyla

Co(u,v) = max{[u_e +v7o - 1]-1/9 ,0}; 0 0[-1,0) - {0},
Co(u,v) = exp{— [(—lnu)e + (—an)e]l/e}; B 0[1, )
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ile verilir[2]. Cok sayida diger Argsimedyen aile icin [2]'nin 94-97. sayfalarina ve [10]a
bakilabilir.

Tablo 3. Olasilik ve Istatistik Dersi icin Clayton Ailesi ( 6 = 1,747 )
Gozlenen (G) / Beklenen (B) Frekanslar

Final Sinavi

0-19 20-39 40-59 60-79 80 - 100
G B G B G B G B G B
Ara 0-19 4 4 00 00 00 00
20 -39 13 12 6 10 9 3 11 00
Sinav  40-59 8 4 15 24 21 24 12 10 3 3
60-79 4 0 13 9 20 26 25 22 9 10
80 -100 10 1 2 8 11 12 15 14 9

Xies =29,51 Xipsoos = 22,36 Xiwazose = 27,69 Sd=25-1-11=13

Tablo 4. Olasilik ve istatistik Dersi icin Gumbel Ailesi (6 = 1,874 )
Gozlenen (G) / Beklenen (B) Frekanslar

Final Sinavi

0-19 20-39 40 - 59 60 -79 80 -100
G B G B G B G B B
0-19 4 2 0 2 01 00 00
Ara 20-39 13 7 6 10 97 1 2 00
40 - 59 8 8 15 21 21 24 12 9 3 1
Sinav 60-79 4 3 13 12 20 26 25 22 9 5
80 -100 10 12 8 6 12 13 14 16

Xies = 18’91 thab;13;0,95 = 22’36 thab;l3;0,99 = 27’69

Tablo 5. Rassal Siireglere Giris Dersi icin Clayton Ailesi (8 = 1,604 )
Gozlenen (G) / Beklenen (B) Frekanslar

Final Sinavi

0-19 20-39 40 -59 60-79 80 - 100
G B G B G B G B G B
0-19 4 8 6 8 30 00 00
Ara 20-39 7 4 23 15 19 13 13 00
40 - 59 30 12 24 26 28 2 10 0 1
Sinav 60-79 00 23 10 10 8 5 21
80 -100 00 00 11 00 00

Xies = 28,50 Xipsioos =15.51 Xipso0o =20,09 Sd=25-1-16=8
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Tablo 6. Rassal Siireglere Giris Dersi icin Gumbel Ailesi (8 = 1,802 )
Gozlenen (G) / Beklenen (B) Frekanslar

Final Sinavi

0-19 20-39 40 - 59 60 -79 80 -100
G B G B G B G B G B
Ara 0-19 4 3 6 6 3 2 00 00
20-39 76 23 22 19 15 1 2 00
Sinav 40 - 59 3 3 12 16 26 27 27 01
60 -79 00 2 2 10 7 8 8 21
80 -100 00 00 10 01 01

Xies = 7’85 thab;8;0,95 = 15’51 thab;8;0,99 = 20’09

Ayrica her iki dersin ara ve final sinav notlarinin marjinal dagilimlarina iliskin asagidaki

degerler elde edilmistir: X, : Arasinav Notu; Xg : Final Notu olmak lizere

X, omist = N (61,30; (20,83)%) Xr, oist = N ( 50,45; (24,34)%)
Xies =9,98; p degeri = 0,696 X2, =15,71; p degeri = 0,544
(20 sinif ) (23 sinif )
Xa, Rassal = N (142,64; (16,80)2) Xg Rrassa= N (42,19; (17,13)2)
Xtes = 7,80; p degeri = 0,708 X2, =6,09; p degeri = 0,808
(22 sinif) (22 sinif)

Analiz sonuglarindan da gorildigi gibi, Gumbel ailesi her iki derste de Clayton ailesinden

daha iyi tahminler vermektedir.
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