S.U. Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fen Dergisi Sayi 21 (2003) 1-6, KONYA

Kiiresel Harmoniklerin Tekrarlama Bagintilari ile Hesaplanmasi

Erhan AKIN', Atilla GULEC', Hiiseyin YUKSEL'

OZET: Bu galismada atomik ve molekiiler hesaplamalarda yaygin olarak kullanilan kiiresel harmoniklerin

istenilen bir )\max degerine kadar mimkin olan tum A ve m kuantum say! ciftleri icin sayisal degerlerini

veren bir tekrarlama bagintisi elde edilmistir. Elde edilen bu tekrarlama bagintisinin, ¢ok biylk kuantum
sayilari ve tim agi degerlerinde duyarli sonuglar verdigi bilgisayar hesaplamalari ile dogrulanmigtir.
Anahtar Kelimeler: Kiiresel Harmonikler, Gaunt Katsayilari.

Recursive Relations Of The Spherical Harmonics And Their

Calculations

ABSTRACT: In this study a recursive relation was obtained for the spherical harmonics which is widely used
in atomic and molecular calculations. The recursive relation gives the values of spherical harmonics for all

possible combinations of quantum numbers A andm up to an arbitrary )\max value. It was also verified that

this recursive relation gives accurate results for very large quantum number combinations and for all angles.
Key Words: Spherical Harmonics, Gaunt Coefficients.

1. GIRiS
Kompleks klresel harmonikler, Condon-Shortley fazinda bigiminde yazilir [1].
(%, (6,8)=(-1)"Y,_,(6.9))
(2A+1)(A=|m])!
A7TON+|ml)!
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P, (cos B)e™? (1)

Y, (6,4)=i""

Bu ifadedeki PMm\ ler ilgili normalize Legendre polinomlari olup x = cosé olmak lzere
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Py = i) LI @
seklinde tanimlanir [2].

Kiresel harmoniklerin belli bir 8 ve ¢ agisi altinda belli kuantum sayilari igin sayisal
degerleri, atomik ve molekiiler hesaplamalarda énem tasir. Ornegin Hartree-Fock-Roothaan
denkleminin ¢ézimiinde [3] ve bir ¢ekirdekte merkezlenmis Slater-tipi atom orbitalinin bagka
bir cekirdekte merkezlenmis Slater-tipi atom orbitalleri cinsinden seri acilimini  kullanan

molekiller hesaplama yéntemlerinde [4,5] Sn)\nl,n')\'m'((’(’;}gab) ile gosterilen overlap

integrallerinin hesaplanmasi gerekir. Bu overlap integrallerinin hesaplanmasinda ise kuresel

harmoniklerin sayisal degerlerini kullanan Dfm’,\,m. (6,¢) donme katsayilarinin hesaplanmasi

gerekir [6]. [4] ve [5] kaynaklarinda bulunan analitik ifadelerde o6zellikle blylik kuantum
sayllarina ve kritk @ ve @ agilarina sahip gok sayida kiresel harmonigin duyarli bir sekilde
hesaplanmasi gerekir. Ayrica Slater-tipi orbitaller zerinden spin-spin ¢ekirdek etkilesim
integrallerinin  analitik olarak hesaplanmasinda da kiresel harmoniklerin sayisal degerleri
gereklidir [7]. Bu hesaplamalar genellikle her bir kuantum sayi ¢ifti icin ayri hesaplama yapan
analitik bagintilarla gergeklestiriimektedir [8]. Weniger ve Steinborn tarafindan énerilen kiresel
harmoniklerin tekrarlama bagintisi yalnizca A kuantum sayisina gore tekrarlama seklindedir
[9]. Bu calismada ise hem A hem de m kuantum sayilarina goére tekrarlama bagintilari

turetilerek daha genel bir hesaplama yodntemi ortaya konulmustur.

2. TEORI

(1) esitligi ile verilen kiresel harmonik,

mHm 2

e

ve
A{m

By, = ;;—m(xz -1’ (@)
tanimlari kullanilarak

Y,,,(6,9) = 4,,B,, (5)
seklinde yazilabilir. Bu durumda

Y10 (0,0) = 41, By (6)
ve

Y)\m+l (99 ¢) = A)\m+lB)\m+1 (7)
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seklini alir. Bu calismada (6) ve (7) ifadelerindeki A ve B fonksiyonlari igin tekrarlama

bagintilari,

/2
1 2)\+1(>\—m)1
_ { ||} - @

7N 20=1 A+ [

ve pozitif m degerleri igin

12
—_ 1 __2\12 i
A)\m I:(}\_|m_l|)(A+|m|)} (1 X ) e A)\m—l ’ (9)

B,, =2F,,()B,,,, +2xAB, ., +(x* -1DB,, (10)

olarak elde edilmigtir. Burada F, (n) = n!/m!(n—m)! seklinde tanimlanan binom katsayilari
olup 4, =1/\/HT ve By, =1 ,A<0 i¢in B,, =0 dir. (10) ifadesinde A :)\+|m| ve
V =\ yi gostermektedir ve keyfi bir A degerine kadar hesaplanacak kiiresel harmonikler
icin

v=0,1,2,A A,

A=0,1,2,A ,2v
degerlerini alir. Ayni zamanda B, =B, ve A, =(-1)"e >4,  ifadeleri (5) esitliginde
dikkate alinirsa

Y, (0.8)=(=1)"e™"Y,,, (6,4) (1)

ifadesini kullanmak hesaplamalarda énemli élciide zaman tasarrufu saglar.

3. BILGISAYAR HESAPLAMALARI
Bu cgalismada kiresel harmoniklerin sayisal de@erlerini hesaplamak igin Fortran 77

programlama dili kullanilmistir.  Bilgisayar programinda istenilen bir A__ degerine kadar

mimkin A ve pozitif m degerleri igin (8)-(11) ifadelerindeki 4, ve B, degerleri iki ayri dizi
seklinde bilgisayar hafizasina kaydedilmistir. Bdylece (6) ve (7) esitligi kullanilarak m nin

pozitif degerleri icin mimkin tim Y, lerin sayisal degerleri, Weniger ve Steinborn’un

galismalarinda [9] yapildigi sekilde kompleks aritmetigi kullanmamak igin @ =0 alinarak ti¢ &
degerinde hesaplanmistir. Ayrica bu hesaplama sonuglari kullanilarak (11) esitligi yardimiyla
negatif m degerlerine sahip Y, ler de hesaplanmstir.

(1) esitliginden goruldigld gibi kiresel harmoniklerin  sayisal degerlerinin
hesaplanmasinda ilgili normalize Legendre polinomlarinin sayisal degerlerinin duyarl bir
sekilde hesaplanmasi gerekir. [10] nolu ¢alismada bdyle bir hesaplama ancak 0° <@ < 45°

ve 45°<@<90° igin iki ayr analitik ifade kullanilarak yapilmis olup ¢ok biiyiik kuantum
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sayilari i¢in bu hesaplamalarin gok duyarli olmadigi bildirilmistir. Bu ¢alismada A _, =60 igin
@ nin 45°% ile 0° ve 90° ye ¢ok yakin oldugu g kritik agi degerinde hesaplamalar yapilmistir.
Bu hesaplama sonuglarinin bazilari Tablo 1 de goérilmektedir. Bu tablonun son sutununda

@ =45° igin Weniger ve Steinborn’un sonuglari verilmistir. Ayrica hesaplama sonuglarinin

dogrulugunu test etmek icin

ile verilen ayni merkezli iki kiiresel harmonigin ¢carpim ifadesi kullaniimigtir [9]. Bu son esitlikte

toplam igindeki katsayilar Gaunt katsayilaridir ve

*

Ay +Ag

Yl3 ms (@, ¢)Y12 m, 6,9) = z S )‘3m3|)‘2m2|)\1m3 —m, > Y)\l my=m, 6,9)
A=Ay,

(12)

Tablo 1: Segilen bazi kiiresel harmoniklerin sayisal degerleri (m=29).

%

A 0.07° 45° 89.93° 45° [9]

30 -0.181947651208367D-083  -0.166806571308977D-003 -0.667773208109863D-002 -0.166806571308977D-003
32 -0.463876584967489D-082  -0.202005615998746D-002  0.851220472260087D-002 -0.202005615998746D-002
34 -0.667914260468141D-081 -0.128186987794048D-001 -0.988382132543851D-002  -0.128186987794048D-001
36 -0.683720897117487D-080 -0.531067288544085D-001  0.110658942189309D-001  -0.531067288544085D-001
38 -0.550307075753702D-079 -0.156519946025103D+000 -0.121449556950648D-001 -0.156519946025103D+000
40 -0.368624375164800D-078  -0.339480201382304D+000  0.131595925194771D-001  -0.339480201382304D+000
42 -0.213140510328985D-077 -0.539951694875527D+000 -0.141303417777807D-001  -0.539951694875527D+000
44 -0.109111024275163D-076  -0.592993154368283D+000  0.150694082823623D-001  -0.592993154368283D+000
46 -0.503820877585494D-076 -0.343513958354564D+000 -0.159846174145623D-001  -0.343513958354564D+000
48 -0.212842637625691D-075  0.135142015280774D+000  0.168812741503184D-001  0.135142015280774D+000
50  -0.831895134367762D-075  0.475233070987145D+000 -0.177631319183001D-001  0.475233070987145D+000
52 -0.303538426535603D-074  0.329086708917629D+000 0.186329379227048D-001  0.329086708917629D+000
54 -0.104160119415082D-073  -0.175147503392026D+000 -0.194927590635512D-001  -0.175147503392026D+000
56 -0.338225846566003D-073 -0.456110367770120D+000 0.203441863522411D-001  -0.456110367770120D+000
58  -0.104469639595520D-072 -0.151560150812240D+000 -0.211884683076476D-001  -0.151560150812240D+000
60 -0.308307031838324D-072  0.348348592442071D+000 __0.220266009488085D-001 _ 0.348348592442071D-+000

max(|)\2 -\,
max(|)\2 -\,

max(|)\2 -\,
max(|)\2 -\,

—m2|) m, —m2|) +A, +A, ¢ift say igin

m, —m2|)+1

9m3 ’

min

b 2

m, —m2|) +A, +A, tek sayi icin

seklinde tanimlanmistir. (12) esitliginde A, =25 , m, ==17 , A, =35 , m, =12 alinirsa
toplam igerisindeki kiresel harmonikler igin m, —m, =29 ve A, =30,32,34,A\ ,60
degerlerini alabilir. Bu A ve m degerleri igin (12) esitligindeki toplam igerisindeki kiresel
harmoniklerin sayisal degerleri Tablo 1 de Ug fakli @ degerinde verilmistir. Son situnda

verilen degerler ise Weniger ve Steinborn’un sonuglarini géstermektedir.
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4. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu calismada elde edilen tekrarlama seklindeki (6) ve (7) ifadeleri kullanilarak kritik tg
@ degeri igin (0.07°,45°,89.93%) hesaplanan kiiresel harmoniklerin sayisal degerleri Tablo 1
de verilmistir. Bu tablodan gérildigi gibi & = 45° igin bulunan sonuglar literatiir ile [9] uyum
icindedir. @ =0.07° ve & =89.93°agilarinda yapilan hesaplamalarin dogrulugu ise (12)
esitligi kullanilarak test edilmistir. (12) esitliginden elde edilen sonuglar Tablo 2 de verilmistir.
Bu tablodan géruldigld gibi kiresel harmoniklerin sayisal degerleri (12) esitligini
saglamaktadir. Weniger ve Steinborn’'un galismalarinda [9] da kiresel harmonikler duyarl bir
sekilde hesaplanabilmektedir. Ancak Weniger ve Steinborn’'un yénteminde tekrarlama yalnizca
A kuantum sayisina goére yapilmaktadir. Ayrica s6zi edilen galismada & nin kritik de@erleri
icin bir hesaplama yapilmamistir. Bu galismada ise (6) ve (7) tekrarlama bagintisi hem A hem
de m kuantum sayilarina gore elde edildigi igin kiresel harmoniklerin sayisal degerlerini

hesaplamak igin bu ¢alismada 6nerilen yontem daha kullanighdir.

Tablo 2: Kiresel harmoniklerin sayisal degerlerinin (12) esitligi kullanilarak dogrulanmasi.

9 (12) Esitliginin Sol Tarafi (12) Esitliginin Sag tarafi
0.07° 0.102887183644863D-0073 0.102887183644863D-0073
45° -0.124050860809477D+000 -0.124050860809477D+000
89.93° -0.493341479844039D-002 -0.493341479844039D-002
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