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Hélder Esitsizligiyle Tabakall Tesadiifi Orneklemede
En Uygun Paylastirma
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Ozet: Bilindigi gibi tabakali tesadiifi érneklemede en uygun paylastirma yéntemi (g farkli yaklasimla
ele alinir. Bu yontemler Lagrange Carpanlar teknigi, dogrusal yada dogrusal-olmayan optimizasyon
teknikleri ve esitsizlikler olarak bilinir. Bu g¢alismamizda her zaman kullanilan toplam Ornekleme
maliyeti fonksiyonunu daha esnek bir fonksiyonla tanimlayarak ve Holder esitsizligi ile en uygun
paylastirma icin 6érnek hacmini ve tabaka 6rnek hacimlerini belirleyen formdilleri gdsterdik. Goraldugu
gibi bu formiiller hesaplama kolaylidi sadlar.

Anahtar kelimeler: Matematiksel Esitsizlikler, Holder Esitsizligi, Tabakali Tesadifi Ornekleme, En
Uygun Paylastirma

Optimum Allocation In STRATIFIED Random Sampling Via Holder's Inequality

Abstract: As known, for optimum allocation in stratified random sampling three approaches are
considered. These methods are known as Lagrange multipliers, linear or non-linear optimization and
inequalities. In this study, we defined the total sampling cost function by a much more flexible
function and show formulas for sample size and the stratum sample sizes determinations. As seen,
these formulas provide easy calculations.

Keywords: Mathematical Inequalities, Holder's Inequalty, Stratified Random Sampling, Optimum
Allocation

1. GIRIS

Tabakali tesadiifi 6rneklemede belirli kisitlayicilar altinda en uygun 6rnek hacminin
belirlenmesi ve belirlenen érnek hacminin tabakalara uygun olarak dagitiimasi problemi bir
optimizasyon problemidir. Bu optimizasyon probleminin ¢ézimiine temelde ¢ yaklasim vardir. Bu
yaklasimlar Lagrange garpanlari (1), dogrusal yada dogrusal olmayan optimizasyon teknikleri (2)
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ve esitsizlikler (3) olarak bilinir ve kullanilir. Bu ¢alismada daha esnek bir érnekleme maliyet
fonksiyonu icin Holder esitsizligi ile ¢ozim belirlenecektir.

N hacimli yigini, tabaka hacimleri N, ve tabaka varyanslari Sf olan T tabakaya
ayiralim. Klasik toplam 6rnekleme maliyeti M , sabit érnekleme maliyeti m, ve tabaka 6rnek

hacimleri n,’lerin dogrusal bir fonksiyonu olarak
M =m,+> mn, (1.1)

esitligi ile ifade edilir. Bu esitlikte m,, t nci tabakadan alinacak bir birimin 6rnekleme maliyetidir.

Amacimiz (1.1) esitliginde belirtilen maliyet kisiti altinda tabakali 6érnek ortalamasinin varyansini
(V(x,)) en kiglk yapacak 6rnek hacmini belirlemek ve tabakalara en uygun sekilde dagitmaktir.

Tabakali 6rnek ortalamasini X, ile gésterelim ve varyansini daha basit bir formda yazalim.

I EN'SE 1GNNS
Vix,)=— ) ——L—-— A 4 (1.2)
(50 N2§ n, Nzg N, !
LoAS? LoA'S; N;
Burada V' = LV, =Y ve 4] = Ntz olarak tanimlanmaktadir. ¥'(X, ) nin en
=1 N =1 ‘

kiiciiklenmesi (enk ¥V (X, )) probleminin (1.1) maliyet kisiti altindaki Lagrange ¢o6zimii klasik
¢o6zim olarak kabul gérmiistlr ve halen kullaniimaktadir (4), (5), (6). V,'in ¢dzimi etkileyecek
n,’lerden bagimsiz olmasi nedeniyle V(x,)=V —V,’In en kigciklenmesi sadece V ’'nin en
kigliklenmesine denktir. (1.1) 6rnekleme maliyet kisitina dayal klasik 6rnek hacmi (n) ve
paylastirma ¢6ziiml (n,) sirasiyla asagidaki esitlikler yardimiyla hesaplanir.

M =m))S 4,5, 1,
- =1

n - (1.3)
>4, \m,
1=1

n, = Mn (1.4)

iA,S, /Jm,
t=1

2. HOLDER ESITSIZLIGi ILE ¢OzUM

Daha esnek bir 6rnekleme maliyet fonksiyonunu
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T
— A — A A A
M —m, —Zktm,fnf =kminl +k,msnd +...+k,mb nd (2.1)

t=1
formatinda k,,A, (¢ =1,2,...,T)vedsabit degerler olmak Uzere yazalim. Bu sabit maliyet

kisitlamasi altinda (1.2) esitligindeki tabakali érnek ortalamasinin varyansini en kuguk yapacak
6rnek hacmi (7) ve tabaka 6rnek hacimlerini ( #, ) belirleyecek ¢ézumleri Holder esitsizligi (esitligi)

ile belirleyelim.

Hélder esitsizligi icin gerekli sartlar

1 1
a,,0yyees @y b by b, 20, pg21 ve —+—=1
q
olmak Uzere

formunda yazilir ve (2.3) kosulu ile (2.2) esitsizligi esitlik haline dénusur (7).

p p p
a _4a4 _ _4r

= = (2.3)
bl b by

V varyansina ve sabit maliyet fonksiyonuna bagli yeni bir

T 1/p T 1/q
f(n,n,,..,n.) =(ZAtZS,2/ntj (Zktmflnfj (2.4)
t=l1 t=1

fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyonu (2.2) Holder esitsizligine benzeterek

4’8’
p = ‘Tt My .
a, = (t nci tabakanin varyansa katkisi)

n

t

b? =k,m"n’ (tncitabakanin anket maliyetine katkisi)

olmak Uzere alabilecegi alt sinir ile birlikte

T 1/p T 1/q T
2 Q2 A O 2/ 2/ A,/ -
(ZAts, /n,] (kaj >3 AP SHPE B (2.5)
t=1 t=1 t=1

formunda tekrar yazalim. Bu esitsizligin sag tarafini n, (¢ =1,2,...,T) degerlerinden bagimsiz hale

getirecek donlsum

_1+0
p_

ve g =1+0 (2.6)
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olacaktir. Bu durumda (2.4)’te tanimli amag fonksiyonunun en kiglk degeri (2.3) kosulunun

atp Atzstz
B b Y0 €=12..T) @7)

y sabit olmak lzere saglanmasi halinde esitsizlik esitlik haline donasturilerek

T

T 1/p T 1/q
202 A O _ 2/po2/ppllqg A /q
(ZA,S,/n,j (Zk,mt’n,) = AYPSY Pk mp
t=1 t=1

t=1

belirlenir. (2.7) esitlik kosulundan

A’S? 11146 11146
1+9 — ‘M 149 — 2027 -1 A,
n, y—k A’t:(n, y) —(AtStk, m, ) (2.8)
tml‘
ve
Y2/(140) g2/(1+8) | =11148) =D,/ (1+3)
n, == f é : burada 8 =y""? (2.9)

olacaktir. (2.9) esitligi Gzerinden toplam alindiginda,

S

I
1~
=

T
— 2/(140) @2/ (1+3) -1 /(1+3) __~A, /(1+3)
On= E 4 S, k, m, :
t=1
Q A, /(140
ZAtz/(1+5)St2/(1+5)kt—1/(1+5)mt— L/ (143)

="+ (2.10)
n

-
1l
—

(2.10)'u (2.9) esitliginde yerine yazarsak n 6rnek hacminin paylastiriimasi formuli

Atz/(1+5)St2/(1+a)kt—1/(1+5)mt—A, /(1+3)
n = n (2.11)

tT T
Z Atz/(1+5) Stz/(1+5)kt—1 /(1+5)mt—At /(1+3)
t=1

elde edilir. (2.11) ve (2.1) esitliklerini kullanarak basit matematiksel islemler sonunda 6rnek hacmi
(n) icin asagidaki esitlik elde edilir.

T
_ 1/9 2/(143) @2/(143) 7. -1/(143) =N, /(1+3)
(M =my)"'°Y 470§, m;
n= = (2.12)

1/0
T
258/(148) @ 28/(1+8) 7, 1/(1+3) A, [(1+5)
(zAt SR 11120 j

t=1
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5. SONUG

Tabaka maliyetlerinin sik sik degistigi ve 6érnekleme maliyeti fonksiyonunun daha karmasik
oldugu durumlarda (1.1) yerine (2.1) maliyet fonksiyonunu kullanabiliriz. Bu maliyet kisitlamasi
altinda V'(x, ) yi yada V ’yi en kiiglik yapacak 6rnek hacmi () ve tabaka 6rnek hacimlerini (#,)

hesaplayabilecegimiz (2.12) ve (2.11) formulleri Holder esitsizligi ile elde edilmistir.

k, =0, =1 (¢t=12,.,T) ve 0=1 igin (2.1) esnek maliyet fonksiyonu (1.1) klasik
maliyet fonksiyonuna esit olur. Bu durumda (2.11) ve (2.12) esitlikleri (1.4) ve (1.3)’e denk olur.
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