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Yenileme Siiregleri ve integral Denklemler

Halil AYDOGDU', Cemal ATAKAN'

Ozet: Bu calismada, ¢dziim fonksiyonu bir yenileme siirecinin ortalama deger fonksiyonuna
bagli olan integral denklemleri Gzerinde durulmaktadir. Bir yenileme surecinin varyans
fonksiyonu igin bir integral denklem elde edilir. Bu integral denklem yardimiyla
tanimlanan fonksiyonlar dizisinin varyans fonksiyonuna monoton yakinsamasina bagl
olarak varyans fonksiyonu i¢in bazi sinir fonksiyonlari verilir.

Anahtar Kelimeler: Yenileme siireci, yenileme fonksiyonu, varyans fonksiyonu,
yenileme denklemi

Renewal Processes and Integral Equations

Abstract: In this study, integral equations are considered such that their solution functions
are dependent on the mean value function of a renewal process. Then, an integral
equation is given for the variance function of the process. Depending on the
monotone convergence of the obtained sequence of the functions with the help of this
integral equation, some bounds are found for the variance function of the process.
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1. GIRIS

Bir yenileme sireci, olaylar (yenilemeler) arasi gegen zaman sureleri pozitif degerli,
bagimsiz ve ayni F dagihm fonksiyonuna sahip X, , X, ,... rasgele degiskenleri tizerine kurulu bir
sayma sirecidir; yani, S; =0,S, =X, +...+X,,n=1 ve t anina kadar yapilan yenilemelerin
sayisi N(t) =maks{n:S, <t} rasgele degiskeni olmak lizere {N(¢),t =0} stokastik siirecidir. X,
rasgele degiskeni (n-1).nci yenileme yapildiktan sonra n.nci yenileme yapilincaya kadar gegen

zaman siresini temsil eder.
{N(t),t 20} yenileme sireci ile ilgili iki 6nemli fonksiyon,
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M(t)=E(N(t)) :iP(Sn <t) :iF"D(z) , 120 (1)

surecin ortalama deger fonksiyonu (yenileme fonksiyonu) ve
Vt)= E(Nz(t)) —Mz(t) =M@)(1-M@)+2MUM(¢t) , t=20 2)

siirecin varyans fonksiyonudur. Burada [ Stieltjes konvoliisyon islemini géstermek-tedir ve F"", F
dagihm fonksiyonunun kendi kendisiyle olan n kez Stieltjes konvollisyonudur [1].

M yenileme fonksiyonu sagdan surekli ve azalmayandir. M (o0) = oo olmasi diginda dagilim
fonksiyonu Ozelliklerine sahiptir. Fakat, V varyans fonksiyonu iki azalmayan fonksiyonun farki
olarak ifade edildiginden azalmayan bir fonksiyon olmak zorunda degildir. Ayrica V higbir zaman
azalan bir fonksiyon olamaz.

A bilinmeyen bir fonksiyon ve F dagilim fonksiyonu ile bir a fonksiyonu bilinmek (izere

A0y =a(t)+[ At - x)dF(x) , 120 3)

integral denklemini g6ézoniine alalim. Bu integral denklemin ¢ézimi M yenileme fonksiyonuna
baglidir. Bu nedenle (3) tipindeki bir integral denklem yenileme denklemi olarak adlandirilir.
Gergekte, a sinirh bir fonksiyon iken (3) yenileme denkleminin sonlu araliklar tGzerinde sinirh bir ve

yalniz bir A ¢6zUmu vardir ve bu ¢é6zim olan fonksiyon
t

A0y =a(t)+[ a(t=x)dM(x) , 120 )

0
ile verilir [2].
F dagihm fonksiyonu bir f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise (3) yenileme denklemi

At) =a(t)+ jf(t -x)A(x)dx , t=0

integral denklemine donlsur. Bu denklem literatirde konvollsyon c¢ekirdekli lineer ikinci gesit
Volterra integral denklemi olarak bilinir [3].

Birinci yenileme yapilincaya kadar gegen zaman siresi olan X, rasgele degiskeni
Uzerinden kosullandirma ile
M(t) = E(N(1))
= EEE(N(®]X,)]

= TE(N(t)|X1 = x)dF (x)

olur.
E(N(t)|X ) E(1+N({—-x)), x<t 5)
=x)=
: 0 , x>t
oldugundan M yenileme fonksiyonu igin
M) = F(t)+ [M(t=x)dF (x) , t20 (6)
0

yenileme denklemi bulunur [2].
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M yenileme fonksiyonu dizgun, Ustel, iki parametreli Ustel, hiper Ustel ve sekil parametresi
dogal sayi olan gamma gibi bazi 6zel dagihmlar icin (1) ya da (6) denkleminden analitik olarak elde
edilebilir. Ornegin, F dagihim fonksiyonu @ = j,jON ve A >0 parametreli gamma dagilim

fonksiyonu ise (6) integral denkleminin ¢6zimu

_At -t L m;t
M(t)=—+e ZCie’ , t20
J i=l

dir [4]. Burada m,,...,m, ler m’ =A’ =0 denkleminin kékleri ve 1<i< j olmak izere c, ler

J

de*M@)| _ 0. 4 ("M (1)

b d[ . PEEETY dtj_l -

Bu ¢alismada bir yenileme slrecinin varyans fonksiyonu igin bir integral denklem elde edilir.

Bu integral denklem yardimiyla tanimlanan fonksiyonlar dizisinin varyans fonksiyonuna monoton
yakinsamasina bagli olarak varyans fonksiyonu igin bazi sinir fonksiyonlari verilir.

e M(t) =0 sartlarini saglayan sabitlerdir.

=0
t=0

2. VARYANS FONKSIYONU iCiN BIR INTEGRAL DENKLEM
Birinci yenileme yapilincaya kadar gegen zaman siresi olan X, rasgele degiskeni
Uzerinden kosullandirma ile

V()= E(N(t) - M)

= I E[(N(t)-M (1))’ |X, = x]dF (x)

=M*(t)- 2M(t)T E(N(1)| X, = x)dF(x)+ TE(NZ (1) X, = x)dF (x)
olur.

E(N*(1)|X, =x) = (7)

E(1+N(t-x))° , x<t
0 , x>t

dir. Bu durumda (5), (6) ve (7) ifadelerinin kullaniimasiyla

t
V()= M(t)-M>(t)+ M OF (1) + j E(N*(t - x))dF (x)
0
bulunur. Yukaridaki integralin igine Mz(t — X) in eklenip gikariimasiyla V varyans fonksiyonu igin
Vi)=M@)+M OF(t)-M?*()+M*> OF (t) + j V(t-x)dF(x) , t=0(8)
0

integral denklemi elde edilir.
(8) integral denklemi bir yenileme denklemidir. Bundan dolayi bu integral denklemin sonlu
araliklar Gzerinde bir tek ¢dézimid vardir ve bu ¢6zim olan fonksiyon asagida verilir. (4)de

AR =V() ve a(t)=M@)+MOF({)-M*()+M* OF() alinarak, [ Stielties konvoliisyon
isleminin bazi matematiksel Ozelliklerinin ve (6) dan M (¢) = F(¢)+ M UF(¢) oldugunun
g6zonlne alinmasiyla
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Vi)y=M@)+MOF(t)-M*()+M> OF () + M OM (t) + M OM OF (¢)
-M OM?*(¢)+ M OM* OF(t)
=M(t)-M*@)+2M OF (¢) + 2M OM OF (¢)
=M@)(1-M (1)) +2M OM (1)

dir. Boylelikle, V varyans fonksiyonunun (2) ifadesine (8) integral denkleminin ¢ézimiyle de
ulasiimis olur.

V varyans fonksiyonu ic¢in (8) integral denklemini ele alalim. F mutlak sdrekli bir dagihm
fonksiyonu olsun. ¥, herhangi bir fonksiyon olmak lizere V., fonksiyonu

Voa()=M@)+M OF(t)—M*(t)+ M* OF (¢) +ij (t-x)dF(x) , k=12,...  (9)

ile tanimlansin. Bu durumda Xie'nin [5] (3) tipindeki bir yenileme denklemiyle ilgili olarak verdigi

Her t<T igin V,(t) S (V' (t)=>Her k=21ve t<T icin V, (t) < (V' (¢) (10)
dir. Burada T sonsuz olabilir. Ayrica, ¥, sinirli bir fonksiyon olmak lizere F'(¢) <1 olacak sekildeki
her t igin V, noktasal olarak V varyans fonksiyonuna yakinsar. Her ¢<T7T igin
Vi(t) < (2)V,(t) ise V, nin Vye yakinsakligi monotondur, yani her k 21 ve her ¢t < T igin
V(D) SV,()=V,(0) SV, (1) S..SV (1) SV, () .. V(D) (11)
ve
V(1) 2V, () =V, () 2V, (1) 2.2V, (1) 2V, (1) 2.2 V(). (12)
3. VARYANS FONKSIYONU iGiN BAZI SINIRLAR
V varyans fonksiyonu igin (2)'de verilen
V)y=M@)1-M@)+2M UM ((t) , t=20
ifadesini gb6zdnlne alalim. M pozitif degerli ve azalmayan bir fonksiyon olup
0 < M OM (t) £ M*(t) olacagindan varyans fonksiyonu igin
M@ -M>*(O)SV)SM@)+M*(t) , t=0 (13)
esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikten gorildigu gibi V(¢) M) nin M*(tf) komsulu-gunda
bulunmaktadir. Yenilemeler arasi gegen zaman surelerinin 4 ortalamasina gore kuguk t degerleri

icin M? fonksiyonu kiguk bir deger alacagindan M ile V fonksiyonlari birbirlerine yakin degerler
alabileceklerdir.

(9yda V,(t) = M(t) — M*(¢) alalim.
V,(6) = M(t) + MOF () - M () + M?OF (¢) + [ [ M1 = x) = M? (¢ = x)|dF (x)

= M(t) - M*(¢) +2 MUOF(¢)
= M(1) = M*(1) +2(M(1) - F (1))
dir. (13) den V,(t) < V(¢) olup (10) dan V,(t) <V(¢) olacaktir. F'(t) < M (¢) oldugundan
M) — M (t)+2M(t) — F(t)) = M(f) - M’ () dir. Béylece V(1) igin M(#)(1—M())+2M(E)—F(?)) alt siniri

(13)’de verilen alt sinirdan daha iyidir. Ayrica bu sekilde devam edecek olursak, (k+1).nci adimda
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k
Vi () = M(6)(1 = M () +2(M OY_ F*)(2)
i=1
fonksiyonu bulunur. V icin bu fonksiyon, (11) ifadesinin gézdnune alinmasiyla daha &nceki
adimlarda bir dncekine gére daha iyi bir sinir olarak elde edilen alt sinirlardan daha iyi bir alt
sinirdir. Bu durum ayni zamanda M fonksiyonunun (1)’de verilen konvollisyon serisi ifadesinin V
fonksiyonunun (2) ifadesinde kullanilmasiyla da goéralar.
Her t =0 igin 0SS M UOF(¢t) < M(t)F(t) oldugundan M yenileme fonksiyonu igin (6)
yenileme denkleminin kullaniimasiyla
F(1)
1-F()
esitsizligi elde edilir. Bu durumda F dagihm fonksiyonuna bagh olarak V varyans fonksiyonu igin,
(13) ve yukaridaki esitsizligin gézoéniine alinmasiyla

F(1) F(1)
FO)|l-—— SV S~ , 120
[ (1-F () j (1-F@®)

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizligin alt siniri genelde kullanigh degildir. Ozellikle, F dagiliminin

F(t)< M(t) < t=0

3-45 .nci kantilinden buyuk veya esit tim t degerleri icin anlamsizdir.
2

Teorem 1. Her ¢ = 0 igin:

() FOM> +2M)t) S M* )=V () S M(©¢).

(i) FOM?> +2M)t) 2 M*()=>V () = M(2).

ispat (i). Kisim 2 den, V varyans fonksiyonu igin (8) integral denkleminin ¢éziimii olan fonksiyon,
a(t) =M )+ M OF(t) - M*(t)+ M* OF(t) olmak tizere

t
V()= a(t) + j a(t =x)dM(x) , t20
0
dir. Her £ >0 igin F[{M”> +2M)(t) <M (t) oldugundan a(t) < F(¢) olur. Bu durumda

V(t)=a(t)+ ja(t - x)dM (x)

<F(1)+ jF(t ~ x)dM (x)

=M(1)
bulunur. Bdylelikle (i)nin ispati tamamlanir. Ayrica, yukaridaki esitsizliklerin yon degistirmesiyle
(iiyde verilen ifade elde edilir.
{N(t),t =0} yenileme siireci A oranh bir Poisson siireci olsun. Bu siireg icin
M@t)=At ,t=20
ve

Viey=At , t=20
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dir 2. F(£)=1—e™ ,t20 olup her =0 igin FO(M?> +2M)(t)=M*(f) oldugu kolaylikla

gosterilir. Bu durumda Teorem 1 den, bilinen V(¢) = At , ¢t =0 ifadesine tekrar ulagilir.
Teorem 2.
(i) ¢ =1 olmak tizere her ¢t < T igin
M(#) < CTHF(t) = V(1)< M(t)(c- M(1)).
(ii) ¢ pozitif bir sabit olmak Uzere her ¢ < T igin
M(t) 2 CTHF(t) =V (t)2 M(1)c - M(1)).
(i) ¢ pozitif bir sabit olmak lizere her ¢ < T igin
M(t) < %F(z) +§F(r) V() <c- M (7).
ispat (i). V(1) = M(t)(c~ M(1)) alalm.
V, (1) = M(r) + MOF (1) = M*(¢t) + M>0F (1) + j M(t = x)(c = M(t - x))dF (x)
0
=cM(t) - M*(t) +2M(t) — (c+ D) F ().
Her t < T igin M(t) < CTHF(t) oldugundan 2M(t) < (¢ +1)F(t) olup
V,(t) S cM(t)—M*(t)
=V
dir. Bu durumda (12) den her ¢t < T igin V' (¢) < M(t)(c - M(t)) elde edilir. Bdylece (i)'nin ispati

tamamlanir. Ayrica (ii) de yukaridaki esitsizliklerin yon degistirmesiyle kolayca ispatlanir.
(iii). V,(t) =c—M?(¢) olsun. Her t < T igin

V,t)=M@)+M OF@)-M*(t)+M*> OF (t) + le (t — x)dF (x)

=2M(t) - F(t)+cF(t)-M*(t)

S F(t)+cF(t)—F(t)+cF(t) - M*(t)

=c-M?*)

=h@)
bulunur. Bdylece (12)'den ispat tamamlanir.

c+1 d+1
Her ¢t < T igin TF(t) SM()< TF(t) olacak bigimde c ve d sabitleri varsa Teorem 2
(i) ve (iiyden her ¢t < T igin
M(0)c-M@) <V ()< M(0)(d - M)

dir. Dikkat edilirse Teorem 2'nin (i) sikkinda ¢ <1 olmak lizere M(¢) ZCTHF(t) sarti her t =20
icin saglanmaktadir. Ozel olarak c=1 alinirsa daha o6nce elde edilen her =0 igin
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V(t)= M(t)- M*(t) esitsizligine tekrar ulasilir. Ayrica Teorem 2'nin (i) sikkinin ispatini gdzéniine
aldigimizda V,(6)= M(t)c—M(0)) ve Vy(t)=(c+MO)~(c+)F)-M ()  olmak iizere (iydeki
hipotez altinda V,(@)<V,(t) dir. (12yden V(1) <V, (¢) <V (¢) oldugundan
(c+2)M(t) —(c+1)F(t)— M(¢) st sinir ZM(t)(c—]M(t)) ust sinirindan daha iyidir. Benzer olarak
(ii) sikkinda da ayni seyler gegerlidir. (12)'den dolayr 2 M(t) +(c —1)F(t) — M*(t) fonksiyonu V(t)
icin (iii)’de verilen c—Mz(t) sinirindan daha iyidir. Ozel olarak ¢ =1 alnirsa, her t < T igin
M(t)<1/2 ise V(t) < 2M(t)- Mz(t) dir. Gergekte, (11) ve (12) ifadelerinin yardimiyla her defasinda
daha iyi bir sinir elde edilebilir. Fakat, bu sinirlar iyilestikge karmasiklagsmaktadirlar.
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