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Binom Katsayilari Kullanarak Tek Merkezli Overlap,
Potansiyel Enerji ve Kinetik Enerji integrallerinin Slater-Tipi
Orbitaller Uzerinden Hesaplanmasi

Ayhan OZMEN', Yusuf YAKARZ, M.Ozgiir SEZER', Ulfet ATAV', Hiiseyin YUKSEL'

Ozet: Slater tipi orbitaller kullanilarak tek-merkez overlap, potansiyel enerji ve kinetik enerji
integralleri binom katsayilari cinsinden analitik ifadeler olarak elde edilmistir. Bu
Integraller farkli kuantum sayilari ve farkli perdeleme sabitleri icin  hesaplanmis,
hesaplarda merkezi iglem birimi (CPU) zamanlarinin faktdriyelli ifadelere gére kiigiik
oldugu tespit edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Slater tipi orbitaller, overlap integralleri, kinetik ve potansiyel enerji
integralleri.

Calculation of One-Center Overlap, Potential Energy and
Kinetic Energy Integrals by Using Binomial Coefficients
Over Slater-Type Orbitals

Abstract: Analytical expressions of one-center overlap, potential energy and kinetic energy
integrals have been evaluated in terms of binomial coefficients by using Slater-type
orbitals. The Integrals have been calculated for different quantum numbers and
shielding constants. Central Processing Unit (CPU) times have been found better than
the integrals given with factorials.

Key Words: Slater-type orbitals, overlap integrals, kinetic and potential enerji
integrals.

Giris

Hartree-Fock yéntemiyle atom ve molekiillerin fiziksel ézelliklerinin incelenmesi icin elde
edilen analitik ifadelerde cok merkezli integrallerle kargilasiimaktadir[1-4]. Bu integrallerin hemen
hemen hepsi overlap integralleri cinsinden ifade edilmis ve overlap integrallerinin hassas ve hizli
bir ~sekilde hesaplanabilmesi igin gesitli y6ntemler gelistirmistir[5-10].  Hartree-Fock
denklemlerinden gelen gok merkezli integrallerin hesaplanmasi, molekiillerin kuantum mekaniksel

incelenmesinde en zor ¢6ziilebilen problemlerden birisidir. Bu integrallerin hassas olarak ve hizli
bir sekilde hesaplanmasi 6nemini korumaktadir.

1 Selcuk U_r_liversitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fizik Béllimti, Konya
Sakarya Universitesi Fen- Edebiyat Fakiiltesi Fizik Bélimii, Sakarya
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Bu tip integrallerin analitik ifadelerinin faktoriyeller yerine binom katsayilari cinsinden ifade
edilmesi, binom katsayilarinin bilgisayar hafizasinda tutulabilmesi agisindan Onemlidir. Cok
merkezli integrallerin en basiti olan tek-merkezli integrallerin ab-initio hesaplamalarinda cok sayida
ortaya cikmasi bu integrallerin ¢ok hizli ve hassas bir sekilde hesaplanmasini énemli hale
getirmektedir.

Materyal ve Metod

Ab-initio hesaplarinda gesitli baz fonksiyonlari kullanilabilmekte ve ¢ok merkezli integrallerin
hesaplanmasinda gosterdigi  kolayliklar nedeniyle de c¢ogu =zaman Gauss orbitalleri
kullanilmaktadir. Gauss orbitalleri ¢ekirdege yakin bdlgelerde ko6t davranis sergilediginden
gercek dalga fonksiyonu 6zelligi géstermezler. Cekirdege yakin ve ¢ok uzak bélgelerde gercek
dalga fonksiyonu 6zelligi géstermesi bakimindan 6zellikle atomlarin ve kigiik lineer molekiillerin
fiziksel ozelliklerinin belirlenmesinde Slater Tipi Orbitaller (STO) tercih edilmektedir. Normalize
Slater tipi orbitaller

an‘m(C’ req)) = %rn—l eXp C_:r fm(eq) (1)

ile verilir. Burada { perdeleme sabiti, n ¢ m ise kuantum sayilandir. Y, (06¢) Condon-Shortley
fazinda[11] tanlmlanan normalize kompleks kiiresel harmonikler olup,

(Gfp)—f /|m|(COSQ)eXP(|m¢) (2)
bicimindedir ve
T T @] ¥ 00 SN0 = 6,5, @)

00

ortonormallik sartint saglarlar. Pfiml (cosB), normalize assosiye Legendre polinomudur ve

1 [2041( ¢’ oy A
P(|ml (X) - 2[ 0 ) ﬂ, + m I (1 =X ) 4| (X _1) (4)
dx

seklinde ifade edilir[12]. Formiilde x=cosf dir. Kuantum mekaniginin beklenen degerle ilgili

postilasina gore, atom ya da molekilin bir fiziksel F gozlenebilirine karsilik gelen operatér F
olmak tzere, bu gézlenebilirin beklenen degeri

F>:J‘B(4nfm(cvre¢]* [E Xn’['m'(c,ire¢)df (5)

ile verilir. Burada IS, atom ya da molekiliin F gézlenebilirine karsilik gelen operatérdr.
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Overlap integrali

Denklem (5) igindeki F operatdri birim operatér olursa integral overlap integrali olur ve

Sm"m mn'r'm’ (g ’ é/ /) = J. [anm (C » r9¢)] ) Xn’[’m' (é/ ,7 rQQ)) dT (6)

seklinde verilir. Denklem (1) ve (3) yardimiyla Denk.(6) overlap integrali, binom katsayilari
cinsinden

n+1/2 172
(2C) (2C ) '\/F:Zn’(n + nl)/F +n’(2n) 8[[’ 8mm' ()

Snc’mn'f’m’( s ,): ’ n
it (et SISk

biciminde yazilabilir. Burada N=n-+n"+1 dir ve F (k) tipindeki gosterimler binom katsayilaridir.

Potansiyel Enerji integrali

F operatéru yerine _E alinirsa Denk.(5) ile verilen integral potansiyel enerji integrali olur
r

ve
’ # Z ’
an.m.n’f’m' (C g ) = J-[anm (é,’ r9¢)] (— ?j Xn’[’m' (C ’ I'GG)) drt (8)

biciminde yazilir. Denklem (1) ve (3) den Denk.(8) ifadesi

(2C)“+1/2 (2C1)n'+l/’l JF

(n+n")(C+ )" A(n+n")/F,

me: n‘[’m’((‘;’ (;,) =-Z n+n’ (2“) 6({’611\111’ (9)

seklinde binom katsayilari cinsinden elde edilir.
Kinetik Enerji integrali

F operatoru yerine —%Vz alinirsa Denk.(5) ile verilen integral kinetik enerji integrali olur

ve
5

Tnf,m,n’f’m’ (é’ H g ,) = J.[an.’m (g’ r9¢)] ' (_ ? ]Xn'/."m’ (g,’ r9¢) dt » (1 O)

seklinde verilir. Denklem (10) ile verilen kinetik enerji integrali biraz daha sade bigcimde Denk.(6)
ile verilen overlap integrali cinsinden

, _1 v , 2n, 1/2 ,

Tm‘m,n'(’m’(q’c ) = _E(C ) {Snfm,n'l'm’(tﬁc )_ 2 (mj Snﬂm,n’—u’m’(gc )

(11)

4" +£)n =2 -1)

Jan’(2n’—1)(2n"-2)(2n"-3)

Sn{m,n’—2 ‘m’ (C’ C,)}

biciminde yazilabilir.
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Sonuglar ve Tartisma

Farkli ya da ayni merkezli iki STO ¢arpiminin tum uzay tzerinden integrali olan overlap
integralinin farkh kuantum sayilari ve farkli perdeleme sabitleri igin hizli ve hassas bir sekilde
hesaplanmasinin énemi analitik ifadelerden acik olarak gériilmektedir. Kiigiik kuantum sayilari ve
birbirine yakin perdeleme sabitleri igin bilgisayarda hesaplanan Denk.(6) ile verilen overlap
integrali hesaplama hizi oldukea yiiksektir. Ancak biiyiik kuantum sayilarina dogru gidildikce ve
perdeleme sabitleri arasindaki fark biiyiidiikge bilgisayar hesaplama hizi diismektedir, yani cpu
zamani buyumektedir. Bunun nedeni overlap, potansiyel enerji ve kinetik enerji integrallerinin
analitik ifadelerinde bulunan faktdriyelli terimlerdir. Bu terimler, bilyiik kuantum sayilarina dogru
gidildikge bilgisayar hafizasinda daha gok yer tutmakta ve bilgisayarin islem hizini diistirmektedir.
Bu calismada faktériyelli ifadeler binom katsayilarina dénisturiilmiis, tek-merkezli integraller
binom katsayilari cinsinden ifade edilmis ve bilgisayarla hesaplanmistir.

Tek-merkezli integraller icin elde edilen analitik ifadelerin hesaplamalari, Pentium 111-933
MHz lik bir PC de Lahey Fortran 77 programlama dili kullanilarak sonuglandiriimistir. Analitik
ifadeler icinde gegen faktoriyelli terimlerin binom katsayilarina dénistiiriilmesi hesaplamalarin
daha giivenilir ve daha hizli olmasini saglamistir. Rasgele segilmis kuantum sayilari ve perdeleme
sabitleri igin overlap, potansiyel enerji ve kinetik enerji integrallerinin atomik birimlerde hesaplanan
degerleri ve islem hizlari sirasiyla Tablo 1, Tablo 2 ve Tablo 3 de verilmistir. Shmprm (6.8,

Vimmem (6,8 ve Tommmem (6,€)  hesaplama  sonuglan faktériyelli ve binom katsayili

hesaplamalar igin ondalik noktadan sonra 15 basamakli ve ayni degerli olarak elde edilmis,
tablolar ise 10 basamakli olarak ve parantez iginde Ustelli kisim belirtilerek verilmistir. Tablolarda
verilen t; zamanlari binom katsayili hesaplamalarda, t, ise faktériyelli hesaplamalarda Olgtlen
ortalama cpu zamanlaridir. Tablolarda belirgin olarak gérildiigii gibi bilyiik kuantum sayilarinda
faktoriyelli hesaplamalar binom katsayili hesaplamalara gére uzun zaman almaktadir. Bunun
nedeni binom katsayilarinin bilgisayar hafizasina bir defa yiiklenmesi ve herhangi bir islem
yapiimadan gerekli yerlerde kullaniimasindandir. Halbuki faktériyelli ifadeler kullanildigi zaman
her kuantum sayisi igin faktériyel hesabi yapilmakta ve bu da islem hizini diistirmektedir. Ayrica
binom katsayilar kullanilarak elde edilen ifadeler tek bir binom katsayisi cinsinden ifade edilmis
ve bu deger sadece bir kez hesaplandigi icin islem hizini artirmistir. Ayni mantik cok merkezli
integrallere de uygulanabilir. Ozellikle molekiiler hesaplamalarda ¢ok fazla sayida integrallerle
karsilasildigr igin binom katsayilari kullanilarak yapilacak hesaplamalar 6nemli bir islem hizi artis|
saglayacaktir.

Tablo 1. Keyfi kuantum sayilari ve perdeleme sabitleri igin overlap integralleri ve CPU

zamanlari
n l m C n’ r m’ C, Sn/.m,n’f’m’ (C CI) fakpied t2hs)
2 1 0 0.2 2 1 0 12.2 0.1015117040(-2) 1.69 1.69
3 2 0 14.2 3 2 0 30.2 0.61455772840(0) 1.69 2.07
8 5 3 0.2 8 5 3 2.2 0.4200167086(-4) 2.07 2.38
15 8 3 1.5 15 8 3 14.5 0.8124125779(0) 1.76 2.76
25 20 15 0.5 25 20 15 1.5 0.6517217522(-3) 2.07 3.77
30 15 10 247 30 15 10 69.7 0.3849416377(-3) 2.07 4.14
45 30 10 232 45 30 10 407 0.2880052770(-1) 1.76 5.53
55 30 22 0.1 55 30 2 021 0.3335391435(-5) 2.17 6.18

" Parantezler istelli carpanlari, t; ve t; de sirasiyla binom katsayili ve faktoriyelli ifade
icin CPU zamanini géstermektedir.
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Tablo 2. Keyfi kuantum sayilari ve perdeleme sabitleri icin potansiyel enerji integralleri ve
CPU zamanlari* . Z=29.

. m Coon 0 m C Vemwew @E) tins)  tus)
2 1 0 6 2 1 0 3.5 - -5.7562785368(+1) 2.07 2.07
3 2 0 42.5 3 2 0 15.5 £1.1923697636(+2) 2.07 2.07

11 8 5 205 11 8 5 53 --4.1096423996(+1) 2.45 2.76
20 15 10 55 20 15 10 45 °".1.3778577100(-7) 2.39 3.45
30 15 10 285 30 15 10 365 -1.9723122886(+1) 2.39 3.83

45 30 25 387 45 30 25 415 -2.1776236887(+1) 2.45 4.83
56 30 22 3 56 30 22 6.5 -7.6323658676(-4) 2.39 5,63

* Parantezler Ustelli carpanlari, t; ve t, de sirasiyla binom katsayili ve faktériyelli ifade
icin CPU zamanini g6stermektedir.

Tablo 3. Keyfi kuantum sayilari ve perdeleme sabitleri icin kinetik enerji integralleri ve cpu

zamanlari *,
n 4 m C n’ ¢ m ¢ Tn[m,n’[’m’ (N ti(us)  ta(us)
1 0 21.5 1 0 48.0 3.1263538587(+2) 4.46 4.84
2 0 4.5 3 2 0 11.5 8.4901726002(0) 4.15 4.84
11 8 5 20.0 11 8 5 43.0 4.5480078208(+1) 4.52 6.53
20 15 10 47.0 20 15 10 5:56 7.0123860000(-9) 4.46 8.60
30 15 10 52.0 30 15 10 335 2.6517169928(-1) 4.15 10.30
45 30 25 1.5 45 30 25 2.0 4.8308983931(+1) 4.46 13.82
55 30 22 7.0 55 30 22 15.0 4.0332611263(-3) 4.46 15.89

* Parantezler Ustelli carpanlari, t; ve t, de siraslyla binom katsayili ve faktoriyelli ifade
icin CPU zamanini gdstermektedir
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