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Asimptotik Kararli Otonom Adi Diferensiyel Denklemlerin
Cozimlerinin Kararhhigi Uzerine®
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Ozet: Bu derleme galismasinda, bir otonom adi diferensiyel denklemin asimptotik kararli
¢6zUmindn devami igin baslangi¢c degerindeki sinirlamayi veren kavramlar tartigiimigtir.
Bunun icin Lyapunov anlaminda kararlilik dikkate alinarak kararlilik kalitesini belirten
K(A) parametresi yardimiyla global anlamda asimptotik kararlilik icin bir rnek

Uzerinde ¢6zimUn ¢ekim bdlgesi alt siniri, kuadratik Lyapunov fonksiyonlari kullanilarak
hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Otonom adi diferensiyel denklem, Lyapunov kararlilik, ¢ekim
bolgesi

On the Asymptotic Stability of Solutions of the Autonomous
Ordinary Differential Equations

Abstract: In this study review, the concepts which give the confinement at initial
condition for the continuation of the asymptotic stable solution of autonomous ordinary
differential equation were discussed. To do this, on a example, by considering stability in
the Lyapunov sense and with the help of the K(A) parameter-which indicates the
quality of stability- the lower boundary of the solution’s attraction region for asymptotic
stability in global sense was calculated by using quadratic Lyapunov functions.

Key Words: Autonomous ordinary differential equations, Lyapunov stability, The region
of attraction

Giris

Bir elementin zamana bagll olarak kimyasal bozunmasi, yine bir popullasyondaki birey
sayisinin zamana gore av—avci iliskisine dayall degisimi ya da ayni sekilde bir bakteri kolonisinin
zamana gore degisim modelleri gibi diferensiyel denklemlerin genellikle fiziksel bir sireci
modelledigi bilinmektedir. Diger yandan bir fenomeni karsilayan modelin tutarlihgi ise kurulan
denklemin kendisi oldugu kadar baslangi¢ degerlerindeki dlgimlerin gtvenirliligi ile de alakahdir.
Bu nedenle bir anlamda baslangi¢ degerindeki kiicUk degisimlere kurulan modelin verecegi tepki
ile bu degisimler sonucu yapilan 6lgiimler arasindaki fark, modelin tutarlihgini ortaya koyan bir
kriter olacaktir. Bu dogrultuda kararllik teorisine, bir diferensiyel denklemin veya sistemin,
baslangi¢ verilerindeki kiiclk degdisimleri sonucu olugan ¢ézimlerin egdilimlerine dénuk yapilan
calismalarin batlinG gbziyle bakilabilir.

Materyal ve Metot

Oncelikle ¢dziimiin karakteri ile ilgili olarak kararllik tanimlarina deginelim.

G ={(t,x):|t—t,| < a,]x— x| < b}

bélgesinde taniml ve sirekli, bu bdlgede x' e gbre Lipschitz kosulunu saglayan bir f fonksiyonu
icin

* Bu Derleme Yiiksek Lisans tezinden elde edilmistir.
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dx
E - f(t’ )C)
x(t,) = x,

(1)

Cauchy problemi verilsin.

Tanim 1: Her £>0’ a karsilik (1) in herhangi bir X (¢)=x(z,7,,%,) ¢6zimi igin
%, —x,| <& oldugunda her r>1, igin H)T(t)—x(t)HSS olacak sekilde bir d=J(&)>0
sayisi mevcut ise, x(t) ¢6zUmuUne kararlidir denir [1].

Tanim 2: Eger (1)’ in x(t) ¢6zimui kararh ve ||)_c0 —x0|| <0 icin
fim [<(1)-x(1)|=0

kosulunu saglayacak sekilde bir 0 >0 sayisi varsa, (1)’ in x(t) ¢6zlmine asimptotik kararlidir
denir [1].

Tanim 3: (1)’ in x(t) ¢6zimi kararh degilse bu ¢ézime kararsizdir denir [1].

‘b;(;) _ ax(1)
x(to) =%

(2)
lineer sistemini g6z 6énline alalim. Bdyle bir sistemin ¢6zUmini bulmak her zaman kolay degildir.
Ancak asikar ¢6zimiin varligi hemen gdze ¢arpmaktadir. Bu nedenle ¢ nin artan degerlerinde bu
¢6zUman ne gibi bir egilime sahip olacagi dolayisiyla ¢ézimin karakterinin ne olacag: gindeme
gelmektedir. Bu konuyla ilgili gerekli bazi kavramlara [2] de yer verilmis olup burada [3]
tarafindan belirtilen asimptotik kararliigin sifira yaklasma hizi hakkinda bize bilgi verecek olan
asimptotik kararliigin kalitesi ya da asimptotik kararlihigin sart sayisi tanimi verilerek bir érnek
Uzerinde ¢6zUm icin bir yaklasim ortaya konulacaktir.

Tanim 4: Eger verilen bir A matrisi icin A"H + HA+ 1 =0 Lyapunov matris denkleminin

pozitif tamimh bir H = H" >0 ¢ézimi varsa bu takdirde x(A)=2 ||A|| ||H|| degerine (2)

sisteminin ve dolayisiyla A matrisinin asimptotik kararlihiginin kalitesi veya asimptotik
kararlihiginin gart sayisi denir. Béyle bir H matrisi yoksa k(A) = oo kabul edilir [3].

Bu parametrenin blyik oldugu sistemlerde giris verilerindeki kiicik degisikliklerin parametrenin
kiglk oldugu sistemlere gére sistemin kararlihdini daha fazla olumsuz yénde etkileyecegini
sdyleyebiliriz.

Simdi ¢ekilen vektér ve ¢ekim boélgesi kavramlarina deginelim.

dy
== Ay+
a0 ()

y(0)=0
otonom sisteminin Cauchy problemini ele alalim.
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Tamim 5: Eger y(r), £ 20 vektdri (3) sisteminin bir ¢dzimi ve 1 — oo igin ||y(t)|| -0
ise bu takdirde y, vektorine “0” asikar ¢6zimu tarafindan gekilen vektdr denir [4].

Tanim 6: “0” asikar ¢6zUmuU tarafindan cekilen vektdrlerin kimesine asikar ¢ézimiin
cekim bélgesi denir [4].
Bir otonom sistemin r(O) =0 ise her zaman “0” asikar ¢dzUmi var oldugundan, (3) sisteminde

eger A asimptotik kararli ise ¢6zimin daima bir ¢ekim bélgesi vardir.
Simdi ispati [4] tarafindan verilen asagidaki teorem ile lineer olmayan bir otonom sistemin ¢ekim
bdlgesi i¢in bir yaklagim sunacagiz.

Teorem 3: A asimptotik kararl bir katsayr matrisi olmak izere (3) lineer olmayan otonom
diferensiyel denklemler sistemi ve ay verilen pozitif sayilar olmak

azere |- (v)] < [lal [y

esitsizligi verilsin. Bu durumda (3) sisteminin sifir ¢6zUmandn cekim
R Y
bOIgeSl Hy(O)H < 7/0 = W
K(A)) @

acik kiresini kapsar. Ayrica, eger Hy(O)HS 70, (0<d<1) ise bu taktirde tim 7>0

fe(a)
icin Hy (I)H < %e ) Hy (O)H

yaklasimini elde ederiz [4].
Simdi bu teoremi bir 6rnek problem Gzerinde uygulayalim.
Ornek:

-1 2 i
dz _ oy le%nzl , 120
dt 0 —-1)\z Z,81n z,

otonom diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin bir otonom sistem oldugu agiktir.
Dolayisiyla burada yukaridaki teorem yardimiyla z(0)=0 asimptotik kararli ¢6zima igin
¢6ziman ¢ekim bdlgesini ve bazi ek sartlar altinda z(t) ¢6z0ma icin bir yaklasim vermeye
calisacagiz.

-1 2
Teoremi adim adim uygularsak éncelikle, (3) sistemine paralel olarak A =[ 0 J ve

z,8in z
r(z =( ! . 1j'dir. A matrisinin asimptotik kararli bir katsay! matrisi oldugu asikardir.
Z, 81N Z,

Ayrica analizden iyi bilinen,
Sin z < |z| esitsizliginden hareketle z,sinz, <z, (i=1, 2) ve dolayisiyla ||r(z)|| < ||Z||2 olur.
Buradan gerekli & ve ¥ sayilarini tespit edelim.
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1 +
[ () <<l =||Allm||zlll 1
seklinde dustnlrsek, =1 ve y = ||A|| olarak buluruz.
MVC programinin [5,6] QaStab fonksiyonu yardimiyla K'(A) ve ||A|| degerlerini de
K(A) =8,24264
4] =2.41421

seklinde buluruz. Bu durumda sistemin sifir ¢ézimuntin ¢ekim bdélgesi igin

v _ |4
" pee k0 (4)

= |z(0)] <ﬂ =0,03553
K’ (A)
sinirlamasi seklinde bir baslangic degeri belirlemeliyiz. Ayrica eder 0<d <1 olmak Uzere
1
o= E alip bir baslangi¢ degeri belirlersek bu durumda z(t) ¢6zUma icin bir yaklasimi

2,41421

H— 824264 ‘mu (
1-0,5

o< 3

seklinde elde ederiz.

0)] < 0.20401¢72%"

Sonugclar

Bu calismada 6zellikle dis kuvvesiz gelisen bir fiziksel siire¢te karsilastigimiz otonom
adi diferensiyel denklem sistemi icin uygun tanim ve teoremler 1siginda global anlamda asimtotik
kararhhd sirdirmek icin baslangi¢c degerlerinin olmasi gerektigi araligi ¢ekim bdlgesi kavrami
adi altinda tartistik.
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