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k — Mertebeli Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Matrislerinin

Garpimlarinin Spektral Normlari igin Sinirlar

Haci CiIVCIV', Mehmet AKBULAK

Selguk Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boltimii, 42031 Kamptis/Konya

Ozet: Bu galismada, k —mertebeli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas matrislerinin
garpimlarinin spektral normlari igin alt ve st sinirlar bulundu.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Fibonacci sayilar, Genellestiriimis Lucas
sayilari, Matris normu.

Bounds for the Spectral Norms of Products of
the Order — k Generalized Fibonacci and Lucas Matrices

Abstract: In this study, we find out lower and upper bounds for the spectral norms of
products of the order — k generalized Fibonacci and Lucas matrices.

Keywords: Generalized Fibonacci numbers, Generalized Lucas numbers, Matrix
norm.

1. Giris
{F,} Fibonacci dizisi, F, =1 ve F, =1 olmak tzere
F =F_ +F_,nx3

n-2'

seklindeki rektrans iliskisi ile tanimlanmaktadir. Buradan,

a3 )
e )=~ (C)

olacagi agiktir. 1< j <k icin c, 'ler sabit katsayilar, g,';; i—inci dizinin n—inci terimi ve

olmak Uizere
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i 1, i=1-n
95710, aksi halde

olmak tizere, Er [2], k — mertebeli genellestirilmis Fibonacci sayi dizisi g/ 'yi

k
gL:ZcJ,g;_l_, n>0, 1<i<k
=

olarak tanimlamistir. Er [2],

O
(9]
o
(9]
(9}

1 2 3 k-1 k
1 0 O 0 0
4|0 10 0 0
1o 0 1 0 0
0 O 1 0
ve
g 9 gk
G =| I Gu g
gl11»—k+1 g:—k+1 g:-kn
olmak Uzere
Gn+1 = AGn

iliskisini elde etmistir.
Benzer olarak; 1 i —inci dizinin n—inci terimi ve

2,i=2-n
/:1 =-1,i=1-n
0, aksihalde

olmak lGzere Tasci ve Kilig [3], n>0 ve 1<i <k igin

h=20
j=1

rekurans iliskisine sahip k —mertebeli genellestiriimis Lucas sayi dizisini tanimlamislardir.

1711 - 1
00 - 00
010 00
M=\ . . . . .
000 .- 00
0 0 0 - 10
ve
/1 /2 . Ik
H = I:;_-1 / 3_—1 /:.-1
Ir11—k+1 /:—k+1 o /:-k+1

(1.2)

seklindeki k x k matrisleri igin Taggi ve Kilig [3], M ve H_'in terslenebilir oldugunu ve ayrica
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-1 2 0 0
0 -1 2 0
K=l0 0 -1 0 (1.3)
0 0 O i
olmak lzere
H =M"K

iliskisinin varhgini géstermislerdir.
Bu calismada G, ve H,_ matrisleri sirasiyla (1.1) ve (1.2)'de verilen matrisler olmak (izere

H:Gn matrisinin Euclidean normu hesaplandi, spektral normu igin bir alt ve st sinir elde

edilmis ve G,'H, matrisinin spektral normu igin bir Gst sinir bulunmustur.
2. Genel Bilgiler
Tanim 2.1. A= [afj] mxn tipinde bir matris ve x =[x ] mx1 tipinde bir vektér olmak tizere

W55,

i=1 j=1

ve

2)1/2

ifadelerine sirasiyla A matrisinin ve x vektdriinin Euclidean normlari denir [1].

2
“+...+|x

2= (|x1 |2 +‘x2

|

m

Tanim 2.2. A, mxn tipinde bir matris ve A", A matrisinin eslenik transpozesi olmak lizere

IA], = {ﬂ 11, A" Aninmutlak degerce enbliyiik 5z degerinin karekﬁkﬂ}

]
B0 x|,

seklinde tanimlanan norma 4 matrisinin spektral normu denir [4].

A, mxn matrisinin Euclidean ve spektral normlari arasinda
Al <[4l <¥n]Al,

bagintisi mevcuttur [1].

Tamim 2.3. Herhangi bir nxn A matrisi igin P"AP matrisi blok Ust iggen olacak sekilde nxn
tipinde bir P matrisi bulunabiliyorsa A matrisine indirgenebilir matris denir. indirgenebilir
olmayan matrise de indirgenemez matris denir.

Tanim 2.4. A,4,...,4, 6z dederlerine sahip herhangi kompleks veya reel elemanli nxn
tipindeki bir A matrisi icin p(A) =r1rz[aslx|/1,.[ degerine A matrisinin spektral yarigapi denir.
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3. Temel Sonuglar

Aksi belirtilmedikge, bu calisma boyunca G,, H ve K matrisleri sirasiyla (1.1), (1.2) ve

(1.3)'de tanimlanan matrislerdir.

Teorem 3.1. ||-|. sembolti Euclidean matris normunu géstermek tizere

2n+1

IH'e, . = 1-27 (3n+4)

dir.
ispat: Er [2]'de

G,=M"
iliskisini ve Tasgl ile Kilig [3]'de

H =M"K
iligkisini gostermislerdir. (3.1) ve (3.2)' den,

H =G K
esitligi yazilabilir. (3.3)’ den

~H,'G, =(-K)"

bagintisi elde edilir. Boylece (3.4) den, k xk tipindeki —H: G, matrisinin tersi

1 2 22 2n—2 2n—1
0 1 2 o 2*¥ 202
g o]0 0 1 2t 2
00 0 - 1 2
o000 - O 1

seklinde bulunur. nxn tipindeki bir matrisin Euclidean normu tanimindan hareketle

n-1 12
o1 : 2i
=2 (zo(,m)z ]

i=

H'G,

elde edilir. Herhangi bir x = 1 reel sayisi igin

n-1 ; 1__ Xn
X =
i=0 1-x
oldugu bilinmektedir. (3.6)'dan
n-1 ; X — xn
X =
P 1-x

elde edilir. Ayrica, (3.7) den
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n-1
i+1
X

o

i
(i+1)x =
d(x_xnn)
1-x
B dx
1-(n+1)x" +nx
(=)

n-1

I
o

n+1

formult yazilir. (3.5) ve (3.8)" den, H:Gn matrisinin Euclidean normu

H'G

n n

E

n+1
ZT\/1 —(n+1)22" 4+ n2722

2n+1
E

1-27"2(3n+4)
seklinde elde edilir.

Teorem 3.2. H;1Gn matrisinin spektral normu igin

n+1
H7'G || < g——‘/'1—2“2"'2 (3n+4)
n |2 3
ve '
2"
H'G | >Z=J1-27
n n|l2 \/5

sinirlarl mevcuttur.

ispat: H:Gn matrisinin Euclidean ve spektral normlari arasindaki

bagintisi g6z 6nline alinirsa, Teorem 3.1’den

H,'G,

<|

H,'G,

2 E

|6, ], <2 (1-(3n+1)2")"

st siniri elde edilir. v ve v, k —boyutlu stitun vektérleri sirasiyla,
i =(1,27,2%... 2" 2t )T
ve
;
v=(0,0,0,...,0,2"")

seklinde tanimlansin. Buradan,
-H'G v=u
elde edilir. Béylece Tanim 2.2 ve (3,9) dan
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(3.8)

(3.9)
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H'G v| n-1 o \12
5 n n 2 - 2n—1 ( 2—2: ]
vl =

n-1 12
— 2n—1 22—2ij

i=0

12
1
] s
— 2n-1 [4n ]

1-—
4

12
— on-t (g ) (1 _ o2 ))

_on\2
o (1—2 ]
3

Teorem 3.3. G, H, matrisinin spektral normu,

”(G""H" )“2 <, /5 + 4005%

ispat: —-G,”'H, matrisi ile bu matrisin transpoze matrisinin carpimi,

alt siniri elde edilir.

seklinde bir Ust sinira sahiptir.

(1 -2 @ ~ 0 0

2 5 -2 . 0 0

o L s o 0 2 5 -2 :
(6. M) (-6 M)=| L DT
: 2 5§ -8

|0 0 - 0 -2 5

seklindedir. Herhangi nxn tipindeki A=(a;) ve B=(b;) matrisleri icih A<B ile a

oldugu ve |A| ile de |A| =(la,j|) matrisi ifade edilmek tizere,

(5 2 0 - 0 0]
25 2 .00
o) (o mf<nsls 25 0 20
00 0 . 5 2
00 0 - 2 5]

dir. Ayrica bilinmektedir ki, {(—.Gn*Hn)T (-6,7H,)

<b,

if i

matrisi negatif olmayan ve indirgenemez bir

matris oldugundan, —G,'H, matrisinin spektral normu igin Perron-Frobenius Teoremi geregi
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Gn~1Hn 22 = l‘_Gn_1Hn

;=6 H,) (-6,7H,))
< (6.1, (6,71
<p (H)

=5+4cos—"—
n+1

seklinde bir tst sinir elde edilir.
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