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4 Boyutlu Fermiyonik Modelde Kaosun Genellestirilmis Hizalama indeksi Yontemiyle
Incelenmesi

Mine AKY

OZET: Instantonlar, soliton tipi ¢oziimler olup, konformal simetrinin kirilmas1 sonucu elde
edilmislerdir. Uzay zaman agilimina sahip olup, kuantum karakteri tasimalarindan dolay1 kuarklarin
vakum durumu olarak tanimlanirlar. Heisenberg’in sundugu sadece fermiyonlardan olusan modele
alternatif olarak sunulan modellerden biri de 4 boyutlu konformal invaryant saf fermiyonik Giirsey
Modeldir. Bu calismanin amaci, Gilirsey instantonlarinin ¢odziimlerinin kaotikligini ve sistemin
dinamigini Genellestirilmis Hizalama Indeksi (GALI) ydnteminden yararlanarak incelemektir.
Yoriingelerdeki kaosu ve diizenli hareketi hizli ve giivenli bir sekilde tespit edebilmesi, yar1 periyodik
hareketin meydana geldigi torusun boyutsalligim belirleyebilmesi Genellestirilmis Hizalama Indeksi
(GALI) yontemini onemli kilmaktadir. Bu g¢aligmada, Giirsey instanton ¢oziimlerinin kaotikligi
Genellestirilmis Hizalama indeksi (GALI) yontemiyle arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Kaos, instanton, spinor, genellestirilmis hizalama indeksi, dogrusal olmayan
sistemler

Investigation of Chaos in 4D Fermionic Model by the Generalized Alignment Index Method

ABSTRACT: Instantons are soliton-type solutions and are obtained as a result of breaking the
conformal symmetry. They have space-time expansion and are defined as the vacuum state of quarks
due to their quantum character. One of the models offered as an alternative to the model consisting of
only fermions offered by Heisenberg is the 4-dimensional conformal invariant pure fermionic Gursey
Model. The aim of this study is to examine the chaoticity of the solutions of Gursey instantons and the
dynamics of the system by using the Generalized Alignment Index (GALI) method. The fact that it can
detect the chaos and regular motion in the orbits quickly and safely and determine the dimensionality of
the torus in which the quasi-periodic motion occurs makes the Generalized Alignment Index (GALI)
method important. In this study, the chaoticity of Gursey instanton solutions was investigated by the
Generalized Alignment Index (GALI) method.
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GIRIS

Son yillarda hem siipersimetrik alan teorilerinde hem de siipersicim teorilerinde pertiirbatif
olmayan etkilerin anlasilmasinda oldukg¢a fazla ilerleme kaydedilmistir. Bu etkiler, kiitleleri ve eylemleri
kuplaj sabitinin karesiyle ters orantili olan solitonlar ve instantonlardan kaynaklanan etkilerdir (Belitsky
ve ark., 2000). instantonlar, bir Oklid uzay-zamam iizerinde klasik alan teorilerindeki hareket
denklemlerinin ¢6ziimleridir. Kuantum tiinellemede bir¢ok uygulamalari oldugu i¢in kuantum
teorilerinde her yerde bulunur (Paranjape, 2018).

Genel olarak, pertiirbatif olmayan davranis hakkinda bize giiglii bir fikir veren, pargacik benzeri
davranis sergileyen klasik, dogrusal olmayan hareket denklemlerinin ¢ozliimleri vardir. Bu ¢oziimler
arasinda solitonlar, monopoller ve instantonlar bulunur. Instantonlar, Oklid uzay-zamaninda hareket
denklemlerinin sonlu etkili ¢oziimleridir. Klasik diizeyde, instantonlar Minkowski denklemlerinin statik
coziimlerinden ¢ok farkli degildir. Bunun nedeni, statik ¢oziimlerin yalnizca uzamsal koordinatlari, yani
Minkowski uzay-zamaninin Oklid alt uzaymi icermesidir (Olive ve ark., 1979). Instantonlar, farkl
topoloji ile klasik minimumlar arasinda enterpolasyon yapan bir tiinelleme yoriingesini tanimlarlar.
Instanton alan konfigiirasyonunun eylemi sonludur (Shifman, 1994).

Deterministik dinamik sistemlerde kaotikligi diizenlilikten ayirt edebilmek ve kararsizliklarin
olusmasi beklenen faz uzayinin alt uzaymi belirleyebilmek, fizigin bir¢cok alaninda olduk¢a dnemlidir.
N-boyutlu ve 2N-boyutlu sistemlerde kaotik ve diizenli yoriingeler, faz uzayinda ¢ok karmasik sekillerde
dagildigindan dolay1 aralarinda ayrim yapmay1 olduke¢a giiclestirir. Bu sebeple dinamik sistemlerde
kaosu ve diizenli yoriingeleri birbirinden ayirabilmek icin bir¢cok yontem gelistirilmistir. Bu
yontemlerden biri de Genellestirilmis Hizalama indeksi (GALI) yontemidir (Skokos ve ark., 2007). Bu
caligmada, yoriingelerin diizenli veya kaotik davraniglarinin tanimlanmasini ve bu durumlarin ayrimini
incelemek i¢in Genellestirilmis Hizalama Indeksi (GALI) yéntemi kullanilmistir. Bu yontemi tercih
etmemizdeki amag, bir yoriingenin kaotikligi veya diizenliligi hakkinda bize hizli ve hassas bilgi
verebilecek bir yontem olmasindan kaynaklanmaktadir.

Bu calismada, spindr tipi instantonlarin baslangi¢ kosullar1 incelenerek diizenli bir hareket
bolgesinden kaotik bir hareket bolgesine gecisi GALI yontemiyle arastirdik ve denge durumuna yakin
yerlerden baglayarak, farkli yerlerde baslangic kosullar1 belirleyerek sistemin kaotikligi hakkinda bilgi
edinmeyi amagladik.

MATERYAL VE METOT

Giirsey Model
4 boyutlu Giirsey modelinde Lagrange, 3/2 6l¢ek boyutundaki fermiyon alanlarina dayanmaktadir
ve (Gursey, 1956)

L = ipoy + g(y)*/* (1)
denklemi ile verilir. Denklem (1)’den yola ¢ikarak hareket denklemi
0y + g(Y) Py =0 (2)

ile tammlanir. Burada g pozitif kuplaj sabitidir. Heisenberg anzatinin (Heisenberg, 1954) Oklid
konfigiirasyonunun karmasik bi¢imi

¥ = [ix,y,x(s) + p(s)]C (©)
ile verilir. Burada C keyfi bir spindr sabitidir. y(s) ve ¢(s)ises = x; =1+ t*(xy = x,%, = y,x3 =
z,x,4 = t)’nin gergek fonksiyonlaridir. (3) denklemini (2) denkleminde yerine koyarsak,

a3(5) + 25 2 _ Loy () + (213 (s) = 0 (4a)

ds
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do(s)

ZT + alsy(s)? + ¢(s)?]13x(s) = 0 (4b)
elde ederiz. Burada @ = g(CC)'/? yazarsak,

. dx(s) . de(s)] -

Y0, = |—4x(s) — 2s s + leﬂVﬂT cc (5)

W@P)/3 = (sx*(s) + p2(s))(CO)I3
buluruz. y = As™p(t) ve @ = Bs %q(t) ilet =1Ins, o =17+ 1/2, T =3/4 ve A*> = B? (Kortel,
1956) yazarak, dogrusal olmayan basit diferansiyel denklem sistem ¢ifti (4a) ve (4b)’nin boyutsuz
formu,

d 3
2P 20 - By B Ip(e)? + 021590 = 0 (62)
2209 2 06) + a(aB) Blp(0) + 913 = 0 (60)

elde edilir. Burada p ve g, t’nin boyutsuz fonksiyonlaridir ve A, B sabitlerdir (Kortel, 1956). Bu
denklem sistemine Giirsey dogrusal olmayan diferansiyel denklem sistemi diyoruz. a(4B)*/? = 1 icin
bu denklem sisteminin ¢dziimii (Akdeniz, 1982)'de verilen Giirsey instantonlaridir. Yakin tarihte yapilan
bir calismada, faz uzayinda Giirsey instantonlarinin evriminde kuplaj sabitinin rolii arastirilmigtir
(Aydogmus ve ark., 2013).

Sekil 1. Giirsey instantonlariin ¢éziimlerine karsilik gelen faz diyagrami (Aydogmus ve ark., 2013)

Genellestirilmis Hizalama Indeksi (GALI) Yéntemi

N serbestlik dereceli Hamilton sistemlerini ele alalim. Diizenli yoriingeler i¢in, k < N lineer
bagimsiz baglangi¢ sapma vektorleri ile baglarsak, o zaman sapma vektorleri sonunda torusun N boyutlu
teget vektor uzayina diiser (Skokos ve ark., 2007). Bu durumda asimptotik GALI degeri pratikte sabit
olacaktir. Oysa N <k <2N lineer bagimsiz baslangi¢c sapma vektorleri ile baglarsak, o zaman asimptotik
GALI degeri sifir olacaktir ¢iinkii baz1 sapma vektorleri sonunda lineer bagimli hale gelecek ve yine
hepsi torusun N boyutlu teget vektor uzayina diisecektir. Bir N boyutlu torus iizerinde bulunan diizenli
yoriingeler i¢in GALI,"in genel davranis1 (Moges, 2020)

sabit 2<k<N
GALI,(t) x {t—z(k—N) N<k<2N .

ile verilmektedir. Ote yandan, kaotik ve kararsiz periyodik yoriingeler igin, tiim sapma vektorleri
maksimum Lyapunov iisteli tarafindan tanimlanan yonde hizalanir ve GALI, degeri, birka¢c Lyapunov
tistelinin (Skokos ve ark., 2007; Manos ve ark., 2012) degerlerine bagli olan bir oran1 takiben tistel olarak
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hizli bir sekilde sifira diiser (Skokos ve ark., 2007; Manos ve ark., 2012) burada o; = 0, >...> 0} ,
yoriingenin en biiylik k Lyapunov iistelinin yaklasik degerleridir.
GAL]k(t) I e—[(01—02)4‘(01—03)+"'+(Ul—0k)]t (8)

2 <k <2N ile birlikte k sapma vektorli @, @, . .., @) nin evrimini izliyoruz ve kenarlar olarak bu
vektorlere sahip paralelyiiziin 'hacminin' sifira gidip gitmedigini kontrol ederek, bunlarin nihayetinde
lineer bagimli hale gelip gelmedigini tespit ediyoruz. Bu hacim, bu vektorlerin vektorel ¢arpiminin
normu olarak hesaplanacaktir.

Christodoulidi ve Bountis (2006)’e gore dogrusal sistemin baslangi¢ kosullari olarak birim
biiytikliikteki k lineer bagimsiz vektor w; , i = 1,...,k ’yi, yani ||o;(t)||, i = 1,..., k 'yi se¢iyoruz. Bu
sistemin ¢oziimleri, davranigi yoriingenin kararliligini belirleyen sapma vektorleri olarak adlandirilan
(dogrusal olarak bagimsiz kalmasi gerekmeyen) k vektorleri w;(t), i = 1,...,k 'dir.

t = 0'da lineer olarak bagimsiz olan bu tiir k normalize edilmis sapma vektorleri verildiginde,

o @(t) .
w;(t) = FOIE i=1,....k 9)

k dereceli Genellestirilmis Hizalama Indeksini bu vektorler tarafindan iiretilen ve zaman igindeki

evrimini takip etmek istedigimiz ifadeyle verilen k boyutlu paralelyiiziin hacmi olarak tanimlariz
(Christodoulidi ve Bountis, 2006).
GALI(t) = |[@1(t) A D (E) A A DR (B)]] (10)
Burada, || .|| olagan klasik normu gosterir. Tiim normalize edilmis sapma vektorleri &@;,i =
1,2,..., k, Hamilton akisinin 2N boyutlu teget vektor uzayina aittir. Bu uzayin temeli olarak aligilmis
ortonormal vektorler kiimesi kullanilarak, é; = (1,0,0, ...,0), é, = (0,1,0, ...,0), ..., é,5 = (0,0,0, ...,1)
herhangi bir sapma vektorii @; su sekilde yazilabilir:

@l=2§£1wl]é], l:1,2,,k (11)
burada wl- ; denklemi saglayan gergek sayilardir.
2N —
WNowf=1 (12)
Boylece
wlZ e (1)121\]
w 0)22N
22 (13)
(Uk1 CUkz wkZN ezzv
k sapma vektorlerinin vektorel ¢arpimi su sekli alir:
Wi, Wi, v Pl
=R =R =R Wo: Wo: e Wog . . R
Dy NDy A .. N Dy, = Z fll flz _ & &, Ny, N N &, (14)
_' [ < <2N : : :
1501 <ip<-<igs Ok, Wi, - ki
burada toplam, 2N digindaki tiim olasi k indeks kombinasyonlari {izerinden yapilir. | .| determinanti

gosterir ve tlim niceliklerin t zamanina agikc¢a bagimliligi, basitlik i¢in ithmal edilmistir.

@;,i =1,2,..., k normalize edilmis sapma vektorlerinden en az ikisi dogrusal olarak bagimliysa,
tiim k x k belirleyicileri sifir olacak ve 'hacim' ortadan kalkacaktir. Esdeger olarak vektorel carpimin
normu diyecegimiz miktar da (Skokos ve ark., 2007),

o2y 1/2
Wy, Wy, o Dt
~ ~ ~ Wz, Wz, wZik 15
|1 A @Dy A .. AD]l = : : ) (15)
12i;<ip<<ig<2N | ' .
kip, ki, o+ @kig

sifir olacaktir. Bu nedenle, bu 6nemli miktari, k mertebesine ait Genellestirilmis Hizalama Indeksi
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(GALI) olarak tanimliyoruz (Denklem 10).
Bu nedenle, GALI, 't hesaplamak igin, baslangig kosullar1 X(0) olan bir yoriingenin evriminin yant

sira, degisken C;—(: =M (J_c’(t))a kullanilarak baslangicta lineer olarak bagimsiz birim sapma vektorleri

olan@;,i =1, 2,..., k 'nin evrimini izlememiz gerekir. Her zaman adiminda, bu sapma vektorlerini bire
normalize ederiz ve denklem (15) kullanarak onlarin vektorel ¢arpiminin normu olarak GALI'i
hesaplariz.

Sonug olarak, GALI, (t) sifira egilimliyse, bu, sapma vektorlerinden en az biri digerlerine dogrusal
olarak bagimli hale geldiginden, kenarlar olarak &; vektorlerine sahip paralel yiiziin hacminin de sifira
kiigiildiigii anlamina gelir. Ote yandan, t keyfi olarak biiyiirken GALI, (t) sifirdan uzak kalirsa, bu sapma
vektorlerinin dogrusal bagimsizligin1 ve hacmi her zaman sifirdan farkli bir paralelyiiziin varligini
gosterir.

Denklem (15), kaotik ve diizenli yoriingeler icin GALI'lerin asimptotik davraniginin teorik olarak
belirlenmesi i¢in idealdir. Bununla birlikte, pratik bir bakis acisindan, ¢ok sayida determinantin
hesaplanmasin1  gerektirebileceginden, GALI,'in sayisal degerlendirmesi i¢in Denklem (15)'in
uygulanmasi ¢ok verimli degildir. Bu nedenle, W(t) matrisinin Tekil Deger Ayrisimina dayanan
GALI,'in hesaplanmasi i¢cin daha verimli bir sayisal teknik kullamlir ve GALIL,'in W'(t)'ninz; > 0,i =
1,2,..., k tekil degerlerinin ¢arpimina esit oldugu gosterilmistir (Antonopoulos ve Bountis, 2006;
Skokos ve ark., 2008). Burada (T) transpoze matrisi gosterir.

GALL,(t) = TTi=y 2 (V) (16)

Daha acik bir sekilde ifade etmek gerekirse, s boyutlu torus (s < N) {izerinde uzanan diizenli
yoriingeler i¢in GALI},'in davranisi su sekilde verilir (Skokos ve ark., 2008):

sabit 2<k<s
1
GALL(t) x{ 7= S<k=2N-s (17)
1
m 2N —s <k < 2N

Kaotik yoriingeler icin GALI,, ilk k en biiylik Lyapunov {isteline bagli olan bir iisle {istel olarak
hizlica sifira gider (Senyange ve Skokos, 2022).
GALIL(t) ¢ exp(—t T (01 = 07)) ~ exp(—t Bio(Ar (1) =7 (1)) (18)
Burada maksimum Lyapunov iistellerin o; degerleri, ilgili sonlu zamanli maksimum Lyapunov
uisteller A; tarafindan yaklasik olarak alinir.

BULGULAR VE TARTISMA

Heisenberg anzatinin Gilirsey modele uygulanmasiyla elde edilen spinor tipi instanton ¢dziimleri
kullanilarak GALI yontemi ile yoriingelerin dogasi arastirildi. Sekil 1°deki faz diyagraminda goriildiigii

gibi denge noktalar1 |— ?, — %g] , [%g,%g]’tﬁr. Oncelikle kararli noktalar civarindaki yoriingelerin

davranigina bakildi. Sonrasinda kararli noktalardan uzak baslangic kosullart segilerek olusan
yoriingelere bakildi.
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-1.29 4
c
%‘ 1075
=
o =
-1.30 A 5
2
S
o
<
—1.311 — GALI2
T T T T T 10712 T T T T T
-1310 -1.305 -1.300 -1.295 -1.290 100 10! 102 103 104 10°
q t

Sekil 2. a(AB)'/3 = 1 ve (-1.29, -1.30) baslangi¢ kosulu i¢in faz diyagrami, 10° iterasyon sayisina gére GALI, *nin egrisi

10° 2y
1.310 ‘

10-2

1.305 4

10~

1.300 1

P
log(GALI (2)/GALI(0))
5]
&

1.295 10-¢ 4

-10 4
1.290 - 10

—— GALI_2

r T r T r 10712 o T T r r T
1.290 1.295 1.300 1.305 1310 100 10! 102 103 104 105
q t

Sekil 3. a(AB)Y/? = 1 ve [1.29, 1.30] baslangi¢ kosulu i¢in faz diyagrami, 10° iterasyon sayisina gére GALI, ’nin egrisi

Sekil 2 ve Sekil 3’te gortildiigii tizere kararli noktalara ¢ok yakin durumlarda yoriingelerin diizenli
oldugu goriilmektedir. GALI, egrisi paralel olarak sabit bir bi¢imde hareket etmektedir ve bu durum
yoriingelerin diizenli oldugunu belirtmektedir. GALI, egrisi ve faz diyagrami géz Oniine alindiginda
kararli noktalara yakin baslangi¢ kosullarinda diizenli yoriingeler oldugu goriilmektedir.

24

3
%‘ 1075
=
a =
[=1
S
—— GALI2
T T T T r T T 10712 T T T T T
050 075 100 125 150 175 2.00 10° 101 102 10? 104 105
q t

Sekil 4. a(AB)/? = 1 ve [0.3, 0.4] baslangi¢ kosulu i¢in faz diyagrami, 10° iterasyon sayisina gore GALI, ’nin egrisi
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100 A
16
151 10-2
1.4 = .-
s *
=
1.3 ;é:
& 2 10
3
1.2 4 =3
]
1078
1.1
10—10 4
1.0
— GALI2
T 10712 o T
1.0 11 12 13 14 15 1.6 100 10! 102 103 104 105
q t

Sekil 5. 2(AB)Y/? = 1 ve [1.4, 1.6] baslangi¢ kosulu i¢in faz diyagrami, 10° iterasyon sayisina gére GALI, *nin egrisi

Sekil 4 ve Sekil 5’te goriildiigii iizere kararli noktalardan biraz uzak durumlarda rastgele seg¢ilmis
olan (0.3, 0.4) ve (1.4, 1.6) baslangic durumlarina gore faz diyagraminda diizenli yoriingeler
goriilmektedir. Ancak GALI, nin egrisi incelendiginde yoriingelerde kaotik durumlar gézlenmektedir.
Sekil 4’te baslangic kosulu orijine yakin se¢ildigi durumlarda yayilan kaos (Senyange ve Skokos, 2022)
durumu mevcuttur. Sekil 5’te ise yerellesmis ve yayilan kaos (Senyange ve Skokos, 2022) durumu ortaya
cikmaktadir. Baslangi¢ durumlarina gore kararli noktalardan uzaklasildik¢a yoriingelerde kaotik
durumlar meydana gelmektedir. Faz diyagraminda goriinmeyen bu durum GALI, nin egrisi sayesinde
goriilebilmektedir.

1072 4

106

P
o
Tog(GALLL (0)/GALI>(0))

1075 4

10-10 4

10712 dr

Sekil 6. 2 (AB)'/3 = 1 ve [3.0, 3.0] baslangi¢ kosulu i¢in faz diyagrami, 10° iterasyon sayisina gore GALI, ’nin egrisi

100 4

1072 4

104 4

1075

P
o
Tog(GALI2(1)/GALI>(0))

1078 4

10-10 4
—4

T T T T T 10712 T T T T T
-4 -2 0 2 4 10° 10! 102 10% 10* 10°
q t

Sekil 7. «(AB)'/? = 1 ve [4.0, 4.0] baslangi¢ kosulu i¢in faz diyagrami, 10° iterasyon sayisina gore GALI, "nin egrisi
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Sekil 6 ve Sekil 7°de goriildiigii gibi kararli noktalardan uzak durumlarda rastgele se¢ilmis olan
(3, 3) ve (4, 4) baslangi¢ durumlarina gore faz diyagraminda diizenli yoriingelere sahip oldugu
goriilmektedir. Fakat GALI, nin egrisi incelendiginde kaotik yoriingeler oldugu goriilmektedir.
Baslangi¢ durumlarina gore kararli noktalardan daha fazla uzaklasildik¢a yoriingeler kaotik olmaktadir.
Faz diyagraminda goriinmeyen bu durum GALI, nin egrisi sayesinde goriilebilmektedir.

SONUC

Giirsey Model, 4 boyutlu konformal invaryant saf fermiyonik bir modeldir (Gursey, 1956). Bu
caligmada Giirsey instantonlarinin Heisenberg yaklasimina dayanarak spinor tipi instanton ¢éziimlerinin
dinamigini ve yoriingelerinin dogasin1 anlamak amaciyla, yliksek boyutlu sistemlerde oldugu gibi diisiik
boyutlu sistemlerde de kaosu arastirmak i¢in kullanilan GALI yontemi tercih edilmistir.

Daha once yapilan ¢alisma (Aydogmus ve ark., 2013) faz uzay1 g¢ekicilerini gostermekte fakat
yoriingelerin durumu hakkinda detaylr bilgi vermediginden, bu ¢alismada GALI yontemi kullanilarak
yoriingelerde kaotiklik veya diizen arastirmasi yapildi. GALI yontemiyle Glirsey instantonlarinin denge

durumlari [— ?} - ?] ve [%) ¥]

orijine yaklagildig1 zaman yayilan kaotik durum, uzaklasildiginda ise hem yayilan hem de yerellesmis
kaotik durum mevcuttur. Denge noktalarindan daha fazla uzaklasildiginda ise kaotik yoriingeler oldugu
gbzlemlendi.

Bu ¢alismada, Giirsey instantonlarinin yoriingeleri hakkinda daha fazla bilgi sahibi olduk. Ayrica,
4-boyutlu konformal invaryant saf fermiyonik spinér tipi instantonlarin baslangi¢ kosullarindaki en ufak
bir degisikligin sistemi degistirdigini, bu da instantonlarin baslangi¢ kosullarina hassas bir sekilde bagh

civarinda yoriingelerinin diizenli oldugunu, denge durumundan

oldugunu gostermektedir.
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