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OZET

Xu ve Xu karsilikli degismeli iki involutif ve bir tripotent matrisin lineer
bilesiminin tripotentligi problemini blok matrislerden yararlanarak ¢ozmiistiir [C.
Xu., R. Xu, Tripotency of a linear combination of two involutory matrices and a
tripotent matrix that mutually commute, Linear Algebra Appl. 437 (2012) 2091-
2109]. Bu c¢aligmada ise ayni1 problem daha genel problemlerin ¢dziimlerinde
kullanilabilir olan farkli bir yontem ile ¢oziilmiistiir.
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ABSTRACT

Xu and Xu have solved the problem of tripotency of linear combination of two
involutory matrices and a tripotent matrix that mutually commute by utilizing the
block matrices [C. Xu., R. Xu, Tripotency of a linear combination of two
involutory matrices and a tripotent matrix that mutually commute, Linear Algebra
Appl. 437 (2012) 2091-2109]. In this note, the same problem is solved via a
different method, which can be used in the solution of the more general problems.
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Karsultkli Degismeli Iki Involutif ve Bir Tripotent Matrisin Lineer Bilesiminin
Tripotentliginin Bir Alternatif Karakterizasyonu

1. GIRIS

N,C, C,,0ve |, sirasiyla dogal sayilar kiimesi, kompleks sayilar

kiimesi, nxnboyutlu kompleks matrisler kiimesi, uygun boyutlu
sifir matrisi ve nxn boyutlu birim matrisi belirtsin. A ve BeC,

matrislerinin direkt toplam1 A®@ B ile gosterilsin. AeC,_ olmak

iizere eger A=A, A? = |, A=A ve A=A (keN,k>2),ise A
matrisine sirasiyla idempotent (projektor), involutif, tripotent ve k-
potent matris denir. Kisalik adina bu matrislerin kiimeleri de
sirastyla CP, C! | CT | ve C¥" ile gosterilecektir. Bu 6zel tipli
matrisler uygulamal: bilimlerde énemli bir yere sahiptir. Ornegin,
idempotent matrisler istatistik teorisinde bkz [19] ve kuadratik
formlarda bkz [8], involutif matrisler kuantum mekaniginde bkz [1]
ve kriptolojide bkz [14], ve k-potent matrisler goriintii sifrelemede
bkz [21] karsimiza ¢ikmaktadir.

Yukarida bahsedilen 6zel tipli matrislerin lineer bilesimleri ne
zaman yine bir 0zel tipli matris olur? Bu problem bazi yazarlar
tarafindan farkli matris tipleri i¢in ele alind1 ve bu konuda bircok
sonug elde edildi. Xu ve Xu bu sonuglarin bir kismini ve birkag¢ agik
problemi bir tablo bi¢ciminde 6zetledi [19, Table 1.1]. Biz de,
literatiirde yer alan sonuglar1 asagida tablolar bi¢iminde 6zetlemek
istiyoruz. Literatirde = ele  alman  lineer  bilesimler
X, X,, ve X, eC, ve ¢,c,, vec, eC\{0} olmak iizere asagidaki
gibidir:
X =¢X,+C,X, (1)
veya
X =¢ X, +C, X, +C; X,. (2)

Tablo 1, (1) lineer bilesimi i¢in verilen sonuglar1 6zetlerken Tablo 2,
(2) lineer bilesimi i¢in verilen sonuglar1 6zetlemektedir. Tablolarda
=1 2 ve j=1 2, 3 seklinde degistigine dikkat edelim.
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Tablo 1. (1) lineer bilesimi ile ilgili sonuglarin 6zeti

X X, =X,X

17%2 27%1

X, X, # X,X,

X, eCF [3]

X, eCF [3]

X,eCl X, eC]

X,eC?, X, eC] [6]

n

X eC’? [6]
X, eCl [17]
X, eC? X,eC¥® | X, eCl, X,eCK" [10]
[9]
X, e C! [18] X, eC! [18]
X, e CP [18] X, e CP [18]
X eC, X. eC' [18] X. eC' [18]
X, eCT [18]
X,eCl, X,eC! X,eCl, X, eC! [22]
[22]
X, eCP [4,12] X, eCP [4,12]
X eC} X. eC' [18]
X, eCT [5,17]
X eCKP X, e C! [20]
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Tablo 2. (2) lineer bilesimi ile ilgili sonuglarin 6zeti

X; X X, =X, X | X, X, =X, X| X, X, =X,X|
matrisleri X X5 =X, X X X5 # X X X X5 # XX
karsilikl
olatak X, X5 # XX} X, X, = X X)X, X, # XX
degismeli

Xje(C'; ve XjeCE ve Xje(C'; ve Xje(C': ve
p X X, = X, X 20X, =X, X| 20X, = X, X| 20X, = X, X|
[2] [2] [2] [2]

X, eCy[7] | X, eC; X, eCy[7] | X, eC; [7]
[7,13]

XeC

X, eC!
[23]

X, eCl!,
X,eC]
[23]

Xu ve Xu [23] de iki involutif ve bir tipotent matrisin (2) formundaki
lineer bilesimini blok matrislerden yararlanarak iki matrisli iki lineer
bilesime indirgedi ve problemi [5] deki sonuglardan faydalanarak
¢ozdii. Ancak kullandiklar1 yontem ii¢ tripotent matrisin tripotentligi
gibi daha genel problemlerin ¢6ziimiinde kullanilamamaktadir. Bu
calismada ise [23] deki problem daha genel problemlerin
coziimlerinde de kullanilabilir olan farkli bir yontem ile yeniden
¢cOzlilmiistiir.

XeC

2. KARSILIKLI OLARAK DEGISMELIi iKi iNVOLUTIF
BiR TRIPOTENT MATRISIN LINEER BILESIMININ
TRiPOTENTLIGi

Esas sonuglar verilmeden Once ispatta gerekli olan birka¢ temel
gercege deginilecektir.
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2.1. On Bilgiler

T,, T, eC, ve sifirdan farkhi T, € C] matrisleri karsilikli olarak
degismeli, yani TT, =T,T,, i# ] ve 1<i, j<3, olsun. ¢,c, ve ¢,
sifirdan farkli kompleks sayilar olmak iizere,

ClTl + C2T2 + C3T3 (3)
lineer bilesimini ele alalim. Dogrudan bir hesaplama ile kolaylikla

goriilebilir ki (3) lineer bilesiminin tripotent olmasinin gerek ve yeter
kosulu

T2 -cT)+ (T} —c,T,) +(CT,) —c.T,)

+¢¢, (T/T, + T,T,7 + T,T,T,) + ¢/, (T T, + T,T” + T,T.T,)

+C,C(TT) + T/ T, +T,TT,) +c 2 (T T +T/T, +T,T.T,) (4)
+CoC, (T,T) + T,/ T, + T,T.T,) +C,c2 (T,T + T, 7T, + T,T,T,)

+C,C,C, (T, T, T, + T,T,T, + T,T,T, + T,T,T, + T,T,T, + T,T,T,) =0
olmasidir. Karsilikli olarak degismelilik kabulii ile birlikte, eger

T.eC!, 1<i<3, ise, bu durumda (4) lineer bilesimi

(cd —c, +3c,C2 +3¢,c2)T, +(C5 —c, +3c,c7 +3c,c3)T,

®)
+(cd —c, +3c,¢” +3c,c7)T, +6¢,C,C,T,T,T, =0,
bigimini ve eger T, e C, 1<i<2,ve T, e C] ise,
(c? —c, +3c,Co)T, +(cs —c, +3¢,¢7)T, +(C3 —c, +3c,¢7 +3¢,C5)T, ©)

+3c,CT,T,? +3¢,CiT,T,7 +6¢,C,C,T,T,T, =0

bigimini alir. Her tripotent matris kdsegenlestirilebilir ve C| < C],

oldugundan her involutif matris de kodsegenlestirilebilir olup [15,
Corollary 3.3.10] degismeli kosegenlestirilebilir matrisler es
zamanl kosegenlestirilebilirdir [15, Theorem 1.3.21]. Ayrica,
tripotent ve involutif matrislerin spektrumlari sirasiyla {1,-1,0} ve

{1,-1} kiimelerinin alt kiimeleridir [11, Proposition 5.5.21]. Tiim bu
12

bilgiler cercevesinde, Zri =n olmak iizere bir SeC, tersinir
i=1

matrisi vardir 6yle ki, genelligi bozmaksizin,
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STS=1, 01,81, 01, 61 01, 8- &-1 6-1, 8- -1 &-1_=A,
ST,S=1,01, 81, 8-, 8-, &1, 81 &l 61 &-1_6-1_-1_=A, (7)
STS=1,8-1, 80,81, -1, 80, ®1, -1, ©0, ®l_6-1_80_=A,

olur. T;, 1<i <3, matrislerinin lineer bilesiminin tripotentliginin A,
, 1<i<3, kosegen matrislerinin lineer bilesiminin tripotentligine
denk oldugu aciktir. Bu sebeple, (3) bigimli lineer birlesimin
tripotentligini karakterize etmek yerine A,, 1<i<3, kosegen
matrislerinin lineer bilesimini karakterize etmek yeterli olacaktir. (7)
esitlikleri A, 1<i<3, kdsegen matrislerinin en genel formudur ve

tabi ki baz1 bloklar, Ornegin altinci siradaki bloklar, yani
(I,.-1,.,0,) blok tglisii, géziikmeyebilir. Bu gergekten hareketle
A;, 1<i<3, matrislerinin lineer bilesimlerinin tripotentliginin

karakterizasyonu, tiim olas1 blok tigliilerinin ele alinip karsilik gelen
lineer denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilebilir. Ornegin,
sadece ilk blok ti¢liisii, yani

A=l A =1, veA, =1, (8)

goziiksiin. Bu durumda, €A, +C,A, +CA; =(c,+C,+¢y)l, lineer
bilesiminin tripotent olmasinin gerek ve yeter kosulu ¢, +C,+¢C, =1
veya —1 veya 0 olmasidir. Béylece (8) durumundan r,=n olmak
tizere C, +C,+C, {l,-1,0} ve I, =T, =T, =T, sonucu elde edilir.
Eger sadece ilk ve ikinci blok tg¢liisii, yani

A=1,®1 A, =1 @1, veA, =1 &I, (9)

olsaydi, bu durumdac,A; +C,A, +CA; =(C +C, +C)I, (¢, +¢,—C)1,
lineer bilesiminin tripotent olmasinin gerek ve yeter kosulu
c,+C,+c;=1 veya -1 veya O ve ¢, +C,—C; =1 veya -1 veya 0
olurdu. Bu son lineer denklem sistemi ¢oziilerek I, +r, =n olmak
iizere (|c,+C,).|cs|) e{(1/2,1/2),(0,)} ve 1, =T, =T, #T, sonucu

elde edilir. Boylece, bu sekilde devam edilerek (3) lineer bilesiminin
karakterizasyonu elde edilebilir. Ancak, goriildigi iizere ele

alinmas1 gereken 22 —1=4095 farkli durum vardir ve bu sayida
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lineer denklem sistemini ¢6zmek zaman alicidir. Simdi (7) esitligine
geri donelim. Eger (7) deki A;, 1<i<3, kosegen matrislerine
dikkatlice bakilirsa tiim blok iigliilerinin bir eksi katli hali, 6rnegin
altinc1  siradaki blok tglistintin (I ,—1,,0,) eksi katl hali
dokuzuncu  siradaki  blok uglisi (-l ,1,,0,), oldugu
goriilmektedir. Eger ilk blok iigliisii eksi katlis1 ile birlikte ele
alinirsa, yani

Al: I"1®_Ir11'A2 - Ir1®_lr11’ VeA3: Ir1®_lr11’ (10)

olursa, bu durumda r,+r, =n olmak iizere c +C,+C, ={1,-1 0},
T,=T,=T, ve T, e C},, 1<i <3, sonucu elde edilir. Benzer sekilde
(9) durumunda da bloklar eksi katli halleri ile birlikte ele alinirsa,
yani

A=10-1 81 &1 A, =1 &1 &l &1, veA=1 &1 6-1 &l (11)

olursa, bu durumda r+r,+r,+r,=n olmak {izere
(I, +¢,].les) e{(@/2,1/2), (0.0}, T, =T, #T, ve T, eC,, 1<i<3,
sonucu elde edilir. (10) ve (11) durumlarindan elde edilen sonuglar

ile swrastyla (8) ve (9) durumlarindan elde edilen sonuglar
karsilastirildiginda, c,, 1<i<3, skalerleri ile ilgili sonuglarin ayni
oldugu, ancak (10) ve (11) durumlarinin T, 1<i <3, matrisleri ile
ilgili sonuglarinin sirastyla (8) ve (9) durumlarinin T,, 1<i<3,
matrisleri ile ilgili sonuglarii orttiigii goriilmektedir. Dolayisiyla,
A;, 1<i<3, késegen matrislerinde blok ticliileri eksi katli halleri
ile birlikte ele alinarak sonuclar daha genel matrisler i¢in elde
edilebilir. Bununla beraber, ¢oziilecek olan lineer denklem sistemleri
olusturulurken, bu birbirinin eksi kat1 olan blok ficliilerinden sadece
birine karsilik gelen lineer denklemin sol yanii almak yeterli
olacaktir. Bu nedenle, A;, 1<i<3, koésegen matrislerini
olustururken blok ti¢liileri eksi katli halleri ile birlikte ele alinacak,
ancak lineer denklem sistemleri olusturulurken birbirinin eksi kati
olan blok iicliilerinden sadece biri dikkate alinacaktir. Yani, bu son

kabul ile birlikte 6 farkl, birbirinin eksi kati olmayan, blok ticliisti
dikkate alinacaktir. Bunlarin 6nce birer birer, sonra ikiser ikiser ve

en son altisar altigar alinarak olusturulan 2° —1=63 farkli durumun
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ele almmasi bize (3) lineer bilesiminin tripotentliginin
karakterizasyonunu  verecektir.  Ancak,  gorildigi  tizere
karakterizasyon 1ii¢ bilinmeyenli lineer denklem sistemlerinin
¢Oziimlerine dayalidir, ve licten fazla denklem igeren lineer denklem
sistemlerinin ¢oziimleri, li¢ tane denklem iceren lineer denklem
sistemlerinin ¢6ztimlerinin arakesitleri ile elde edilebilmektedir.
Dolayisiyla, iicten fazla denklem igeren lineer denklem sistemlerini
ele almaya gerek yoktur. Boylece, (3) lineer bilesiminin

6 6 6
tripotentliginin karakterizasyonunu i¢in [1] + (zj + (:J =41 farkh

durumu ele almak yeterli olacaktir.
Artik esas sonuglar verilebilir.
2.2. Esas Sonuglar

Esas sonuglarin [23] de ele alinan karsilikli olarak degismeli iki
involutif bir tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi
problemi i¢in bir alternatif ispati lizerine oldugu belirtilmisti. Agiklik
adina sonuglar [23] de verildigi gibi asagidaki iki ayrik durum igin
verilecektir; yani Teorem 1’ de tim T,, 1<i<3, matrislerinin
involutif oldugu durum ve Teorem 2’ de T,, 1<i <2, matrislerinin

involutif ve T, iin bir tekil tripotent matris oldugu durum, seklinde
verilmektedir.

Sonuglar iki farkli teorem halinde verilmis oldugu halde kanitlar1 tek
bir ispat altinda verilecektir. [23] ¢alismasinin ispatinda kullanilan
yontem sadece bu problem icin gecerlidir. Halbuki, bu ¢alismadaki
yontem ile karsilikli olarak degismeli {ii¢ tripotent matrisin
tripotentligi gibi daha genel problemler de c¢oziilebilmektedir.
Ayrica, Kisi [23] de baz1 eksik sonuglarin oldugunu belirtti [16]. Bu
eksik sonuglar da bu ¢alismada icerilmektedir.

Teorem 1: T, e C!, 1<i <3, karsilikl1 olarak degismeli matrisler ve
C,, 1<i<3, sifirdan farkli kompleks sayilar olmak iizere
T =cT +c,T,+c,T, olsun. Bu durumda, T matrisinin tripotent
olmasimin gerek ve yeter kosulu, i J,i#Kk, j=k ve i, j,k=12,3
olmak tizere asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir:

a) ¢ +c¢;xc e{,,-10} ve T, =T, =4T,,
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b)  (ji el lal) e {(1/2,9/2),(0.0)} ve T, =T, = £T,,

(110, (-4212.0,(-§2.112), (/2-1/2,-1)
o (ic"c"’ck)E{a,—l,—l),(l/z,—l,—vzx(1,—1/2,—1/2»(—1,1/2,1/2)}
Ve +T 4T, +T, =£TT,T,.

Teorem 2: T, e C|, 1<i <2, ve sifirdan farkli tekil T, € C| matrisi
karsilikli olarak degismeli ve ¢, 1<i<3, sifirdan farkli kompleks
sayilar olmak lizere T =cT +C,T,+C,T, olsun. Bu durumda, T
matrisinin tripotent olmasmin gerek ve yeter kosulu i j ve
I, j =1, 2 olmak tizere asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir:
a) (c%c,,¢)e{(-12),(0,1),(1-2),(0,-1),(L-1),(L-1)} ve
T, ==T, #+T,,

| (1.0)0.(J242), (01 (L0),
) (e e AR ) o) ,-y2) (y242),(00)
ve [1/2|T, +|[1/2|T, =T,

¢) (c%c,,¢)e{(-1-2),(0,-1),(12),(0,1),(L1),(-L-1)} ve
T, =T, = £T,,

d) (c,%¢,,¢,)€{(0,1),(0,-1)} ve T, =T, = £T,,

Y2.-21) (Y220 (34, -Y22) (Y4.3412)
Y4402 (22,1, (2.2.1). (44,412,
-3/4.14,-1/2), (4.4 -112),(3/4,-1/4,-12).(-1/4,3/4-1)2)
4,412 (4,412 (.412) (44, 412)
ve T, +T, + T, — (T, +T,) T =+T,T,T,,

(-2.12),(-3/2,1/2,2),(-11),(-1/2./2,1), (2,-1,-2),
) (xc,c,,0) el (3/2-12,-2),(L,-1-1), (/2,-1/2,-1),(3/2,-1/2,-1),
/2.¥2,-D),(-Y2,-Y2,9),(-3/212.,1)
ve FT +T,+T,+ (T, 2T )T, =+2TT,T,,

&) (t6,C,C)e

e — — =
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g) (iCl,CZ,C3)e{(_1/2’_1/2'2)'(1/2’_1/2’1)’(_1/2:1/2’1)1(1/2,1/2,—2),
(1/2,-12,-1),(-Y2,4/2,-1),(1/2,1/2,-1),(-Y/2,-Y2,2)
ve —3T; + Z(Tz iTl)Tsz =+TT,T,,

(2,1,-2),(L1,-1),(3/2,1/2,-1),(-1/2,1/2,1),(-2,-1,2),
h) (xc,c;.¢;) €1 (-1,-11),(1/2,-1/2,-1),(-3/2,-1/2,1),(-3/2,-1/2,2),
(-12,-12,9),(3/2,3/2,-2),(Y2,3/2,-)
ve +T +T, =T, +(T, 2T )T, = £2TT,T,,

]

(<Y2,-2,-2),(¥2,-Y2,-1),(-¥2,42,-1),(¥2,1/2,2),
(V2,-y2.1).(-Y2.y21),(12 y2.1),(-Y2,-1/2,-1)
ve 3T, +2(T, =TT = TT,T,T,.

) (F6,0,.0) €

Teorem 1 ve Teorem 2’ nin Ispati: Teoremler ifade edilmeden
once belirtildigi gibi ispatlar bir biitiinliik adina birlikte verilecektir.
Ispatlarin yeterlilik kismi Teorem 1 ve Teorem 2 nin tiim
siklarindaki sartlarin sirasiyla (5) ve (6) esitliklerinde yerine
yazilmasiyla elde edilir. Gereklilik kismi i¢in 6nce A, 1<i<3,
kosegen matrislerinin tiim olast durumlari belirlenmeli ve sonrasinda
ise bu durumlardan elde edilen lineer denklem sistemleri
¢oziilmelidir. On bilgiler kisminda bahsedilen gergekler géz dniinde
bulundurularak ele alinmasi gereken 41 farkli durum asagidaki
tabloda listelenmistir.

Tablo 1: A,, 1<i<3, kdsegen matrislerinin tiim olas1 durumlarinin
listesi

A=, @1 A=l @1
1) A=l -l ) A=l -l
Ay=1, @I Ay=-1, @1
A=l ©-1 A=l 01,
3) A=l -l 4)  A,=-1, @1,
A,=0, ®0,_ Ay=1, @1,
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A=l @1, A=l @1,
5) A=l @1, 6) A=l @I
Ay=—1, @1, A, .
A=l @1 0l e-1_ A=l &-1_®l ®-
N A=l ool el e-l, B A=l e el 6-
A=l @1, @1 @1 Ay=1,®-1_®0, &0,
A=l ®-1_®l &I A=l @&l @I oI,
O A=t e-l e el 10 A -1 e-l el ol
A=l @1 @1 @, A=1,@-1, @1 @1,
A=l O-1_®1 oI, A=l &0l ®-
1) A=t @-1 @1, @1, [12) AZ: @I, ®-
Ay=1,®-1_®0, ®0, A, = _®0, ®0,
A=l 0-I_ol ol A=l 0-1_01 oI,
13) A=t e-1 -1 @1, 1) A=l 8-l e-1 0l
Ay=-l ®1_®1, &-1, A, = _o-l ol
A=l 0-1_®I &I, A=l @1l &I
15) A=t e e-L e, 18 A -1 -1 e-1 el
A=l ®1_®0, &0, Ay=0, ®0, @l ®-
A=l G-1_®1 &- A=l @IrBGL)—I,Q
1) A= e-1 0-1 01 1) A= 0-1 01 0l
A,=0, ®0_®-1, @I, A,=0, ®O, @o @o
A=l @1 @1 oI A=l 01 &1 oI,
19)  p,=-l @1 e-1 @1, 20 A= NCECTR
Ay=1, @1 &1 @I, Ay=1, —r8®0r6®0r9
A=l &-l @l o-I,
21) A=l @1, 01, @I,
Ay=—1,®1, ®0, ®0,
A=l 01 81 &1 ol &-1_
22) A=l @1 @1 &-l_®I &I
A=1, ®-1, @1, ®I_®0, ®0,
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A=l 0-1 @l o-1 ol &-1

23) A, =1,©-1_®I &-I &1 @I,
Ay=1, @1, @1 @I &l &I,
A=l @1 @l &-1 ol &-I

24) A, =1,@©-1, @1 &-I &I @I,
A=1, @1, @1 @I oI @I,
A=l @1 @l &-1 ol &I,

25) A, =1,©-1 @I &-I &1 &I,
Ay=1,@-1, @1 _®I_®0, &0,
A=l ®-l @l 01 el &-I

26) A, =1, ©-1_®I -1 o-1 &l
Ay=1,©-1, @0, @0, 1 &I,
A=l @l @l 01 el &-I

27) A, =1,©-1_ @1 @-1_o-1 &l
Ay=1,©-1, @0, @0 &1 @I,
A=l @1 @l &1 el &-I

28) A, =1,©-1 @I ®-1_©-1 &l
Ay=1,®-1, ®0, ®0, @0, 0,
A=l @1 @l -1 0l &-I

29) A, =1,©-1, @1 ®I ®-1 &I
Ay=1, @1, @1 &I, &1 &1,
A=l @1 @l -1 &l &I,

30) A,=1 @-1 0-1, @l -1 @I,
A=1,®-1 @1 &1, D0, &0,
A=l @1 01, 6-1 &l &-I

31) A, =1 ©-1_0-1 0l -1 &I,

Ay=1,®-1 @I, @I, @0, @O0,
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A=l @1 ©l ©-1 &l &-I
32) A=l @-I @l &-I_o-l &I,
Ay=-1, @1, @0, @0 @I &I,
A=l 01 0l &1 &l &-I,
33) A,=1 @-I @l oI o &I,
Ay=-1,@1,_®0, @0 &1 @I,
A=l @1l &1 &l &-I
3)  A,=1 @-I @l &-I_&-1 @I,
Ay=-1,@1_®0, ®0,_ @0, ®0,
A=l 01, 01 ©-1, &l _&-I
35)  A,=1,@-1_®-1 &l &1 I
Ay=-1, @1 @I, &1 &-1 I,
A=l 01, @1 ©-1, &l &-1,
36) A,=1,@-1_®-1 &l &1 @I
Ay=-1, @1 @I, @1 ©0, &0,
A=l @1 @1 &I, &1 &I,
37)  A,=1,0-1_®-1 0l &1 &l
Ay=-1, @1 _®-1 @1 00, &0,
A=l 01 @1 &1 &l &1,
38) A,=1,@-1_©-1 &l &-1 I,
A,=0,©0 @I, ®-1 &1 @I,
A=l 01 @1 &-1 &l _&-1,
39) A, =1, @-1_0-1 &l &-1 @I,
A,=0,®0, @I, ®-1 ©0, ®O0,
A=l @1 @1 o1, &l &1,
40) A, =1, @-1_©-1 @l &-I I,
A

,=0,®0,_@-1 @I, ®0, ®0,
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A=l @1 @l &1 &l &I,
A1)  A,=-1, @1, 01 8l &-1 @I,
Ay=1, ©-1, @1 @I, @0, &0,

_Ira

Tablo 1° deki durumlarin incelenmesi asagidadir:

3), 6) ve 18) durumlarinda T, bir sifir matrisi oldugundan ele
alinmayacaktir.
1) durumunun ele alinmasiyla ¢, +C,+C, {1, -10} ve T, =T, =T,

sonuglari elde edilir. Benzer sonuglar 2), 4) ve 5) durumlarindan elde
edilir. Tiim bu sonuglarin birlesimi bize Teorem 1’in @) sikkini verir.

7) durumunun ele alinmasiyla,

(01),(42.4/2).(4/2,-4/2),
(C”%)e{m,—l),(]/z,—1/2»(—1/2,1/2)
sonuglar1 elde edilir. Benzer sonuglar 9), 10), 13), 14) ve 19)

durumlarindan elde edilir. Tiim bu sonuglarin birlesimi bize Teorem
1’in b) sikkini verir.

} ve T, =T,#=*I,

8) durumunun ele alinmasiyla,

(-1.2).(0.0),(1-2),
((:1 +C,, Cs) € {(0, _1) , (1, —1) : (L _1)

elde edilir. Benzer sonuglar 20) durumundan elde edilir. Tiim bu
sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin a’) sikkini verir.

} ve T, =T,#=xl, sonuglar

11) durumunun ele alinmasuyla,

(10),(01).(V2.42),(0.-1),(-10).
(62001720 {(—1/2'—1/2)'(1/2,—1/2%(—1/2,1/2)'(0,0)}
ve 1/2T,+1/2T, =T, sonuglari elde edilir. Benzer sonuglar 15), 16)

ve 17) durumlarindan elde edilir. Tiim bu sonuglarin birlesimi bize
Teorem 2’nin b’) sikkini verir.
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12) durumunun ele alinmastyla,

(-1,-2),(0,-1),(L.2),
(c,+¢,.C)€ {(0,1),(1,1),(—1, -1)

elde edilir. Benzer sonuglar 21) durumundan elde edilir. Tim bu
sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin C') sikkini verir.

} ve T, =T, #%£T; sonuglar

22) durumunun ele alinmastyla, (c,+c,,c,)e{(0,1),(0,-1)} ve
T, =T, # £T, sonuglar elde edilir. Benzer sonuglar 41) durumundan
elde edilir. Tim bu sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin d')

sikkin1 verir.

23) durumunun ele alinmasiyla,

(-L1D),(-Y2.2,), (-Y2.11/2), (i/2,~1/2,-D),
(c,C,.C) e

(L-1-1),(/2,-1,-12),(1,-1/2,-1/2),(-11/2,1/2)
sonuglar1 elde edilir. (c,c,,c;)=(-111) sonucu (5) esitliginde
yerine koymak bize —T +T,+T,=-TT,T, esitligini verir. Benzer
sonuclar 24), 29) ve 35) durumlarindan elde edilir. Tim bu
sonuglarin birlesimi bize Teorem 1’in C) sikkini verir.

25) durumunun ele alinmasiyla ,
(12,-Y2,1),(-/2,42,1),(3/4,-Y4,1/2),(~1/4,3/4.1/2),
Y4,/4,1/2),(1/2,-1Y2,-1),(-1/2.1/2,-1),(1/4,-3/4,-1/2),
34.4,-Y2),(Y4,Y4,-12),(3/4,-1/4-1/2).(-1/4.3/4,-1)2),
Y4,-1/4,-12),(14,-3/4,1/2),(-3/4,1/4.1/2),(-1/4,-1/4,1/2)
sonuglar1 elde edilir. (c,c,,c;)=(1/4,1/4,1/2) sonucunu (6)
esitliginde yerine koymak bize T, +T,+T,—(T,+T,)T} =TT,T,

(

esitligini verir. Benzer sonuglar 38) durumundan elde edilir. Tiim bu
sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin €") sikkini verir.
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26) durumunun ele alinmasiyla,

(-2,1,2),(-3/2,12,2),(-1,11),(-1/2,1/2,1),(2,-1,-2),
(€,€,,C) €1 (3/2,-1/2,-2), (L -1 -1), (42, -1/2,-1),(3/2,-1/2,-1),
W2.Y2,-1),(-1/2,-12,1),(-3/2.1/2,1)
sonuglart elde edilir. (c;,c,,c;) =(—2,1,2) sonucunu (6) esitliginde
yerine koymak bize —T, +T, +3T, +(T, - 2T, )T, = 2T,T,T, esitligini
verir. Benzer sonuglar 27), 36) ve 37) durumlarindan elde edilir.
Tiim bu sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin f') sikkin1 verir.

28) durumunun ele alinmasiyla,

(01,02,03)e{(—1/2,—1/2,2)1(1/2,—1/2,1)’(—1/2,1/2,1)1(1/2,1/2,—2)’ }
(4V2.-2,1).(-42.42,-1), (42 /2,2). (-2, 4/21)
sonuglart elde edilir. (c,c,,c;)=(1/2,1/2,-2) sonucunu (6)
esitliginde yerine koymak bize -3T,+2(T,+T,)T] =TT,T,
esitligini verir. Benzer sonuglar 40) durumundan elde edilir. Tiim bu
sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin g") sikkini verir.

30) durumunun ele alinmasiyla,

(2,1,-2),(1L,1,-1),(3/2,1/2,-1),(-1/2,/2,1),(-2,-1,2),
(€,€1,C) €1 (L -12), (¥2,-1/2, 1), (-3/2,-1/2,), (-3/2,-1/2,2),
(-2,-1/2,1),(3/2.1/2,-2), (/2,1/2,-1)
sonuglar1 elde edilir. (c,,c,,c;) =(2,1,—2) sonucunu (6) esitliginde
yerine koymak bize T,+T, 3T, +(2T,+T,)T; =2T,T,T, esitligini
verir. Benzer sonuglar 31), 32) ve 33) durumlarindan elde edilir.
Tim bu sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin h") sikkini verir.

34) durumunun ele alinmasiyla,

(-Y2,-Y2,-2),(4/2,-Y2,-1),(-1/2,1/2,-1),(1/2,1/2, 2),}

(C1’C2’C3) e{
(V2,-422),(-Y2.23), (42, 42.1) (Y2, -1/2.1)

133




Emre KISI - Elif GURER

sonuglart elde edilir. (c,c,,c;)=(1/2,2/2,2) sonucunu (6)
esitliginde yerine koymak bize 3T, +2(T,+T,)T=-TT,T,
esitligini verir. Benzer sonuglar 39) durumundan elde edilir. Tiim bu
sonuglarin birlesimi bize Teorem 2’nin i) sikkini verir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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