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OZET

Bu c¢alismada, fiberlerle takviye edilmis viskoelastik bir kompozit
ortama ait gerilme biinye denklemine homojen deformasyon
uygulanmistir. Bunun i¢in 6nce deformasyon geometrisi incelenmis ve
gerekli kinematik bagintilar elde edilmistir. Kompozit ortamda 4 ve B
vektorleriyle gosterilen dogrusal fiberler kullanilmistir.

Daha sonra homojen deformasyonda kullanilacak olan biiyiikliikler
ve kompozit ortamdaki kisitlamalar1 veren ifadeler elde edilmistir.

Bundan sonra ortaya ¢ikan kinematik kisitlamalar altinda homojen
deformasyona maruz kalan bir kompozit ortamin gerilme analizi
yapilmistir. Elde edilen gerilme bilesenleri daha sonra sikismazlik ve

uzamazlik kisitlamalarindan dolay1 ortamda olusan p, I, , T,
reaksiyon gerilmelerinin bulunmasinda kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fiber vektorii, kompozit ortam, viskoelastik,
gerilme, homojen deformasyon.

A HOMOGENEOUS DEFORMATION IMPOSED ON A
VISCOELASTIC CONTINUUM REINFORCED BY FIBRES

ABSTRACT

In this study; the homogeneous deformations were applied to the
stress constitutive equations for the viskoelastic composite medium.
First, the deformation geometry was studied and the relevant kinematic
relations were obtained. In the composite medium, straight fibres
denoted by 4 and B were used.
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Under the defined restrictions the stress analysis was made for the
composite medium subjected to the homogeneous deformations. For the
stress analysis purposes the medium was assumed to be homogeneous.

The stress components of this composite medium were used for

obtaining the arbitrary values P, Ta 5 7}, , the reaction stresses,

representing incompressibility and inextensibilities, respectively.
Key words: Fibre vector, compozite continuum, viscoelastic,
stress, homogeneous deformation.

1. GIRIS

Kompozit malzeme denildigi zaman iistiin 6zelliklere sahip bir
malzeme olusturmak iizere mikroskobik diizeyde iki veya daha fazla
malzemenin birlestirilmis hali anlagilir. Genel olarak kompozit
malzemeler:

- Fiber takviyeli kompozitler,

- Tabakali kompozitler,

- Parcacikli kompozitler

olmak tizere ii¢ tlrlii olusturulurlar. Burada fiber takviyeli viskoelastik
bir kompozit ortam ele alinmigtir. Boyle bir ortama ait gerilme biinye
denklemi, daha Onceki bir calismada arastirmaci tarafindan elde
edilmistir [1]. Bu c¢aligmada; Spencer’in elastik bir kompozit ortamin
homojen deformasyonlari i¢in inceledigi 6rnek problem [2], arastirmaci
tarafindan viskoelastik bir kompozit ortama uyarlanmistir.

2. DEFORMASYON GEOMETRIiSIi VE KINEMATIK
BAGLAR

Kelvin-Voigt tiirlinde viskoelastik, fiberli bir malzeme i¢in gerilme
bilinye denklemi:

ty =—-poy+Taca, +T,b,b, +17,
=0T Ty =0yt el utply (2.1)

seklinde elde edilmistir[1]. Burada A ve B fiber ailelerinin
uzamadigrt ve ortamin sikistiramadigr  kabul edilmistir. (2.1)
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denkleminde, 57 ,; ile gosterilen elastik gerilme asagida goriildiigii
gibi nonlineer bir sekilde elde edilmistir [1].

x X x |, E _
= 2(51+[ 3 ] 232c o +257(akclrlar +a,ckrlar)

+21% jz (becy'b, +bcy'b, )+ 4, %cosZ(D(akb, +ab,)
9

123 _ _ _
+2, —cosch(akc,jb, +a,c'b +bc;'a, +bcla )+22b Zbb 22
dy, dg

p T ile verilen disipatif gerilme ise, d deformasyon hizlari
tansoriline gore lineer olarak asagidaki gibi elde edilmistir [1].

Ty :[}uvé‘kl +ca,a,+dbb, +d, A, cosqu(akbl +b,a, ) ] d,.
2ud, +[c15 +¢,a,a,+co b b + [, A, 0082(1)(a b, +b,a ) ] ad,a,

1 l] ]

Hd, 4,8, +cndaa, +dy Abb, + o 4, cos2 @ (abh +ha) | bd,b,
+2d,, A, co2® 5, +2 11,4, cos2 ®a,a, +2 f5, A, cos2 db,b,
+2/12h(ﬁ12 +7,,C08° 2 d )(a b, +b.a ) ]al oy (2.3)

Bu c¢alismadaki kompozit ortamda A4 ve B vektor alanlariyla
gosterilen dogrusal fiberler Sekil 1 ‘de gorildiigi gibi dagilmistir.
Fiberlerin her biri deformasyondan oénce X, ekseni ile @ acist
yapmaktadir. X, ekseni X,X, diizlemine dik segilmistir. Ayrica X,
ve X, eksenleri de X;’e dik olup farkli ailelere ait dogrusal fiberlerin

actlortaylarini teskil etmektedir. Buna gore deformasyondan Onceki ve
sonraki fiber dagilimi asagidaki denklemlerde gosterilmistir [2].

A" =[cosCD,sinCD,0 ] , BT =[cos(D,—sinCD,0],

= [cos@.sin,0],b" = [cosg,—sin¢,0] (2.4)
Ote yandan homojen deformasyon, ¢ zamani gostermek iizere,
x,=2,(0)X, ,x,=4,0)X, , x,=2;(0)X, (2.5)
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seklindedir[2]. Goriliiyorki A4 ,,4,,4, belli ise deformasyon bellidir.
Burada kullanilacak olan F ,C ,c ~' ve j gibi baz1 bityiikliikler:

A, 0 0
Deformasyon gradyani : F :[xk, K] =10 4, O
0 0 A,
(2.6)
A0 0
Green deformasyon tansorii: C=F'F=[ 0 A5 0 (2.7
0 0 A
Cauchy deformasyon tansérii : ¢ = C (2.8)
Sikismazlik sart1 : j= det FF = A 1,4, =1 (2.9)

seklinde, uzamazlik sartlar1 da ;
A fiber ailesi igin: G, 4.4, = A'CA=1 cos’ @+ 4 sin’ D=1 (2.10)
B fiber ailesi igin: G, BB, =B'(B=1 cos’ + L, s’ ®=1 (2.11)
seklinde hesaplanir. Kompozit ortamdaki bu kisitlamalardan dolay1 A,
‘lerden sadece bir tanesi keyfi olarak verilebilir. Ortam, kinematik
olarak buna miisaittir. Homojen deformasyondan dolayr @ agis1 ,

ortamin tiim noktalarinda sabit olup Sekil 1’de goriildiigii gibi noktadan
noktaya degismemektedir.

® = sabit (2.12)
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Sekil 1. Ortamdaki fiber dagilimu.

Deformasyon homojen oldugu i¢in deformasyondan 6nce dogrusal
olan fiberler , deformasyondan sonra dogrusal kalirlar[3].

cos¢ A, 0 0 [[cos®

a=FA4 , sing [=| 0 A, O | sin® (2.13)
0 0 0 A, 0
cos¢ A, 0 0 || cosd
b=FB , —sing|=| 0 A, O | —sin® (2.14)
0 0 0 A, 0

(2.13) ve (2.14) denklemlerinden deformasyondan sonraki fiber agilari
igin

a, =cos¢p=A,cos® , b =cosg=A1, cosD
a, =sing=A,sin® , b, =-sing=-4,sind
a, =0 , by =0 (2.15)

degerleri elde edilir. Deformasyondan sonraki fiberlerin agisini gosteren
@  degerleri de, homojen deformasyondan dolay1 noktadan noktaya
degismemektedir [3].

g=sabit , (p=®) (2.16)
(2.9),(2.10),(2.11) ve (2.15) ifadelerinden deformasyon geometrisi ve
deformasyon kinematigine ait su 6nemli noktalar tespit edilir [2].
i) Eger A,;>0 ve 1,0 ise; A, > sin2® ‘dir. Bu da X,

dogrultusundaki uzamanin smirsiz oldugunu, (13)mmi = sin2®

olmasi nedeniyle X, dogrultusundaki kisalmanin da sonlu ve simirh
oldugunu gosterir.
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Sekil 2. Fiberlerin birbirine dik olma durumu.

iy Ay= (/%)mim. =sin2®  degerini aldign zaman fiberler
birbirine dik olurlar (Sekil 2). .

iii) Fiberler deformasyondan oOnce birbirine dikse 2 = 90 ,
A, 21 ve (’13)mim’ =1 elde edilir. Bu da malzemenin X,

dogrultusunda uzayabilecegini ancak kisalamayacagini gosterir.
Burada elde edilen (2.15) esitliklerinden goriildiigii gibi

|a | = |b| = |A | = |B | =1 oldugundan agilarin degismesi

ancak birim fiber vektorlerinin déonmesi ile miimkiin olur. Diger
taraftan verilen deformasyonda hiz alanlar1 da asagida gorildigi

gibi elde edilmistir.
ox ' A
v, = =1, X,=""x, =v(x (2.17)
1 ot |, 1 7 1 1( 1)
ox , A,
v, = =1,X, = x, = v,(x,) @218
2 Of,t . 2 2 ],2 2 2 2
ox A
vas o = AaXs = o = v (xn) @)
X 3

Elde edilen hiz alanlarina bagli olarak hiz gradyani ve deformasyon
hizlar1 tansdriiniin matrisi de:

A9
/11
L=[v,,]=1] 0 j—z 0 | = [v(,{’,)] (2.20)
0 0 j—B
L 3
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seklinde elde edilmistir. L matrisi simetrik oldugundan, d deformasyon
hizlart matrisine esittir. Bu matris hesaplandiktan sonra sikismazlik ve
uzamazlik sartlarinin L matrisine getirdigi kisitlamalar :

V.v:trd:/11+/12+/1320 (2.21)
Ay A, A,
a’"La=a"da =0
(2.22)
b"Lb=b"db =0 (2.23)

seklinde elde edilmistir. Dikkat edilecek olursa (2.22) ve (2.23)
denklemleri ayn1 sonucu vermektedir.

/11 2 /12 -2
——CO0S + —=sin =0 2.24
7, ¢ 7, ¢ (2.24)

A
(2.24)  denkleminden  gorildigi  gibi v, = /1—1 >0 ise,

1

= —2 <0 ‘dir. Bu da x, dogrultusundaki bir uzamaya daima

2
x , dogrultusundaki bir kisalmanin eslik ettigini gosterir. Yukaridaki

(2.24) denkleminden
ﬁ’ 1 ﬂ“ 2

Vi

I Ztg2¢ (2.25)
ve (2.21) denkleminden de

LENR TN (2.26)

ﬂ“ 3 /11 ﬂ“ 2 .
esitlikleri elde edilir. (2.25), (2.26) ‘da yerine konursa
Vs =j—z=j—jtg2¢—j—j= (tg2¢—1)i—z (2.27)

bulunur. (2.25) ve (2.27) denklemleri deformasyonun herhangi bir hali
icin yorumlanirsa su kinematik bagintilar gecerli olur:

96



/13>0,tg2¢ <l,p <457
ﬁ’l 12 . l 3
—>0,—~<0 ise: (2.28)
4 A i <0,tg’¢ >1,p >45°

3
Bu da deformasyondan sonraki fiber agisina bagli olarak x,

dogrultusunda genlesme veya daralmanin meydana gelebilecegini
gostermektedir.

3. GERILME DAGILIMI

Ortaya c¢ikan belli kinematik kisitlamalar altinda homojen
deformasyona maruz kalan Sekil 1 ’deki gibi bir kompozit ortamin
gerilme analizi i¢in bir basitlestirici/6gretici durum g6z oniine alinmigtir.
Cismin homojen oldugu ve ayn1 zamanda X; = sabit  diizlemine gore
mekanik O6zellikler bakimimndan da ayna simetrisine (reflection) sahip
oldugu varsayilmistir.  Gerilme dagilimi, bu diizlemlere gore ayna
simetrisi altinda invaryant kalacagindan, ¢ koordinat transformasyon

matrisi olmak iizere,

X, =x Xy, =X, , X3=-—X4 (3.1)
1 0 0

0=|0 1 0 , 0=0"=0" (3.2)
00 -1

' =007 =1 (3.3)

ifadeleri elde edilir. (3.3) ifadesinin a¢ik sekli yazildiginda

T, =17,, =0 (3.4)
oldugu goriiliir. Bu da bagimsiz gerilme sayisini altidan dorde indirir.
Homojen deformasyonlar dogru ¢izgileri dogru cizgilere , elipsleri

elipslere, elipsoidleri  elipsoidlere, vs tasir [3]. Dolayisiyla 7y,

A, D, ¢ ve A,B.,a,b  vektorleri konuma bagh olmazlar. (2.1)
denklemi ile verilen toplam gerilme ifadesi matris notasyonu ile

97



t=-pl+T,aa” + T,bb" + ¢ (3.5)

seklinde yazilir. Burada 7 ‘nun 7= T+ 5T oldugu hatirlanir ve

deaa’ ,bb d degerleri yerine konursa gerilme bilesenleri verilen
koordinat sisteminde agagidaki gibi elde edilir.

ty =—p+(T, +T,)cos’ g+ 17, (3.6)
Iy :_p+(7:1 +7;)Sin2¢+722 (3.7
[ =—p+75

(3.8)
t, = (Ta—Tb)sin(/ﬁcos¢+r12 (3.9)
tyy = Ty =0 (3.10)
t;, =75 =0 (3.11)

Diger taraftan (2.1) denklemiyle verilen toplam gerilme ifadesi denge
denklemini (f Kl Lk =0) saglamak zorundadir.

tyy=-p,+71,a,a,+1T,,b,b,=0 (3.12)
Burada , cisimsel ve atalet kuvvetleri ihmal edilmektedir. (3.12) ‘den
goriildigi gibi  p, 1., 1, i¢in segilen keyfi sabit degerler igin
denge denklemi saglanir.

p=k , T =k, |1, =k, (3.13)
Ote yandan,
Ilrt = 7,4, = 0 (stkigmazlik sarty) (3.14)

a'ta =1 uad i a, = 0 (A fiber ailesi i¢in uzamazlik sarty) (3.15)

b'th =t b b, =0 (B fiber ailesi i¢in uzamazhik sart;) (3.16)
kisitlamalarina, (2.4); ve (2.4)4 esitlikleri yerlestirilirse
Ty + 7y +753=0 (3.17)
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7, =0 (3.18)
T, c08° ¢+ 1, sin’ ¢ =0 (3.19)
denklemleri bulunur. Bu denklemlerden de;
2
T, =—Typlg ¢
(3.20)
2
Ty = Tzz(fg ¢—1) 3.21)

esitlikleri bulunur. (3.18), (3.20) ve (3.21) esitlikleri (3.6) , (3.8) ve
(3.9) °da yerine yazilirsa gerilme bilesenleri asagidaki gibi elde edilir.

t,=—-p+ (7; + ]}))cos2 - 1,187 ¢ (3.22)
tyy, ==p+ (T, +T,)sin’ ¢ + 7,, (3.23)
by =—p+75(1g74 1) (3.24)
t, = (Ta - ]}))singzﬁcosgb (3.25)

Burada elde edilen gerilme bilesenlerinden sadece bir tanesi
bagimsiz  olup diger U¢ gerilme keyfidir. Bu  keyfilik

P s T a T , keyfi reaksiyon gerilmelerinin bulunmasi igin
kullanilabilir. Bu amagla keyfi olan ii¢ gerilme &y =ty =1, =0

seklinde segilip (Bu, X, dogrultusunda tek eksenli gerilme hali

demektir.) , (3.22), (3.23), (3.24), (3.25) gerilme bilesenlerinde yerine
konursa

p=r1y=1y(1g"¢-1) (3:26)

tz _2 o o
=T :{ g ¢ }22 ,(2¢ #0°,90 ) (3.27)

cos” ¢—sin’ ¢
reaksiyon gerilmeleri bulunur. Bulunan p,T u T, » degerleri (3.6) ‘da
yerine konursa

1, =27 zz(l—l‘g2¢—00tg2¢) (3.28)
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gerilmesi elde edilir. O halde verilen sekilde fiberlerle takviye edilmis
olan ve X; dogrultusunda tek eksenli bir gerilmeye maruz kompozit
ortamdaki gerilme dagilimi

t =2T22(1—fg2¢ — cot g2¢) (3.29)
0 0
by =ty =1, =t =1; =0 , (¢¢0 , 90) (3.30)
seklinde elde edilir. Bu denklemlerde goziiken 7, degeri de

Typ=plTontplay (3.31)
formunda oldugundan, (1.2) ve (1.3) ile verilen biinye denklemlerinden
bulunur.

Burada ele almman problem Spencer’in Sekil 1’de gosterilen
problemiyle aynidir. Bu problemde Spencer, elastik bir kompozit
malzemeyi diisiinmils ve toplam gerilmenin biinye denklemiyle elde
edilecek terimleri lizerinde herhangi bir islem yapmamistir. Gerilmenin
bu kismini reaksiyon gerilmeleriyle birlikte toplam gerilme ifadesinin
sag tarafinda biinye denklemleriyle bulunmak tlizere muhafaza etmistir.

Dolayistyla bu sathaya kadar Spencer ve arastirmaci tarafindan
yapilan iglemler, malzemenin biinyesine bagli olmayan islemlerdir.

Arastirmaci tarafindan Spencer’in problemi fiber kinematigi de
islenerek viskoelastik bir kompozit malzeme i¢in ¢6ziilmiis ve gerilme
dagilimi bulunmustur. Bundan sonra (1.3) denkleminde sikismazlik ve
uzamazlik sartlari

A, =l . d =0 a’da=0 ,b"db=0 (3.32)

denklemlerinde yerine konup, (1.2) ile toplandiginda bu problem igin
kullanilacak toplam gerilme ifadesi bulunur| 4-6 ].

r =2 Z% +2£([1c_1 — c_z)+2£(aaTc_l + c_laaT)
oI, a1, oI

+25—Z(bch‘1 +c'bbT )+ o cos2® (ab’ +ba')
oI, o1,
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+ ;£00s2(13(cszc1 +c'ba” +ba’c + cilabT)+2,uvd
10

+2[d12cos2CD] + f,co0s2®aa’ + f, cos2®bb’

+(B12 + 72 cos 20 )(ab” +ba )]a"db (3.33)

(3.33) denklemindeki 4, , d 12 flz . f 21 ,31 ) Ve Y ,, katsayilar yalniz

cos2®, O ve X ’e baghdir. Gene bu ifade , (2.4); , (2.4)4 ,(2.8) ve
(2.18) esitliklerinin kullanilmasiyla A;, 4>, 4; cinsinden bulunur ve

buradan da 7, gerilme bileseni agagidaki gibi elde edilir.
x ., o ) 2\ 12 Z 5 ., ., .o,
=2— 2— 4— 4—
T, y, A5+ 2[(/13+/11)12]+ : A, sin” ¢+ 8/12 sin” ¢

27X 052D sin ¢ — 422
0,,19 CcoOS Sin 0,,110

4—2[&112 cos2d +(f12 + f21)0052®sin2 )

A
A cos2®sin’ ¢ +2,uvZ2

~2( B, + 7 cos 20) sin ¢ ]2%cos2 y (3.34)
Boylece X; dogrultusunda tek eksenli gerilmeye maruz fiberli

viskoelastik kompozit ortama ait gerilme dagilimi (3.29) ile (3.34)

denklemlerinin birlestirilmesiyle agsagidaki gibi elde edilir.

b = (1-1e0- cotgw){a%zz L
1 2 7

A
+8£ A, sin’ ¢—4£ cos2¢sin® ¢ —8 x A, cos2®sin® ¢ +4u, =
ﬂg ﬂ9 10 12
%

SZCOSZ ¢[d12 052D+ ( £, + 1) cos2sin® ¢

—2(,6’12 +¥,, cos’ 2CD) sin” ¢] (3.35)
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SEMBOLLER:

A ,a

102

:A- fiber ailesinin deformasyondan 6nceki

ve sonraki fiber dagilimi
:B- fiber ailesinin deformasyondan dnceki

ve sonraki fiber dagilimi
:Green ve Cauchy deformasyon tansorleri ve

matrisleri
:Piola ve Finger deformasyon tansorleri ve
matrisleri
:Deformasyon hizlar1 tansorii
:Lagrange (maddesel) strain tansorii ve
matrisi
:Euler (uzaysal) strain tansorili ve matrisi

:Deformasyon gradyani matrisi
:Maddesel (Lagrange) ve uzaysal (Euler)
koordinatlarda birim vektorler
:Deformasyon jokobiyeni

:Hiz gradyan1 matrisi

:A- fiber dagilimi tansorii

:Hidrostatik basing

:B- fiber dagilimi tansorii

:Fiberlerin uzamazligindan kaynaklanan
reaksiyon gerilmeleri

:Maddesel ve uzaysal koordinatlarda
gerilme tansorleri ve matrisleri
:Maddesel ve wuzaysal koordinatlarda elastik
gerilme tansorleri

:Maddesel ve uzaysal koordinatlarda
disipatif gerilme tansorleri
:Transformasyon matrisi

:Maddesel ve uzaysal koordinatlarda kronecker
deltasi



A a A b :a ve b fiber ailelerinin uzama oranlari

A Ay A, :Asal dogrultudaki asal germeler

PosP :Deformasyondan onceki ve sonraki kiitle
yogunlugu

)Y :Gerilme potansiyeli

Oy :Toplam reaksiyon gerilmesi

T :Gerilme-biinye dagilimi matrisi

b :Deformasyondan once fiberlerin X; ekseni ile
yaptig1 aci

@ :Deformasyondan sonra fiberlerin x; ekseni ile
yaptig1 aci

Xi,x, (K ,k:1,2,3) :Maddesel ve uzaysal koordinatlar
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