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Bu makalede bir boyutlu sonlu lineer hiicresel doniisiimler iizerinde ¢alisiyoruz. Sifir Sinir Sart1 altinda yerel
kurallar yardimiyla temsili matrisi elde ettik. Elde edilen bu matrislerin sonlu cisimler iizerinde hangi sartlar altinda
tersinin olup olmadigini veren bir algoritma tanimladik. Bu ayni zamanda bize hiicresel doniisiim ailesinin
terslenebilirligi hakkinda fikir veriyor. Son olarak hiicresel doniisiimlerin bu ailelerine bazi 6rnekler veriyoruz.
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ABSTRACT

In this paper, we study one dimensional finite linear cellular automata. We obtained the representative matrix with
the help of local rules under the null boundary condition. We have defined an algorithm that gives whether these
obtained matrices have an inverse on finite fields under what conditions. This also gives us an idea of the
reversibility of the cellular automata family. Finally, we give some examples of these families of cellular automata.
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I. GiRiS

Literatiirde cellular automata ya da automata theory olarak adlandirilan hiicresel doniistimler (Kisaca CA)
ilk olarak Stanistaw Marcin Ulam ve Macar asilli Amerika vatandasi matematik¢i John von Neumann’in Karsilikli
calisma ve tartigmalar1 sonucu Ortaya ¢ikmustir. Neumann (1966) [7], DNA’nin kendini kopyalamasindan hare-
ketle iki boyutlu 29-durumlu ve kendi adini tagtyan dort hiicreli (merkez hiicre ile beraber bes hiicreli) 6zel
komsulugu (Neumann komsulugu) kullanan 6zel bir hiicresel doniisimii bilim diinyasiyla tanistirdi.
Aragtirmacilar kompleks bir yapinin hareketlerini modellemek i¢in CA’nin arastirilmasina ilgi gosterdiler.
Hedlund (1969) [5 ], CA’nin baz1 6zel kurallarinin kaotikligini arastirdi. 106 kuralinin topolojik olarak karigik
olan ve pozitif topolojik entropiye sahip kaotik bir alt sistem tanimladigim buldu. Wolfram (1983) [9], polinomlar
araciligiyla bir boyutlu CA’y1 cebirsel olarak arastirdi. Hiicresel doniisiimlerin istatiksel mekanikte kendiliginden
diizenini aragtirmak igin basit matematiksel modelleri kullandi. Das ve ark.(1993) [3] tarafindan, matris cebirleri
kullanilarak bir boyutlu CA karakterize edildi ve lineer CA’nin incelenmesi igin yeni bir metot gelistirildi. CA’nin
yapisi diger ¢alismalardan ayr1 olarak polinom cebirleri yardimiyla incelendi. Ayrica, makalede daha ¢ok hybrid
(melez) CA lar tizerine odaklanildi. CA’nin temsili matrislerinin terslenebilirligi hakkinda algoritmalar verildi.

Hiicresel doniisiim c¢alisirken en 6nemli problemlerden biri hiicresel donisiimiin terslenebilir olup
olmadigidir. Hiicresel doniisiimlerin terslenebilirligi konusu ¢ok dnemlidir. Ciinkii CA terslenebilirse onun ilk
formuna doniis yapilabilir. Bu durumdan da birgok bilim dali fayda saglayabilir.

Hiicresel doniistimlerin terslenebilirligi {izerine birgok ¢aligma yapilmistir. Cinkir ve ark., (2011) [2] bir
boyutlu hiicresel doniisiimlerin terslenebilirligini, sonlu cisimler {izerinde ve periyodik sinir sarti altinda
incelediler. Yar1 ¢ap 2 olarak alindi. Global gegis fonksiyonu yardimiyla elde edilen matrislerin terslerinin olup
olmadigim belirlediler. Bu sayede eger matris terslenebilirse hiicresel doniistimiinde terslenebilir oldugu gosterildi.
Del Rey ve ark. (2011) [4] tarafindan yapilan ¢alisgmada bir boyutlu hiicresel doniistimlerin terslenebilirligi Z,
cismi Uzerinde gosterildi. Pentadiagonal bir matris formunun bir karakteristik matrisi tarafindan tanimlanan
hiicresel doniisiimiin terslenebilirligi determinant yardimiyla elde edildi. Chang ve ark., (2020) [1] tarafindan
intermediate simir sart1 altinda bir boyutlu hiicresel doniisiimiin tersinin varligi ¢esitli algoritmalar elde edilerek
gosterildi. Karakteristik matrisin yapisin1 gozlemleyerek sonlu cisim iizerinde lineer hiicresel doniisiimlerin
terslenebilirligi incelendi. Siap ve ark., (2013) [8] yilinda yayinladiklari ¢alismada yar1 gapt 2r+1 alarak bir
boyutlu hiicresel doniigiimiin terslenebilirligini incelediler. Bu ¢alisma periyodik sinir sarti altinda yapildi. Ayrica
devirli kodlarin iirete¢ matrisi ile hiicresel doniigiimiin kural matrisi arasinda bir iligki belirlendi. Boylece hiicresel
donisiimlerin tersinirlik probleminin, cebirsel kodlama teorisi araciligiyla belirlenebilecegi gosterildi. Akin (2021)
[13] de yaptig1 calismada yarigap 4 alarak periyodik sinir sart1 altinda 9-devirli bir boyutlu hiicresel doniisiimlerin
terslenebilirligini inceledi. Terslenebilirlik kriterlerini katsayilar ve kural matrisi yardimiyla belirledi.

Bu ¢alismada bir boyutlu hiicresel doniistimiin terslenebilirliginin, sifir sinir sart1 altinda ve 6zel bir yere
| kural yardimiyla Z, cismi iizerinde en genel halini verecegiz. Hiicresel doniisiimiin terslenebilir olup olmadigi-
n1 aragtirmanin, onun karakteristik matrisinin terslenebilirliginin arastirilmast ile esdeger oldugu gosterilecektir.

Il. MATERYAL VE YONTEM
Zm = {0,1, 2,....m —1} halkasi verilsin. X = (Xn )::1 iki tarafli sonsuz bir dizi olsun. Bu sekildeki
dizilerin uzay1 qu ile verilsin. Yaricapi r olan f lokal kurali f ZZﬁqr+1 — Z_ olmak iizere
i=r
f(x_r,...,x,):(ZWixij(modm) )
i=—r

Denklem (1) ile tanimlansin. Burada W, € Z_dir. Bu f lokal kurali ile iiretilen F ZZE1 —)Zi ye
toplamsal (additive) CA denir ve Denklem (2) ‘deki gibi ifade edilir(Siap ve ark,2011) [11]:

Fx :(yn):?_ow* yn = f (Xn—r""’xn+r):(ivvixnﬂj(mocj m) (2

i=—r
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Z, cismi iizerinde tanimu verilen bir boyutlu CA yapis, her hiicrenin degeri 0 veya 1 olarak alinan hiicre

veya bloklarin orgiisii gibi diigiiniilebilir. Eger I =lalimirsa, bu halde hiicrenin bir sonraki ge¢is durumu
kendisine ve diger iki komsusuna bagli olarak elde edilebilir.. Hiicreler sadece lokal komsuluga bagh belli
kurallara gére ayrik zaman adimlarinda evrilebilir.

Matematiksel bakis agisiyla i. hiicrenin bir sonraki gecis durumu (i-1)., i. ve (i+1). hiicrelerin o anki
durumunun bir fonksiyonu olarak temsil edilebilir. f yerel kurali ile iiretilen bir CA

i (t +l) = F(p; (1), 0., (1), 9,4 (1)) (3)
Denklem (3) ile ifade edilir (Khan ve ark,1997) [10].

Tamm 1(Ko6roglu,2012) [6] Bir hiicresel doniisimde her zaman adimi ayni tiirden geometrik sekillerin bir
dizisinden olusur. Bu dizilerin her birine o zaman adimindaki konfigiirasyon denir.

Tamm 2 (K6roglu,2012) [6] Bir hiicresel doniisiimde t-zaman adimindaki bir konfigiirasyonu M &[] olmak
tizere t + M -zaman adimindaki baska bir konfigiirasyona déniistiiren fonksiyona global gegis fonksiyonu denir ve
F= < fl, f?_,..., fn> ile gosterilir. Burada N € Z" baslangi¢ dizisindeki hiicrelerin sayist ve fi =12,..,n
ler de yerel gecis fonksiyonlaridir.

Tamm 3 (Khan ve ark,1997) [10] Eger sonlu 1D CA konfigiirasyonunun biitiin hiicrelerine aym kural uygulanirsa
0 zaman CA’ya tekdiize veya diizenli CA denir.

Tanim 4 (Khan ve ark,1997) [10] Eger sonlu bir 1D CA konfigiirasyonunun farkli hiicrelerine farkli kurallar
uygulanirsa bu CA’ ya hybrid (melez) CA denir.

Tamim 5 (Ko6roglu,2012) [16] I' < N komsuluk yari¢ap1 olmak iizere N'= I:X;, X; yeeey X;:' , { -zaman adimindaki

konfigiirasyon olsun. Eger her { -zaman adimimdaki dizinin sol bastaki teriminin soluna I' tane sifir ve sag bastaki
teriminin yanina da I tane sifir eklenerek sirasiyla sol ve sag bastaki hiicrelerin sola dogru ve saga dogru
komguluklar1 belirleniyorsa bu smir sartina sifir sinir sart1 (null boundary condition) denir ve Sekil (1)’deki gibi
gosterilir.

—-
—-

Ol . lo x| % | .| x%|9]. o0

r- tang sifir r- tane ‘sifir

Sekil 1. Sifir Sinir Sart1
I1l. BULGULAR

N'= I:X;, X; yeeey X;:' t. zamandaki bir boyutlu hiicresel déniisiimlerin bir konfigiirasyonu olsun. N 0

baglangi¢ konfigiirasyonu olsun. Bir boyutlu hiicresel doniisiimler i¢in ¢esitli komgsuluklar vardir. Bu ¢alismada
uygulama alani en fazla olan en yakin komsuluk modeli kullamldi. Bir boyutlu hiicresel doniisiimlerin temsili
matrislerini elde ederken bu ¢alismada yarigap 1 olarak alindi. P = 2 asal sayilar olmak iizere toplama ve ¢arpma

iglemi altinda iyi tanimli asagidaki lokal kural Denklem (4)’deki gibi tanimlandi.

WX +W,x; mod p, i=1

X = Wl)(iti1 +W2Xit +W3x.t mod p, 2<i<n-1 4)

i i+1

t t s
WX, ;+W,X, mod p, i=n

W, W, W, € ZP \O ve X\ i. hiicrenin t zamandaki durumunu gosterir. Simdi sifir sinir sart1 altinda 1D CA’ y1
Denklem (5)'deki gibi tanimlayalim.
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O[x;,x;,...,x;]OaO[x{*l,x;*l,...,x;*l]o (5)

Burada Xit € Zp dir. Bu ¢aligmada hiicresel doniistimler sifir sinir sart1 altinda tamimladigimiz lokal kurallar
yardimiyla karakterize edildi. Bir boyutlu hiicresel doniisiimlerin terslenebilir olup olmadigini aragtirmak igin,
karakteristik matrislerden yararlanildi. Bir boyutlu hiicresel déniisiimlere sifir siir sarti altinda karsili gelen T
karakteristik matrisi yukaridaki Denklem (4)’den faydalanilarak asagidaki gibi bulunur:

w, w, 0 0 .. 0 O O

w, w, w, O 0 0 O

0w w, w 0 0 O

0 0 w w, 0 0 O

T, = (6)

0 0 0 O w, w, 0
0 0 O wW,oow, W,
o 0 0 0 .. 0 w w)

Burada Denklem (4)’den faydalanilarak N' konfigiirasyonu ve T, karakteristik matrisi arasindaki iliski
asagidaki gibi Denklem (7) ile ifade edilebilir:

(N”l)T =T (Nt)T mod p @

n

Eger T, matrisinin tersi varsa;
(Nt)T :Tnfl(Ntﬂ)T mod p (8)

Denklem (8) ile ifade edilir. Bu yiizden, bu ¢alismanin temel amac1 T, matrisinin hangi durumlarda
tersinin olup olmadigini incelemektir. Denklem (5)’deki gibi bir boyutlu sonlu hiicresel doniisiimlerin ancak ve
ancak onun karakteristik matrisi olan T, ‘nin tersi mevcutsa terslenebilir oldugu bilinmektedir. Eger T, * nin ranki

tam ise T, karakteristik matrisi terslenebilirdir. Bununla birlikte T, terslenebilirse, Denklem (5)’deki doniigiim

yani bir boyutlu sonlu hiicresel doniigiim de terslenebilirdir. Aksi durumda Denklem (5)’deki doniisiim terslenemez
bir doniisiimdiir.

Karakteristik matris (kural matrisi) igin bir drnek verelim. Kabul edelim ki N =5 olsun. Bu takdirde 5.
Mertebeden T, Kkarakteristik matrisi elde edilir. Asagidaki gibi sifir stir sarti altinda 1x5boyutunda bir

konfigiirasyonu ele alalim.
t t t t t
O[x1 X, X3 X, x5]0
Yukaridaki konfigiirasyon bilgi matrisi olarak da bilinir ve asagidaki sekilde gosterilir:
t
<]

Yukarida verilen vektdriin biitlin hiicrelerine lokal kural uygulanirsa, [X ]:;

t

[XT=[x % % X

yeni bir bilgi matrisi elde

edilir. Bu bilgi matrisinin girisleri asagidaki gibidir:
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t t t+1
W2X1 +W3X2 - Xl

t t t t+l
Wi X + W, X5 +We X — X,

t t t t+1
W, X5 + W, Xg + WX, —> X

t t t t+1
W, X5 + W, X, + Wy Xs —> X,

t t t+1
W, X, + Wy Xs —> Xg

Boylece 5. Mertebeden T, karakteristik matrisi asagidaki gibi elde edilir.

w, w, 0 0 O

w, w, w, 0 O
T.=0 w w, w, O

0 0 w w, w

0 0 0 w w),

A. Sifir Stnir Sarti Altinda Bir Boyutlu Hiicresel Déniisiimlerin Terslenebilirligi

Hiicresel doniigiimlerdeki temel problemlerden biri de terslenebilirliktir. Eger hiicresel doniisim
terslenebilirse, hiicresel dontisiimiin baglangigtaki yapis1 belirlenebilir. Dogrusal olmayan durumlarda hiicresel
doniistimlerin terslenebilirligi ¢ok zor bir problem olarak karsimiza ¢ikar. Bununla birlikte sonlu lineer hiicresel
doniistimler bir matris ile temsil edilebildiginden dolayi, ¢esitli sinir sartlar altinda tersleri incelenebilir. Boylece
cebirsel 6zellikler kullanilarak sonlu cisimler {izerinde terslenebilirlik problemi ¢alisilabilir.

Bir boyutlu lineer hiicresel doniisiimleri sifir sinir sart1 altinda karakterize etmek igin, Z p Cismi iizerinde

matris cebirlerini kullanarak, hiicresel donlisiimiin hangi sartlarda terslenebilir olup olmadigini belirleyen
algoritmay1 asagidaki Teorem 1 yardimu ile verelim.

Denklem (6)’daki matrisin rankini hesaplamak i¢in matrise elementer satir ve siitun islemleri uygulayarak
Denklem (9)daki gibi yeni matris elde edilir:

wilw, 1 0 0 0 o 0
wily wilw, 1 0 0 o 0
o wilw wglw, 1 0 0 0
To| o o wilw wglw, .. 0 0 o 9)
0 0 0 0 ..wglw, 1 0
0 0 0 .. wglw wilw, 1
0 0 0 0 w Wy xn

Teorem 1:N 2> 2 icin, Denklem (6)’daki gibi tanimlanan karakteristik(kural) matrisi ele alalim. 1, 5

asagidaki rekiirans denklemi saglarsa; |, =W, ,l, =W, ve

1
l2n-4 = W3 Wilpp7, n=3

1
Iong3 = W3 Wolpy 5 +lpn_4, N22

T, matrisinin ranki (n-1)+rank(l,, ) e esittir.
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, W, W
Ispat: n > 2iizerinden tiimevarimla ispati yapalim. N=2 i¢in T, :L ? 3j matrisine sahip

W, W

1 2

oluruz. Matrise elementer satir iglemleri uygulayarak yeni bir matris elde ederiz.
-1
T - W, W, 1
2 ~1:,,2 0
=W, W, +W,

71W2|_1 + |, ‘m rankina bagldir.

T2 matrisinin ranki, |1 =-W,

0
W, | matrisine sahip oluruz. Matrise elementer satir islemleri uygulayarak yeni

W2 W3
N=3i¢in T,=lwW, W,
0 w w,
bir matris elde ederiz.
W;'W, 1 0
T, = W;'W, wy'w, 1

~w;'w,l,+, 0 0

T3 matrisinin ranki, |3 =—-W; 1W2 |1 + |2 ‘nin rankina baghdir. Yani , rank T3 =2+rank |3 ’e esittir.

w, w, 0 O
- wow, w, 0 . o . .
Nn=4 icin T4 = matrisi elde edilir. Benzer elementer satir iglemleri uygulanirsa
0 w w, w
0 0 w w,
asagidaki matrisi elde ederiz.
W;'W, 1 0
T - WS W, Wy 11W2 } 0
0 wrw owow, 1
-w'wl,+1, 0 0o o0

T, matrisinin ranks, |5 = —W371W2|3 +1 , ‘nin rankina baghdir. Benzer sekilde devam edersek T, ’in
(n—=1). satirn (O,O,...,W3_1W1,W;1W2,1> dir. Tiimevarimsal olarak (N —2). satir1 —(|1) ile garpip son satira
eklesek son sat1r(0,0,...|4, |3,0,0) olur. Yeni elde etigimiz matrisin 2. satirini —(|2n_7)garp1p son satira
eklersek son satir (|2n74, |2n75, ...0,0,0, 0) olarak elde edilir. Son olarak yeni matrisin 1. satirinm —(|2n75) carpip

son satira eklersek son sat1r(|2n_3,0,...0, 0, 0,0) olur. Son elde ettigimiz matris ise asagida verilen Denklem
(10)°daki gibidir:
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wglw, 1 0 0
) lw1 1) 1w2 1 0

0 ) 1w1 1) 1W2 1

0 0 1) lw1 W3 Wy

0 0 0 0

0 0 0 0
lyn_3 0 0 0

rank T, =rank T'n =rank(|2n_3)+(n—1)

[=leNeNeNeNeNeNe oo Ne o N Nol
OO OO0 OO0 O0OO0OO0DODO0OOOFrrNDN
[=NeNeNeNeNeNeNe o NeNoNoN i t =)
OO OO0 OO0 O0OO0OO0OOOFr,r NMNNOO
OO OO O0OO0OO0ODO0OOOFR NNOOO

1
lon—3 = W3 Wolon 5 +1on_4

OO OO0 OO0 OOOF NNOOOO

O 0O OO OO O0OOFRPNNOOOOO

OO OO OO OFNNOOOOOO

O O OO OOFPMNMNNOOOOOOO

O OO OOFP NNOOOOOOOO

0 0
0 0
0 0
0 0
. W3T 1w2 1
vzt wylw,
0 0

OO O OFP NNOOOOOOOOO

o o o o

[N

OO OF NNOODODOOOOOOOo

nxn

OO FRPMNMNNOOODOOOOOOOOoO

Denklem (11) elde edilirken [12] numarali kaynaktan yararlanilmistir.

OFP NMNNOOOOOOOOOOoOOoOOo

P NDNNOOOOODOOOOOOoOOoOOo

NNOOODODOOOOOOoOOoOOoOOoOo

16x16

-1 -1
I29 =-Wwg W2|27 +|28 =-2 20+1=1

(10)

(11)

Ornek: n=16 , p=3alalim. Denklem (6)’daki matris dew; =1, w, = 2, wy = 2 alinirsa asagidaki T, matrisi elde edilir.

Teorem 1‘deki rekiirans denklemden kolayca matrisin ranki hesaplanabilir.

Bu takdirde T16 ‘nin ranki Denklem (11)’den (n-1)+rank(l,, 2)=15+1=16 olarak elde edilir. Bu durumda
matrisin ranki full oldugu i¢in matrisin terslenebilir oldugunu bize verir. Boylece karakteristik matrisimize karsilik
gelen hiicresel doniisiimiimiizde terslenebilirdir.

Sekil 2(a) ve Sekil 2(b) ’de rastgele bir baslangic konfigiirasyonu alarak,bir boyutlu hiicresel
doniigiimlerin  durum-gecis diyagrami ve onun tersi goOsterilmistir. T16 kural matrisi yardimiyla biitiin
konfiglirasyonlar hesaplanmistir. Boylece bir boyutlu hiicresel doniisimiin geriye yonelik evrimi elde
edilebilir. Baglangic konfigiirasyonu NO:(1022011200002100) olarak alalim. p=3vew =1 wy =2, w3 =2 olsun.

Burada mavi renkleri temsil i¢in 2, sar1 renkleri temsil i¢in 1 ve beyaz renkleri temsil i¢in 0 kullanilmstir. Sekil
2(a)’daki goriintilye durum gecis diyagrami, Sekil 2(b)’deki goriintiiye ise durum gegis diyagraminin ters
goriintiisti denir.
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Sekil 2(a). Durum-Gegis Diyagrami Sekil 2(b). Durum-Gegis Diyagrami’nin Tersi
IV. SONUCLAR

Hiicresel doniistimler {izerinde ¢alismalar son yillarda artig géstermistir. Calismada bir boyutlu hiicresel
doniisiimler ele alindi. Daha 6nceki calismalarda, farkli sinir sartlari altinda bir boyutlu hiicresel doniisiimler

incelenildi. Fakat bu ¢alismalar genellikle Z, ve Z, cisimleri tizerinde yapilmustir. Caligma, Zp cismi lizerinde en

genel halde yapildi. Bir boyutlu hiicresel dontisiimlerin yapisi sifir sinir sart1 altinda galigildi.

Hiicresel doniisiimlerde terslenebilirlik kavramu ¢ok 6nemlidir. Bununla ilgili Z, ve Z, cisimleri

lizerinde birgok ¢alisma yapilmistir ama bu ¢alismada Zp cismi lzerinde terslenebilirlik incelenildi.

Terslenebilirligin hangi sartlar altinda mevcut olup olamayacagini gosteren ¢ok 6nemli bir algoritma verildi. Bu
algoritma sayesinde bircok konu hakkinda fikir sahibi olunabilir. ( Kanserli Hiicreler, Trafik Isiklar1 vb.) Tleriki
calismalarda bu algoritma sayesinde yukarida bahsettigimiz alanlarla ilgili uygulamalar yapilabilir.

Calismanin son kisminda elde edilen algoritma ile ilgili uygulama yapildi. Cok yiiksek mertebeli
matrislerin ranklarini kolayca hesaplanildi. Bu durumdan faydalanarak hiicresel doniigiimlerin terslenebilirlikleri
hakkinda kolayca fikir sahibi olundu. Son olarak keyfi bir baglangic degeri alarak, tersi bulunan matrisin de
yardimiyla lokal kurallart tanimlayip bir boyutlu hiicresel doniigiimiin Durum-Gegis Diyagramini ve onun tersini
gosteren sekiller elde edildi. (Sekil 2(a) ve Sekil 2(b) lokal kurallar yardimryla, kurallar tek tek elde edilip Mapple
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programinda kodlamasi yapilarak elde edilmistir.) ileriki zamanlarda hiicresel doniisiimlerin sifrelemeye veya
kodlamaya olan uygulamalarima bakilabilir. Bu uygulamalarin giinlilk hayata olan katkisinin tizerine farkli
calismalar yapilabilir.

TESEKKUR

Makalenin kalitesini ve okunabilirligini 6nemli 6l¢iide arttiran, hakemlerin degerli ve yapict yorumlari
i¢in tesekkiirlerimi sunarim.
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