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Oz: Klasik kiris teorilerinde kirisler bir boyutlu kabul edilir. Bu teoriye gére mesnetler tarafsiz
eksendedir. Ancak pratik uygulamalarda kirisler tarafsiz eksenlerinden farkli noktalardan
mesnetlenmektedir. Literatiirde tiniform yiik etkisinde eksantrik mesnetlenme durumuna sahip kirigler
icin diizenlenmis kirig teorisi gelistirilmistir. Bu ¢alismada tekil yiik altindaki eksantrik mesnetli kirigler
lizerindeki etkileri aragtirilmistir. Elde edilen analitik denklemler, mesnetlerin kiris derinliginde farkli
konumlarinda (eksantrisite) kirislerin egilme analizi iizerindeki etkisini arastirmak igin kullanilmistir.
Bulgular, kirislerin egilme rijitliginin eksantrik mesnet durumundan onemli Ol¢lide etkilendigini
gostermektedir. Elde edilen sonuglar Sonlu Eleman ¢oziimleri ile karsilagtirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Eksantrik mesnet, Basit kiris. Kiris teorisi, Diizenlenmis kiris teorisi, MacLaurin
serileri

Investigation of Eccentrically-Supported Simple Beam under Point Load

Abstract: According to the classical beam theories, beams are considered as one dimensional element.
These theories assume that supports are placed at the mid-plane of the beam. However, in practice, the
beams often are supported at the point different from their centers. In this study, an eccentrically simply-
supported beam under transverse point load at the center of the beam was solved by the application of the
MacLaurin series. This study presents a theoretical approach to the analysis of eccentrically supported
beams. The effects of eccentric supports on the flexural rigidity of the beam have been investigated.
Analytic equations derived were used to investigate the effect of varying support positions through the
thickness on bending analysis of beams under transverse loading. The findings revealed that the flexural
rigidity of beams is significantly influenced by eccentric pin-pin support. The accuracy of the equations
was verified by comparing the results obtained with the Finite Element solutions.

Keywords: Eccentric support, Simple beam, Beam theory, modified beam theory, the MacLaurin series
1. GIRIS

Kiris teorisi, bircok insaat, ugak ve makine miihendisligi uygulamalarinin analizinde ve
tasariminda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu nedenle kiriglerin teorisi ve analizi {izerine
bircok calisma yapilmistir. En eski, en basit, en klasik ve en sik kullanilan kiris teorisi, temel
kiris teorisi olarak da bilinen Euler-Bernoulli kiris teorisidir (EBT) (Euler, 1744; Bernoulli,
1751; Gere and Timoshenko, 1991).

EBT, deformasyondan oOnce diizlem olan kesitin deformasyondan sonra diizlem kalir
varsayimini kullanir ve kesme deformasyonunun etkilerini géz ardi eder. EBT'ye dayali enine
yiiklii bir kirisin elastik egri denklemleri MacLaurin serisi ile tiiretilebilir (Iyengar, 2008)
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(lyengar, 2008, Turker, 2022). Sinir kosullarinin degistirilmesi, kiris problemlerine dogrudan bir
¢Oziim saglar.

EBT, kiris uzunlugunun yiikseklige oraninin (L/h) biiyiikk oldugu narin kirisler igin dogru
sonuglar verir. Ancak, EBT, kesme etkilerinin goz ard1 edilemedigi kiicliik uzunluk/ytikseklik
oranlarma (L/h) sahip derin kiriglerde ciddi hatalara neden olabilir. Birinci dereceden kayma
deformasyon teorisi (FSDT) olarak da bilinen Timoshenko kiris teorisi, ilk kayma deformasyon
teorisidir (Timoshenko, 1923; Gere and Timoshenko, 1991; Wang, Reddy and Lee, 2000).

Literatiirde iyi bilinen ikinci ve daha yiiksek dereceli kiris teorileri mevcuttur (Stephen and
Levinson, 1979; Levinson, 1981, 1985; Bickford, 1982; Rehfield and Murthy, 1982; Krishna
Murty, 1985; Kant and Gupta, 1988; Reddy, 1997; Wang, Reddy and Lee, 2000). Ikinci ve daha
yiiksek dereceli teoriler, FSDT'ye gore daha iyi sonuglar verebilir ancak bu teorileri kullanarak
istenilen ¢6ziim islemleri oldukga fazladir (Heyliger and Reddy, 1988; Wang, Reddy and Lee,
2000). Genel olarak, bir boyutlu (1B) kiris modeli, daha karmasik iki boyutlu (2B) ve iig
boyutlu (3B) modellere tercih edilir (Wang, Reddy and Lee, 2000; Carrera et al., 2015).

Klasik kiris teorilerinde kiris, kirisin merkez ekseni boyunca uzanan 1B ¢izgi olarak kabul
edilir (Sekil 1); bu nedenle, enine deplasman, donme ve diger nicelikler x'e baglidir. Kirig
kesitinin tarafsiz ekseni i¢in denklemler olusturulur ve mesnetlerin kirisin tarafsiz ekseninde
(merkezinde) oldugu varsayilir. Klasik kirig teorilerinin varsayiminin aksine, kirisler, agirlik
merkezinden farkli bir konumda mesnetlene bilmektedir (Sekil 1). Boyle bir durumda temel
soru, kiris merkezinden farkli olan mesnet pozisyonunun sonuglari etkileyip etkilemedigidir.

Literatiirde eksantrik mesnet durumu ile ilgili az sayida ¢alisma bulunmaktadir. Eksantrik
mesnet durumunda kiriglerin yangin altinda tepkisi (Dwaikat and Kodur, 2010), kiriglerin dogal
titresimlerindeki etki (Radice, 2012) ve fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemeye (FGM)
sahip kirislerin titresimi (Zhang and Zhou, 2008; Eltaher, Alshorbagy and Mahmoud, 2013;
Larbi et al., 2013; Wang et al., 2017; Fernando, Wang and Roy Chowdhury, 2018) ¢aligilmustir.
Tiirker (2022) statik yiikleme altinda eksantrik mesnet durumundaki kirisler i¢in yeni bir kirig
teorisi Onermistir. Tirker’in calismasinda uniform yiikleme etkisindeki kirisler icin kapali
formda analitik denklemler elde etmistir. Degisen mesnet eksantrikliginin statik analiz ve
kirislerin elastik egrisi lizerindeki etkileri arastirilmamustir.

Bu calismada Tiirker in iiniform yiik altinda eksantrik mesnetli kirisler icin c¢ikardig
denklemler Tekil yiik durumu igin ¢ikarilmistir. Eksantrik mesnetli kirislerin egilmesi i¢in kesin
analitik ¢oziimler sunulmustur. Eksantrik mesnetlerin kirigin egilme rijitligi lizerindeki etkileri
arastirilmistir. Teorik sonuglar, kirisler i¢in bir sonlu eleman simiilasyonu ile karsilastirilmis ve
karsilagtirmanin sonuglari verilmistir.

2. TEORI

Sekil 1'de gosterilen tekil yiiklii tek agiklikli, sabit mesnetli kiris, elastik egri denklemlerini
elde etmek icin dikkate alinmigtir. Dikdortgenin eksenel koordinati x, (0 < x < L) ile gosterilir.
Enine koordinati, y olarak gosterilmistir. x = 0 ve x = L'deki dikey kenarlar, kirisin merkezinden
C:; ve C; mesafelerinde mesnetlidir. Basit mesnetli kiris genellikle bir ucunda sabit mesnet
(hareketsiz) ve diger ucunda kayict mesnet (hareketli) durumu bulunan kiris olarak tanimlanir.
Uygulamada, kirigler genellikle her iki ucunda sabit mesnete sahip olabilir. Onceki ¢aligmalarda
(Tirker, 2022) kayici mesnet durumunda eksantrik mesnet durumunun bir etkisi olmadigi
gosterildiginden bu calismada sadece iki ucunda sabit mesnetli eksantrik mesnet durumu
dikkate alinmstir.
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Sekil 1:
Kirisin genel gériiniisii ve mesnet yerleri

Klasik kiris teorisinde kirisler tek boyutlu olarak kabul edilir; dolayisiyla deplasman,
donme gibi elastik egri ifaderi x'in fonksiyonlaridir (Sekil 1). MacLaurin serisinde ifade edilen x
yoniindeki bir kirisin deplasman (w(x)) egrisi asagidaki gibidir;

X2
2!

3 " n

w(x) = w(0) + w'(0)x + —w"(0) + %w”’(o) F w0 + %wnm) + @)

Burada, w", w(X)'in n'inci tiirevini gosterir. Temel kiris teorisi, x'in fonksiyonudur ve
diizlem kesitinin deformasyondan sonra diizlem kaldigi varsayilir. Basit lineer-elastik kirig
davranisini yoneten diferansiyel denklem asagidaki gibi yazilabilir;

d*w
dx*

q(x) = EI (2)

Donme, egilme momenti, kesme kuvveti sirasiyla su sekilde tanimlanir;

_aw (3)
0(x) = dx
M(x) = —EIZZTMZ’ @
3
V(x) = —EIZT‘;“ ®)

g(x), w(x), 6), M(x), V(X) kirisin sirasiyla yayili yiik, enine yer degistirmeler, dénme,
egilme momenti ve kesme kuvvetleridir. Asagidaki denklem, Denklemler yerine kullanilarak
elde edilir;

587



Tirker H.T.: Eksantrik mesnetli kirigler

Myx* x*V, =x%gq, (6)
W) =wo 6o X e S T e E T o

Kiris kesitinin merkezinden (Tarafsiz Eksen) mesnetlenen kirisler i¢in, Denk. (6)
deplasman egrisini bulmak i¢in kullanilabilir.

Bu caligmada kirigler, eksantrik mesnet durumu igin 2 boyutlu bir problem olarak dikkate
alimmugtir. Bir x-y diizleminin herhangi bir noktasinda, enine yer degistirme (W(x)) ve eksenel
yer degistirme (u(x,y)) olmak tizere iki yer degistirme bileseni vardir. Bu nedenle, kesitin
deforme olmus konumu, (X,y)-koordinat sisteminde w(x) ve u(X,y) konum vektorleri tarafindan
tanimlanir.

MacLaurin serisinde ifade edilen x-y diizlemi yoniinde bir kirigin eksenel sapmas1 agsagidaki
gibidir:

T, x* qo x3 x

u(x,y) = (ug+ 6 )—% X——y*—+—y*=——R,— ()
24 0T V) T X T Y T EY T3 T " Ea

Burada, Ry ve U, sirasiyla mesnet yatay reaksiyon kuvveti ve eksenel yer degistirmedir.
Burada x ve y eksenel ve enine koordinat yonleridir ve X ekseninin kirisin tarafsiz ekseninde
oldugu varsayilir. Normal yer degistirme denklemi, diizlem i¢i yer degistirme bilesenlerinde
lineer terimler ve normal yer degistirmede sadece sabit tutularak elde edilmistir.

Enine yerdegistirme denklemine ek olarak (6), eksenel yer degistirme Denk. (7) de elde
edilmistir. Bir X-y diizlemindeki herhangi bir noktadaki yer degistirmeler Denklem (6) ve
Denklem (7) ile temsil edilebilir. Klasik kiris teorisi yaklagiminda 4 bilinmeyen (Wo, &, Mo, To)
bulunurken, 6nerilen yaklasimda alt1 bilinmeyen (Wo, 6, Mo, To, Ug, Ry) bulunmaktadir.

Eksantrik olarak mesneklenen kiris Sekil 1'de gosterilmistir, burada c; ve c, tarafsiz
eksenden mesnetlere olan mesafelerdir. Sekil 2, Sekil 1'de gosterilen kirisin serbest cisim
diyagramini gostermektedir.

Sekil 2:
Eksantrik mesnetli kirigin serbest cisim diyagrami

Enine deplasmana ek olarak, simir kosullart igin kiris dogrultusundaki deplasmanlar (u)
kullanilmistir. En genel durumlar igin sinir kosullar1 agagidaki gibi yazilabilir:
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u(0,c,) =0, u(l,c,) =0, w(0) =0, w(l)=0,

(8)

00) =02, 1) =

1 Cz

u(L,0)

6 bilinmeyen ig¢in tiiretilen alti denklemin ¢6ziimiinden sonra bilinmeyenler icin asagidaki
¢oziimler elde edilir:

P 6EI(—3L* 4+ 4x*) + EAx(—9L + 11x)c] +
“\EA(3L? — 9Lx + 8x%)cyc, + EA(—3L% + 5x%)c?
96EI(3EI + EA(c] + ¢,c, + ¢3))

(9)

w(x) =

[P(24EI(—6EIL? + x2)y + ¢; (6EIL(—L + x) +]
| EAx(—6L + 11x)yc;) + (6EILx + |
| EAcy(24EIL?*y — 6Lxy + 8x%y + L?c;))c, — | (10)
| EA(24EIL%y — 5x%y + L2¢;)c?) |
32EI(3EI + EA(c? + cicy + ¢3))

u(x,y) =

lP(EA(—3L + 11x)c? + EA(=3L + 8x)c;c, +

x(24EI + 5EAc?
M(x) = — ( . 2)) : x <L/2
16(3EI + EAc; + EAcyc; + EAc3)

(11)

[P(24EI(L — 2x) + 5EA(L — 2x)c? +

2EA(L -8 + EA(5L — 22x)c2 12
M) = — 2EAC x)clczz ( x),fZ) x>L/2 (12)
32(3El + EAC? + EAc,c, + EAC?)

Mesnet A'daki reaksiyon kuvvetleri asagidaki gibi elde edilir;

_ (11c2EA + 8cyc,EA + 5c3EA + 24EI)P

Ry, = 13
Ay 16(c2EA + c,c,EA + c2EA + 3EI) (13)

3PLEA (¢, +¢)

Ruy = — 14
A7 16(3EI 4+ EAc? + EAcc, + EAc) (14)

Gerinim ve gerilim denklemleri asagidaki gibi elde edilir;

Py(24Ix x + A((—3L + 11x)c? + (—3L + 8x)c ¢, + 5xc3))
16Ix(3Ix + A(c? + cic, + ¢3)) (15)

exx(x: y) = -
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Oxx(%,Y) = €xx (0, ) E (16)

2. EKSANTRIK MESNET DURUMU IiCiN CIKARILAN DENKLEMLERIN
DOGRULANMASI

Eksantrik mesnet durumunun genel kiris davranist tizerindeki etkisini tahmin etmek i¢in
tiretilen denklemler, Sonlu elemanlar analiz yazilimi SAP2000 kullanilarak dogrulanmistir.
Mesnet konumunun kirigin altina veya iistiine yerlestirilmesi gerektiginde, dikey kaymay1
etkileyen kisitlamalar kullanilmistir (Sekil 3).

Centroid Insertion Point Bottom Center Insertion Point

Display in SAP2000

A PaN FaX PaN

Analysis Model ‘L
FAN
Internal Constraint (Typ.)

Deflected Shape for g\—/‘l{—
Uniferm Unit Load &S— y @@ 1 >

Horizontal Reactions

Moment for [\ /‘]

Uniform Unit Load

Sekil 3:
Eksantrik mesnetli basit kirig. ( CSi Knowledge Base:
https://wiki.csiamerica.com/display/tp/Effect+of+insertion+point+on+beam-+reactions).

Dogrulama igin, 10 KN tekil yiike sahip 2 m agiklikl1 sabit-sabit destekli kiris i¢in iki farkli
kesit dikkate alinmigtir. Model-1 de 50mm x100mm, Model-II de 50mm x 200mm boyutlarina
sahip dikdortgen kesitler kullanilmistir. Elde edilen denklemler kullanilarak hesaplanan
sonuglar, ticari FEM yazilimindan elde edilenlerle karsilastirilmustir (Tablo 1). Elde edilen
denklemler ile bulunan sonuglar, SAP2000'den elde edilenlerle ¢ok yakin ¢ikmustir.

Tablo 1. Onerilen analitik denklemlerle elde edilen sonuglarin ve Sonlu Elemanlar
analizinden elde edilen sonuclarin karsilastirilmasi.

Mesnet w(L/2) | M(L/2) | Ma Rax
Model | g\ cantrisitesi, ¢ | Mett (mm) | (kNm) | (kNm) | (kN)
Bu cgaligma 2 5 0 0
0
FEM (2-eleman) 2 5 0 0
|
Bu calisma 0,875 3,125 -1,875 375
-h/2=-50
FEM (4 eleman) 0,8752 | 3,13 -1,875 37,5
Bu calisma 0,1094 | 3,125 -1,875 18,75
| -h/2=-100
FEM (4 eleman) 0,1094 | 3,13 -1,88 18,75
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3. MESNET EKSANTRIKLIGININ ETKISi

Her mesnet kosulu, mesnet eksantrikligi sifirdan sonsuza degistirilerek basit mesnet
durumu ile ankastre mesnet durumu arasinda degisir. Mesnetteki sifir eksantriklik (C), es
merkezli sabit mesnetli kirigi gosterir. Mesnet eksantrikliklerinin sonsuza giden durum (¢; & C;
- o), her iki tarafta ankastre mesnetli bir kirisin standart durumunu sunar. lyi bilinen ¢dziim
asagidaki gibi elde edilebilir;

PL L L3P

P LP LP
» Rpy = 2 Mp = T g W(E) T 192EI (17)

RAy =E,RAx =0, MA - —?

Mesnetteki sifir eksantriklik (C), es merkezli sabit mesnetli kirisi gosterir. Mesnet
eksantrikliklerinin sifira giden dgrum (¢ & ¢, = 0), her iki tarafta sabit mesnetli bir kirigin
standart durumuna karsilik gelir. lyi bilinen ¢6ziim asagidaki gibi elde edilebilir;

PL3

18
48 E1 18)

LP
ML/2) ===, w(l/2)=

Onerilen yaklasimin biiyiik bir avantaji, kirisin kolayca 2 boyutlu bir problem olarak kabul
edilebilmesidir. 2m agikliginda, dikdértgen kesitli (10mmx100mm) ortasindan 2kN tekil yiik
etkitilmis iki ucu sabit mesnetli bir kiris dikkate alalim. Denklem 16’1 kullanilarak elde edilen
kontur normal gerilme grafigi, sirastyla konsantrik ve eksantrik mesnetler icin Sekil 4a ve 4b'de
gosterilmistir.

(a)

0 500 1000 1500 2000

(b)

0 500 1000 1500 2000
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Sekil 4:
Normal gerilme dagilimi o (MPa)(a)mesnet merkezde (b)eksantrik mesnet

Denklemler 9-10 kullanilarak elde edilen konsantrik ve eksantrik mesnetli kirislerin 2B yer
degistirme alani, sirasiyla Sekil 5a ve Sb'de gosterilmistir.

Sekil 5
Basit kiris deplasman egrisi (a)mesnet merkezde (b)eksantrik mesnet

Dikdortgen kesitli kirisler i¢cin mesnet yatay reaksiyon kuvveti (R,), mesnet momenti (M,)
ve orta agiklik deplasman (w(L/2)) denklemleri, mesnet eksantrisiteleri asagida verildigi gibi
boyutsuzlastirilmigtir:

R R, 3(cip + c2n)Lh Cn
xn = _ = 2 2y 19
Ry=P/2 2+ 8(c1n* + C1nCon + C2n%) 8(C‘21ﬁ1}12 + /1_12)1,}1 (19)
. My 3 cin(Cin+can) _ ciA?
Man = PL/4 ~ 1+4(Cin2+CinCan+Can2) 8LhZ+2ch2A2 (20)
o w(l/2) 44 7¢1n% = 2 CinCon + 7 ¢34y :l+3L—hz 21)
" I3P/(48EI) 4+ 16(cin?+ CinCon + C2n2) 4 4LhZ 4+ c1h2A2

Denklemde ci,=c4/(h/2), c;n=c,/(h/2), Lh=L/h, A = L/i, i = /I,/A

Yatay reaksiyon Ry,, Cin, Con V€ Lh'nin fonksiyonudur. Normalize edilmis yatay reaksiyon
kuvvetinin (Rax), normalize edilmis eksantrisiteye (C1,=C,n) gore degisimini gosteren egrisi Sekil
6’da verilmistir. Mesnet yatay reaksiyon kuvveti (Ra,) kirisin mesnet diisey reaksiyonu ile
normallestirilir. Sekil 7 normalize edilmis mesnet momenti (My,) ile normalize edilmis mesnet
eksantrisitesine bagli degisimini gostermektedir. Sekil 8’de normalize edilmis orta noktanin
deplasmani (w,) ile normalize edilmis mesnet eksantrisitesi arasindaki iliskiyi gostermektedir.
Sekillerde mesnet eksantrisitesinin (C,) artisi ile Ry, ve Ma,'in arttigint ve W, azaldigini
gostermektedir. Lh degerleri, Ry, farkli ¢, degerlerinde farkli biiyiikliklerde sabit degerlere
ulagmaktadir. Ry, egrisi daha disiik Lh degerleri i¢in daha yiiksek zirve degerlerine
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ulagsmaktadir. Sekilde goriildiigii gibi yatay mesnet reaksiyonu Ry, mesnet eksantrikligi (c/h/2)
arttikca artar ve c, 1/(\/3)‘6 esit oldugunda maksimum degere ulagmaktadir. Maksimum
degerden sonra c, artikca, Ry, azalmaya baglar ve asimptotik olarak sifira ulagir.

— 1=30
—_— 1=80 1
— =120

—_ 1= 200

Sekil 6:
Normalize edilmis mesnet yatay reaksiyon kuvvetinin mesnet eksantrisine bagl degisimi

0.5t

0.4y

0.3F

MA

(PL/4)

0.1¢

0.0 0.5 1.0 L5 2.0
c

hi2

Sekil 7:
Normalize edilmis mesnet momenti mesnet eksantrisine bagl degisimi.
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w(L/2)
)
48 E

(L3 /8

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 8:
Normalize edilmis aciklik deplasmaninin mesnet eksantrisine bagl degisimi.

4. SONUC

Tekil yiik etkisi altinda eksantrik mesnetli kiriglerin statik analizi i¢in denklemler
cikarilmistir. Eksantrik mesnetlenen bir kirisin egilme rijitligi tizerindeki etkileri aragtirilmstir.
Elde edilen analitik denklemler, kiris derinligince degisen mesnet konumlarmin diizlem igi
yiikleme etkisindeki kirisin egilme analizi lizerindeki etkilerini aragtirmak igin kullanilmigtir.
Mevcut denklemlerin dogrulugu, Sonlu Eleman ¢oziimleri ile karsilastirilarak yapilmistir.

Yapilan calismalardan su gézlemler ve sonuglar ¢ikarilabilir:

(1)Sonuglar, ¢alismada kullanilan diizenlenmis kiris teorisinin sadece dogru degil,
ayni1 zamanda basit oldugu sonucuna varmustir.

(2)Iki ucu sabit mesnetli basit bir kiris icin mesnet konumlari, kirisin tepkisi ve
rijitligi tizerinde 6nemli bir etkiye sahiptir.

(3)Mesnet eksantrisitesi, mesnetlerde yatay reaksiyon kuvvetine Rayx ve negatif
momentlere neden olmaktadir.

(4)Coziimler, eksantrik sabit mesnetli bir kirisin statik analizi i¢in klasik kiris
teorilerinin kullanilamayacagini gostermektedir.

(5)Bu ¢alismada ¢ikarilan denklemler, eksantrik mesnetli bir kirisin statik egilme
analizi Uzerindeki etkilerini dogru bir sekilde hesaplayabilmektedir. Elde edilen
denklemler, mesnet eksantrikliklerinin (c;, c;) fonksiyonlaridir. Denklemler mesnet
eksantrikligi 0'dan sonsuza giderken mesnet tipi sabit mesnetten ankastre mesnete
degismektedir.

(6)Onerilen yontemde, kirisin xy diizlemindeki herhangi bir nokta, iki ortogonal
dogrultudaki gerilmeler ve yer degistirmeler kolaylikla gdsterilebilmektedir.

CIKAR CATISMASI

Yazar, bilinen herhangi bir ¢ikar catigsmasi veya herhangi bir kurum/kurulus ya da kisi ile
ortak ¢ikar bulunmadigini onaylamaktadir.
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