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Bu makalede, daha 6nceden ¢alisilmig olan bulanik kavramini kullanarak, sirasiyla bir bulanik halka, bulanik olmayan
halkanin ¢ekirdegi ve alt halka kavramimi tanimlanmigtir. Ayrica, bu ¢ekirdeklerin siradan cebirsel anlamda halkalar ile
ayn1 Ozelliklere sahip oldugunu gostermenin yani sira, bulanik halkalar ve bulanik olmayan halkalar hakkinda temel
bilgiler verilmektedir. Caligsmanin girig kisminda asil konumuz olan Bulanik ve Bulanik Olmayan Halkalarin Cekirdegi
ile ilgili temel olusturan; klasik grup ve halkalar ile ilgili tanimlarin yani sira bulanik mantigin tanimi verilmistir. Ana
kisimda ise konumuz gerekli tanimlamalar ve teoremler verilerek ispatlanmistir. Ayrica konu ile ilgili gerekli drnekler
verilerek konu agiklanmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik halka, bulanik ¢ekirdek, bulanik olmayan halka, bulanik olmayan ¢ekirdek

The Kernel Of Fuzzy and Anti-Fuzzy Rings
ABSTRACT

In this article, using the previously studied fuzzy concept, the concept of a fuzzy ring, the kernel of the anti-fuzzy ring,
and the subring are defined, respectively. We have shown that these kernels have the same properties as rings in the
ordinary algebraic sense. Also, basic information about fuzzy rings and anti-fuzzy rings is given. In the introductory
part of the study, our main topic, Fuzzy and anti-fuzzy ring kernel, which forms the basis; definitions of fuzzy logic are
given as well as definitions of classical groups and rings. In the main part, our subject has been proved by giving
necessary definitions and theorems. In addition, the subject is explained by giving necessary examples related to the
subject.
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GIiRiS
Bulanik mantik ilk olarak, 1965 yilinda, Liitfi Ali

kullanarak yeni bir tanim olan bulanik ve bulanik
olmayan halka ¢ekirdegi yapisi tanimlanmistir. Simdi

Askerzade tarafindan yapilan ¢aligmalar1 “Information
and Control” dergisinde “Fuzzy Sets” basligiyla
yayinlanmasiyla baglamistir [1]. Yapilan bu ¢alismalar
siniflandirma alninda kolaylik saglamistir. Ornegin; bir
smiftaki  6grencileri boylarmma gore simiflandiracak
olursak; en uzun 6grencinin boyunu 1 olarak, en kisa
Ogrencinin boyunu 0 olarak kabul edelim. Diger
ogrencilerin boyunu da bu iki 6grenci arasindaki boy
farkina gore oranlayarak her Ogrencinin boyunun
degerini [0,1] (sifir ve bir kapali araliginda) olacak
sekilde ara degerler kullanarak degerlendirebiliriz. Bu
yontem giiniimiizde bir¢ok teknolojik alanda bize
kolaylik saglamaktadir. Mesela bir camasir makinasinin,
enerji harcamasimi atilan g¢amasirin agirhigina gore
ayarlanabilmesi bulanik mantig1 kullanilarak
ayarlanabilmektedir. Aym sekilde tip, robot teknolojisi,
yapay zeka, mekatronik, sosyoloji gibi bir¢cok alanda
kullanilmaktadir [2].

MATERYAL ve YONTEM

Caligmada metot olarak daha once lizerinde calisilmis
olan ve cebir alaninin temelini olusturan, grup, halka,
halka g¢ekirdegi, bulanik kiime kavrami, bulanik ikili
islemler, bulanik halka kavramlari tanimlarini

939

ise bu temel yapilarin tanimlar1 verilerek, sonrasinda
ana konu tanimlanacaktir.

Tamm 2.1 G bos olmayan bir kiime ve da G {izerinde
taniml1 bir ikili islem olsun. O zaman;

1) VX,YEGicinx-y€EG
2) VX, V,2EGigin(xy) z=x"(y"2)
3) VXEGicinx - e=e - x=x olacak sekilde bir
eeG
4) VxeGiginx-y=y - x=eolacak sekilde bir
yeG
Sartlar1 saglanir ise buna grup denir. Bu sartlara ek
olarak.
5) Va,beGigina-b=b-a
Esitligi saglanir ise bu gruba Abelyen (degismeli) grup
denir [3].

Tanmim 2.2: R kiimesi bos kiimeden farkli bir kiime ve
+, sembollerinde R kiimesi lizerinde taniml1 toplama ve

¢arpma islemi olsun. O zaman;

1) (R, +) bir abelyen gruptur.
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2) VXV, ZERiginx " (y-z)=(x"y)- zdir
(Yani (R,) bir yar1 gruptur.)
3) VXY,z€Rigin:
X (ytz=x-y+x-2
x+y) z=(x2)+(y-2)
Sartlar1 saglaniyorsa (R, +,) iki cebirsel yapisina bir
halka denir. Bunlara ek olarak;
4) VX y€ERi¢cinx - y=y-xiseR ye degismeli
halka denir.
5 VXERiginx-e=e-x=x
olacak sekilde bir e € R var ise e ye birim eleman; R ye
de birim elemanli halka denir [4,5].

Tanmm 2.3 : R, S iki halka f: R — S bir halka
homomorfizmasi ve S nin birim eleman ¢, olsun.

Cek(f)= { x ER: f(x) =e0 } = f '(e0).
kiimesine f ’nin ¢ekirdegi denir [6,7].

Not: Cek(f) bos kiime olamaz, ¢iinkii f(e) = ¢0
oldugundan e € Cek(f) olmalidir.

Tanim 2.4: K kiimesi bos kiimeden farkli bir kiime ve

1=[0,1] <R olsun.

f: K—[0,1] fonksiyonu tarafindan olusturulan yeni
M ={(a,f(a)) | aeK} KlcK

kiimesine K {izerinde bir bulanik kiime denir [8].

Tamm 2.5: H bos kiimeden farkli kiime ve
S:HxHxH—[0,1] olsun ve 6 — [0,1) se¢ilsin. O zaman;

1) v x, ye€HicinS(x,y,z) >0 olacak bigcimde
3c € H vardur.

2) VXY,21,2;€Higin S(x, y, z1) > 0 ve S(x, ¥,
z2) >0 ise z; = Z, dir.

Sartlar1 saglanirsa S ye H de bir bulanik ikili islem denir
[9,10].

Tamim 2.6: H bos kiimeden farkli ve K ile M de, H
kiimesi tlizerinde bulanik ikili islem olsun. O zaman;

1) (H, K) bir degismeli bulanik gruptur.
2) VXV, Z, 01, g2 € Higin
((x*y) * 2)(q) > O ve (x * (Y * 2))(q2) > 6
ise 01 = g2
3) VXV, Z q, € Higin

~ ((xey)*2)(@1) > 6 ve (xx2) = (y *2))(d2) > 6
ise g =q, ve

o (xx(ye2))(a)>6 ve((x*y)e(x*2))(d2)> 6
IS€ g1 = Q.

Sartlarini sagladigindan (H, K, M) ye bir bulanik halka
denir [11,12].
BULGULAR ve TARTISMA

Tamim 3.1: H bir halka ve A:H — [0,1] olacak sekilde
taniml1 olsun. Eger H halkas1

1. (xy) = min(A(x),A(y)).
2. Her x,€G icin, (x ') = A(x)

Sartlarini sagliyor ise H ye bulanik halka denir.
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Tanim 3.2: H bir Halka ve B:H — [0,1] kapali aralig
ile tanimli olsun. Eger H halkas1

L. (xy) = max(B(x)B(y)).
2. Her x,€G igin, (x ') = B(x)
Sartlarini saglar ise H ye bulanik olmayan halka denir.

Tammm 3.3: H bir halka ve A,B:-H — [0,1] kapah
aralig1 ile tanimli olsun. Eger H halkas1 her x,y€H i¢in;

1. A(xy)>min(A(x),A(y)),A(x—1)=A(x).
2. B(xy)<max(B(x),B(y)),B(x—1)=B(x).

Sartlarini saglar ise o zaman H halkasi sezgisel-bulanik
halka olarak adlandirilir

Aciklama 3.4: Sezgisel-bulanik halka, bulanik ve
bulanik olmayan halka sartlarini saglar.

Ornek 3.5: H = (Z5+,) H halkas1 bir carpma modiil
halkas1 olsun, Her x€H igin.

A:G —[0,1]; A(x) = 1.
B:G — [0, 1]; B(x) = 1/3.
ile tanimlanir ise. (G,4,B) sezgisel bulanik halkadir.

Teorem 3.6: H halkasi, A:H—[0,1] olan bir bulanik
halka olsun, o zaman, her x € H i¢in.

Ae) > A(x)
olur.

Teorem 3.7: .H halkasi, B:H—[0,1] olan bir bulanik
olmayan halka olsun, o zaman, her x € H i¢in

B(e) < B(x)
olur.

Teorem 3.8: H halkasi, A:H—[0,1] ile bir bulanik
halka olsun, K H'nin A(x)=A(e); her xeK o&zelligine
sahip normal bir alt grubu olsun, o zaman bir fonksiyon
var Ag:H / K—[0,1], oyle ki (H/K,Ak)bulanik bir
halkadir.

ispat : K ' nin normal alt halka oldugundan, H/K 'nin
bir halka olur.

AK(xK) = A(e);x €K

Ax: H/K —[0,1]; { Ak(xK) = A(x);x €K

Doniistimii iyi tanimli olsun. Kabul edelim ki xK = yK
olsun. O zaman xy™ 'eK olur.

Ote yandan elimizde (xy—1) = (e) esitligi var. Buda
bize (x) = (y) esitligini saglar. Boylece

Ak(xK) = Ak (YK)
elde edilir. Simdi bulanik halka durumunu gésterelim
Ax (xK) =AK (x TK)=A(x =A(x)=Ak (xK); xEK.
Ayrica eger xy ¢ K i¢in,

A (xKyK ) = Ax (xyK)=A(xy) = min(A(x),
A(y))=min(Ax (xK), Ak (yK))

xy € K igin,



Ax(xK,yK)=Ak(xyK)=A(e) >
min(A(x),A(y))=min(Ax (xK), Ax(yK))).

Olur. Boylece, (G/K, Ak) bulanik halka olur.

Tamm 3.9: (H,A) bir bulanik halka ve K da her x € K
icin, A(x)=A(e) olacak sekilde bir normal alt halka
olsun. O zaman K alt halkasma, H' ye gore A' nin

bulanik kapali normal faktorii denir.
Ornek 3.10: H = (Zs,.) = {1,2,3,4} halkas: icin.
A:H—0,1] kapal1 arali§inda,

A(1) = AB)=1, A(2) = A(4) = 5.

olur. O zaman K = {1,3} H' nin normal bir alt
grubudur. Ayrica her x€H igin

=0)=1
oldugundan, K halkasi kapali normal faktordiir
Tamim 3.11: (H,A) bir bulanik halka olsun,
Qa={x€eH; A(x) = A(e)}

oluyorsa buna H' nin A ya gore bulanik cekirdegi
denir.

Teorem 3.12: Qacekirdegi H nin bir alt halkasidir
Ispat : Qa bos kiime degildir. Ciinkii e € Q, olur.
Ayrica x, y H' nin iki rastgele elemani olsun, Buradan
(x ") =(x) = (e), yani x ' € Qa
olur.
A(xy) > min(A(x),A(y)) = min(A(e),A(e)) = A(e).

oldugundan xy € Qa olur. Buradan Qa, H' nin bir alt
halkasidir.

Aciklama 3.13: (H,A)'nin bulanik ¢ekirdegi,
herhangi bir kapali normal faktor igerir.

Ornek 3.14: (Z7*,.) ={1,2,3,4,5,6} modiil 7 ye gore
tamsay1 halkasi olsun.

Ao | AD =A@ =A®) = :
' T |AB) =A(B) =A®6) =
H’ ni

Seklinde tanimlansin. O zaman Qa ={1,2,4}
bir alt halkasidir.

Teorem 3.15:
¢ekirdek olsun. O zaman:

1. vV heH,e Qa:A(hxh™) > A(h).

2. Eger Qa normal alt halka ise, 0 zaman vh €

H ve x€Q, i¢in,A(hx) = A(h) olur.

ispat: 1. (hxh™) > min(A(h), A(x), A(h™Y)) = min(A(h),

Ae)) = A(h).

2. Qa normal oldugundan tim x€ Qa ve heH igin
hxh™€ Qa olur. Buradan, (hxh™) = A(e) esitligini

saglanir. Boylece (hx) = A(h) olur.

Teorem 3.16: H kiimesi B:H—[0,1] olacak sekilde
bulanik olmayan halka ve K da H'nin Vx€H i¢in B(x) =

(H,A) bulanik halka ve Qa bulanik
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B(e); Ozelligine sahip normal bir alt halka olsun. o
zaman By:H/ K—[0,1] bir fonksiyon vardir, bdylece
(H/K,Bk) bulanik halkadir.

ispat: K' normal alt halka oldugundan, H/K' nin bir
halka olur.

. . (BK(xK) = B(e);x €K
Bi:H/K=[0,1]; {Bk(xK) =B(x);x€K

By doéniistimii iyi tammlidir. Kabul edelim ki, xK = yK
olsun, o zaman xy '€K olur.

Ote yandan, (xy ™) = (e) oldugundan, (x)=B(y) dir.
Boylece Bx(xK) = Bk(yK) olur.

Simdi, bulanik olmayan halka sartini géstermeliyiz:
Br(xK) ' = B(x *K) = B(x })=B(x) = Bk (xK); x € K.
Ayrica, Eger x¢K ise By (xK.yK) = Bx (xyK) = (xy) <
(B(x),B(y)) = max(BK(xK),BK (yK))

Eger xyeK ise, Bx (xK.yK) = BK(xyK) = B(e) <
max(B(x),B(y)) = max(BK(xK), BK(yK)).
Boylece,(H/K, Bg) bir bulanik olmayan halkadir.

Tammm 3.17: (H,B) bulanik olmayan halka olsun, K
kiimesi Her x€K i¢in, (x) = (e) olacak sekilde normal
alt halka olsun. O zaman K’ ye, B' ye gore H' nin
bulanik olmayan kapali normal faktorii denir.

Ornek 3.18: H = (Zs5,.) = {1,2,3,4} ele alalim.
B:H—{0,1] araligimida

B(1) = B(3) =3 B(2) = B4)=1

olacak sekilde tanimlayalim. Elimizde K = {1,3} H' nin
normal bir alt halkasidir. Her x€K igin (x) = (1) = 1
oldugundan dolay1 K kapali normal faktordiir.

Tammm 19: (H,B) anti bulanik halka olsun, H' nin
bulanik ¢ekirdegini B' ye gore

Qs ={x€;(x) = B(e)}
olarak tanimlanir.

Teorem 3.20: Qg cekirdegi H halkasinin bir alt
halkasidir.

ispat: Qp bos degildir, ¢iinkii e€Kp dir. x,, H' nin iki
keyfi eleman: olsun. (x ') = (x) = (e) oldugundan
x *eQg olur.

B(xy) < max(B(x),B(y)) = max(B(e),B (e)) = B(e)

oldugundan dolay1 xy € Qg olur ve Qp, H' nin bir alt
grubudur.

Aciklama 3.21: (H,B)nin anti bulanik c¢ekirdegi
herhangi bir kapali normal faktdr igerir.

Ornek 3.22: (Z+,.) = {1,2,3,45,6} modul 7 de
carpimsal tamsayilar halkasi olsun.

B(1) = B(2) =B(4) =
B:H—[0,1];
B(3) =B(5) =B(6) =

NS =

Déniigiimiiniin ¢ekirdegi Qg = {1,2,4} olur, 0 zaman



Qsg, H' nin bir alt halkasidir.

Teorem 3.23: (H,B) bulanik olmayan halka olsun, Qg
onun bulanik olmayan ¢ekirdegi olsun. O zaman

1.V h € H, € Qg: B(hxh ™) < B(h).

2. Eger Qg normal ise, her h € H, ve x€ Qg
i¢in, (hx) = (h) olur.

ispat: 1. (hxh™*) < (B(h), B(x), B(h'Y)) = max(B(h),
B(e)) = B(h) olur.

2. Qg ' nin normal oldugundan dolay1 her x € Qg ve
heH i¢in hxh™'e Qg olur.

Bu gosteriyor ki, (hxh™) = (e) dir, Buradan (hx) = (h)
olur.

SONUC

Bu ¢alismada, bir bulanik halkanin bulanik ¢ekirdegi ve
bir bulanik halkanin bulanik olmayan ¢ekirdegi
kavramini tanimlandi. Bu g¢ekirdeklerin klasik cebirsel
anlamda alt halkalarin tim o6zelligini sagladigini
gostererek ispatlandi. Ayrica iizerinde caligtigimiz bu
konu hakkinda gerekli tanim ve teoremlerin yani sira
bunlarin  uygulamalar1 admna  gerekli  drnekler
sunulmustur. Bu ¢alisma ilerideki arastirmacilara yol
gostermesi umut edilerek hazirlanmustir.
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