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Ozet. Bu makalede, "R bir 2 —torsion free yari-asal halka, f ve h, g orten fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan farkh iki yari-
tiirev olmak iizere f ve h 1 ortogonal olmast igin gerek ve yeter kosul i) fh = 0, ii) fh + hf = 0, iii) her x € R i¢in
f(x)h(x) = 0, iv) fh, g? fonksiyonu ile belirlenmis bir yari-tiirevdir, kosullarmdan herhangi birinin saglanmasidir” ve
ayrica "her x, ¥y € Ricini) f(xy) = f)f(y). i) f(xy) = f(y)f (x),iii) f(xy) £ xy € Z kosullarindan birini

saglayan R halkas: sifirdan farkl: bir merkezil ideal kapsar" teoremleri gdsterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-tiirevler, ortogonal tiirevler, yari-asal halkalar

On The Orthogonal Semi Derivatives in Semi Principal Rings

Abstract. In this paper, it is shown that if R is 2 —torsion free semiprime ring, f and h are semiderivations associated with
a surjective function g of R, f and h are orthogonal semiderivations if and only if the following conditions are satisfied i)
fh=0,iiyfh+ hf = 0,iii)Vx € R, f(x)h(x) = 0,iv) fh is a semiderivation associated with a g2 function. Also,

it is proved that if i) f(xy) = f(x)f(¥),ii) f(xy) = f(¥)f (x),iii) f(xy) * xy € Z conditions are satisfied for
all x, y € R, then R contains a nonzero central ideal.

Keywords: Semi-derivations, orthogonal derivations, semi-prime rings

1. GIRIS
Halkalarda tiirev tanimu ilk olarak 1957 yilinda E. C. Posner tarafindan yapilan bir ¢alismada
verilmistir [10]. R bir halka, d: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x,y € R igin

d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulu saglaniyor ise d ye R halkasinin bir tiirevi denir.

E. C. Posner bu makalesinde tiirev yardimiyla bir asal halkanin degismeli olma kosullarini
incelemis ve konuyla ilgili ¢alismalara bir 6n kaynak olusturmustur. Tiirevler teorisinin gelisimiyle
beraber halka {izerinde farkli tiirev tanimlari yapilmis, asal ve yari-asal halkalarda bu tiirevlerin sagladigi
ozellikler pek ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Son altmis yildir tiirevler tizerinde yapilan bu
caligmalarda halkalarin uygun bir alt kiimesi veya farkli tiirevleri alinarak degismeli olma kosullar
genellestirilmigtir.

1983 yilinda J. Bergen tarafindan halkalarda yari-tiirev tanimi verilmistir [5]. R bir halka, d: R —
R toplamsal bir doniisiim ve g: R = R herhangi bir doniisiim olsun. Eger her x, y € R i¢in

fGy) =f)g) +xf ) = f()y + g()f (v)
fg() =g(f ()
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kosulu saglaniyor ise f ye R halkasinda g fonksiyonu ile belirlenmis bir yari-tiirev denir.

J. Bergen bu ¢alismasinda asal halkalarin yari-tiirevlerinin cebirsel 6zelliklerini incelemistir. Bu
caligmadan sonra tiirevli asal ve yari-asal halkalar i¢in elde edilmis olan bazi sonuglar yari-tiirevler igin
arastirimigtir. 1984 yilinda J. C. Chang, g ile belirlenmis bir f yari-tiirevi i¢in eger R asal halka ise g
nin bir halka homomorfizmasi oldugunu goéstermistir [8]. Chang bu makalesinde tiirevle ilgili degismeli
olma Kosullarinin yari-tiirevler igin saglandigr ispatlamistir. 1988 yilinda H. E. Bell ve W. S. Martindale
ise bu teoremleri yari-tiirevler ve R halkasinin sifirdan farkli bir ideali igin arastirmiglardir [3].

1989 yilinda M. Bresar ve J. Vukman tarafindan halkalarda ortogonal tiirev tanimi verilmistir [6].
R bir halka, f ve h sifirdan farkl: iki tiirev olsun. Eger her x,y € R igin

d(x)Rh(y) = (0) = h(y)Rd(x)

kosulu saglaniyor ise d ve h ortogonal tiirevlerdir denir. Yazarlar bu galigmalarinda R, 2 —torsion free
bir yari-asal halka, f ve h sifirdan farkli iki tiirev olmak iizere, f ve h ortogonaldir ancak ve ancak
asagidaki kosullar saglanir:

i) fh=0

i) fh+hf =0

iii) Her x € R igin f(x)h(x) = 0

iv) Her x € R igin f(x)h(x) + h(x)f (x) = 0
v) fh bir tiirevdir.

teoremini ispatlamislardir. Bu teorem daha sonra pek ¢ok arastirmaci tarafindan halkanin idealleri veya
farkl tiirevleri alinarak genellestirilmistir.

Ote yandan 1989 yilinda H. E. Bell ve L. C. Kappe tarafindan R yari-asal halkasinda verilen bir d
tiirevi i¢in eger d, R nin sifirdan farkli bir sag ideali iizerinde homomorfizm veya anti-homomorfizm ise
bu durumda d = 0 oldugu gosterilmistir [4].

M. Ashraf ve N. Rehman 2001 yilinda R bir asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkl: bir ideali ve
d,R tlizerinde bir tirev olmak tizere her x,y €1 igin d(xy)*xy €Z ise I < Z oldugunu
ispatlamislardir [1]. 2007 yilinda, M. Ashraf, A. Asma ve A. Shakir ise f: R — R bir genellestirilmis
tirev olmak tiizere her x,y € R igin f(xy) + xy € Z kosulu saglamiyorsa R halkasinin degismeli
oldugunu gostermislerdir [2]. Bu teoremler de pek ¢ok matematikgi tarafindan arastirilmistir.

Bu makalede R bir 2 —torsion free yari-asal halka, f ve h, g orten fonksiyonu ile belirlenmis
sifirdan farkl iki yari-tiirev olmak tizere f ve h 1n ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul i) fh = 0,
ii) fh+hf =0, iii) her x € R igin f(x)h(x) =0, iv) fh, g* fonksiyonu ile belirlenmis bir yari-
tiirevdir, kosullarindan herhangi birinin saglanmasidir ve ayrica her x,y € R igin i) f(xy) = f(x)f (y),
i) f(xy) = f(y)f(x), iii) f(xy) £ xy € Z kosullarindan birini saglayan R halkas: sifirdan farkli bir
merkezil ideal kapsar, teoremleri gosterilmistir.

2. SONUCLAR

Tamm 2.1: R bir halka, f, h: R = R tammli g (6rten) fonksiyonu ile belirlenmis iki yari-tiirev olsun.
Eger her x,y € R igin
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fIRR(y) = (0) = h(Y)Rf (x)
kosulu saglamyor ise f ve h ortogonal tiirevlerdir denir.
Lemma 2.1[6, Lemma 1]: R, 2 —torsion free bir yari-asal halka, a, b € R olsun. Eger her x € R igin
i)axb =0
i) bxa=10
iii) axb + bxa =0

Kosullar1 birbirine denktir. Ustelik bu kosullardan herhangi biri saglaniyorsa bu durumda ab = ba = 0
dir.

Lemma 2.2[6, Lemma 2]: R bir yari-asal halka, f, h: R — R tanimli iki toplamsal doniisim olsun. Eger
her x € R igin f(x)Rh(x) = (0) ise bu durumda her x,y € R i¢in f(x)Rh(y) = (0) saglanir.

Lemma 2.3[9, Lemma 2.1]: R bir yari-asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkl: bir ideali ve f, g orten
fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan farkli bir yari-tiirevi olsun. Eger her x,y € I igin [f(x),x] = 0 ise
bu durumda R sifirdan farkl: bir merkezil ideal kapsar.

Lemma 2.4: R, 2 —torsion free bir yari-asal halka, f, h: R — R tammli g fonksiyonu ile belirlenmis iki
yari-tiirev olsun. Bu durumda f ve g ortogonaldir. & Her x,y € R igin f (x)h(y) + h(x)f(y) = 0 dur.

ispat: = Her x,y € R igin
fGORY) +h()f(y) =0 21)
saglansin. (2.1) esitliginde y yerine yx yazilirsa
0 = f()h(yx) + h(x)f (yx)
= ) (h(Y)g(x) + yh(x)) + R()(fF(¥)g(x) + yf (x))
= fh)g(x) + fF()yh(x) + h(x)f (¥)g(x) + h(x)yf(x)
= (fF@hE) +h()f ())g () + f)yh(x) + h(x)yf (x)
bulunur. Bu ifadede (2.1) esitligi kullanilirsa
f)yh(x) + h(x)yf(x) = 0,Vx,y € R (2.2)
elde edilir. (2.2) esitligine Lemma 2.1 uygulanirsa
F(x)yh(x) = 0,vx,y € R
bulunur. Burada f ve h toplamsal doniisiimler oldugu i¢in Lemma 2.2 den
F(xX)yh(z) = 0,Vx,y,z € R
dir. Yani

f(x)Rh(z) = (0),Vx,z€E€R
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elde edilir. Yine (2.2) esitliginde Lemma 2.1 den
h(x)yf(x) =0,vx,y ER
olur. Lemma 2.2 den ise
h(x)Rf(z) = (0),Vx,z €ER

bulunur. Bdylece bu son iki esitlikten

f()Rh(z) = (0) = h(x)Rf(2),Yx,z ER
dir. Budurumda f ve h ortogonaldir.

«: f ve h ortogonal yari-tiirevler olsun. Bu durumda ortogonal olma tanimindan

f(X)Rh(2) = (0) = h(x)Rf(2),Vx,zER

saglanir. f(x)Rh(z) = 0 esitligine Lemma 2.1 uygulanarak
f(x)h(z) =0=h(2)f(x),Vx,ZE€ER

elde edilir. Boylece her x,z € R igin f(x)h(z) + h(2)f (x) = 0 saglanr.

NOT: f,h: R — R tanimli g fonksiyonu ile belirlenmis iki yari-tiirev olsun. Bu durumda her x,y € R
i¢cin

(FR)(xy) = f(h(xy)) = f(h(x)g(y) + xh(y))
= (fX)*) + )P + F() (G () + x(fFR) ()
olur. Buradan her x,y € R igin
(fR(xy) = FA(X)G* @) + h()(FP W) + f(X)(gh) ) + x(fFh)(Y) (2.3)
dir.

Teorem 2.1: R, 2 —torsion free bir yari-asal halka, f ve h, g orten fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan
farkl: iki yari-tiirev olsun. Bu durumda f ve h ortogonaldir ancak ve ancak asagidaki kosullar saglanir:

i)fh=0
ii)fh+hf =0
iii) Her x € R igin f(x)h(x) =0
iv) fh, g2 fonksiyonu ile belirlenmis bir yari-tiirevdir.
ispat: i)= f ve h ortogonal mi?
fh=0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her x, y € R i¢in

(fM(xy) =0
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saglanir. Bu ifade (2.3) esitligi kullanilarak diizenlenirse

0= (fRxy) = FHXG*®) + kG FPHB) + fF()(Gh)B) + x(FRH(K)
bulunur. Bu esitlikte fh = 0 oldugu kullanilirsa her x, y € R i¢in
h)FP ) + fF()(gh)(y) =0 (2.4)
elde edilir. h, g ile belirlenmis yari-tiirev oldugu i¢in hg = gh saglanir. Boylece (2.4) esitligi
h()FP ) + f(x)(hg)(y) =0

olur. Fonksiyonlarda bileske tanimindan son esitlik

h(x)f(g) + f()h(g(y)) =0

bi¢iminde yazilir. g fonksiyonu 6rten fonksiyon oldugundan g(y) = z,Vy, z € R yazilabilir. O halde
son esitlikten

h(x)f(z) + f(x)h(z) = 0,Vx,z € R
elde edilir. Boylece Lemma 2.1 den f ve h ortogonaldir.
f ve h ortogonaldir= i) mi?
f ve h ortogonal yari-tiirevler olsun. Bu durumda tanim geregi
F(X)Rh(z) = (0),Vx,z € R
saglanir. Dolayisiyla
F()yh(z) = 0,Vx,y,z € R (2.5)
olur. Boylece Lemma 2.1 den
F(X)h(z) = 0,Vx,z € R
bulunur.
Simdi £ (x)yh(z) = 0 oldugu icin
0 = f(f()yh(2)) = f2()yh(2) + (9f)()f Oh(2))
= f@)Iyh(2) + (@H ) f ¥)(gh)(2) + (g ) () y(Fh)(2)

saglanir. Bu ifadede (2.5) esitligi kullanilarak

@H O f (g (2) + (g (x)y(fh)(2) = 0,VYx,y,z ER

bulunur. f ve h, g ile belirlenmis yari-tiirevler oldugu i¢in fg = gf, hg = gh saglanir. Bu ifadeler son
esitlikte kullanilirsa

@GN fhg)(2) + (Fg)x)y(fh)(z) =0
dir. Yani
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g f Wh(g@) + f(g())yf (h(2)) = 0,Vx,y,z € R

olur. Bu ifadenin ilk terimi Vx, z € R i¢in f(x)h(z) = 0 oldugundan sifirdir. Boylece
f@x)yf(h(z)) = 0,Vx,y,z €R
elde edilir. Yine g orten fonksiyon oldugu igin
f®yf(h(z)) =0,Vy,z,t ER
saglanir. Bu esitlikte t yerine h(z) yazilirsa
f(h(2))yf(h(z)) = 0,Vy,z €ER
olur. Yani
f(h(2))Rf(h(2)) = (0),Vz ER
dir. R yari-asal halka oldugu igin
f(h(2)) =(0),vzER
ve dolayisiyla fh = 0 bulunur. Ispat tamamlanr.
ii)= f ve h ortogonal mi?
Hipotezden fh + hf = 0 saglansin. Bu durumda her x,y € R igin
(fh+hf)(xy) =0

saglanir. Bu ifade f ve h 1n g ile belirlenen yari-tiirevler ve R nin bir 2 —torsion free halka oldugu
kullanilarak diizenlenirse

fh(g() + h(x)f(g(y)) = 0,Vx,y ER
bulunur. Yine g orten fonksiyon oldugu i¢in son esitlikten
f(xX)h(z) + h(x)f(2) =0,Vx,zE€ER
elde edilir. Bu ifadede Lemma 2.4 kullanilirsa f ve h ortogonal yari-tiirevlerdir bulunur.
f ve h ortogonaldir= ii) mi?

f ve h ortogonal yari-tiirevler olsun. Bu durumda bu teoremin (i) kosulu saglanir. Dolayisiyla
h = 0,hf = 0 olur Boylece fh + hf = 0 elde edilir.
y

iii)= f ve h ortogonal mi?
(iii) hipotezinden
f(x)h(x) =0,vx ER (2.6)
saglanir. (2.6) esitlignde x yerine x + y,y € R yazilir ve hipotez kullanilirsa

fOORY) + f(¥)h(x) =0,Vx,y €R (2.7)
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elde edilir. (2.7) esitliginde y yerine yz,z € R yazilirsa
0= f()h(yz) + f(y2)h(x)
= f() () g(2) + yh(2)) + (f (1) g(2) + yf(2))h(x)
= fOh()g(2) + f()yh(2) + f(¥)g(2h(x) +yf (2)h(x)
olur. Ote yandan (2.7) esitliginden
fORY) = =f (X)), f(2)h(x) = —f(x)h(2)
saglanir. Bu esitlikler son ifadede kullanilarak
[f (), y1h(2) + f(M)[g(2), h(x)] = 0,Vx,y,z € R (2.8)
bulunur. (2.8) esitliginde y yerine £ (x) yazilirsa
f20lg(2), h(x)] = 0,Vx,y,z € R
olur. g drten fonksiyon oldugu icin son esitlikten
f2)[t, h(x)] = 0,Vx,y,t €R
bulunur. Bu esitlikte t yerine tr,r € R yazilir ve bu esitlik kullanilirsa
F2EOR[r, h(x)] = (0),Vx,r € R

olur. I: R = R, I(x) = [r, x] donlisiimii toplamsal bir doniisimdiir. Bu nedenle son esitlikte Lemma
(2.2) kullanilarak

f2EOR[r (] = (0),Vx,y,m €R

elde edilir. Yine bu son esitlikte x yerine xu, u € R yazilir ve bu esitlik ile gf = fg oldugu kullanilirsa,
R, 2 —torsion free halka oldugu i¢in

fOOf@z[r,h(y)] =0,Yx,y,z,7r,t ER
bulunur. Burada x yerine xw,w € R yazilarak benzer islemlerle
fOwf(®)z[r,h(y)] =0,¥x,y,z, 7, t,w ER
dir. Yani
fEIRF(OR[r, h(y)] = (0),Vx,y,7,t €R
olur. Bu esitlikten 6zel olarak
fQOR[r, h (W IRf ()R[r, h(¥)] = (0)

saglanir. Boylece R bir yari-asal halka oldugundan son esitlikten f(x)R[r, h(y)] = (0) elde edilir.
Boylece

fx)z[r,h(y)] =0,Vx,y,z,7r €ER (2.9)
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olur. Burada r yerine f(x) yazalim. Bu durumda

fz[f (), h(y)] = 0,Vx,y,z €R

saglanir. Yine burada z yerine h(y)z yazilirsa

fFOORW)z[f (%), h(¥)] = 0,Vx,y,z € R

bulunur. Ote yandan (2.9) esitligi soldan h(y) ile ¢arpilir ve burada r yerine f(x) yazilirsa

h()f ()z[f (%), h(¥)] = 0,Vx,y,z,1 €R

elde edilir. Boylece son iki esitlik birbirinden ¢ikarilip diizenlenirse

[f (), RODIR[f (), h(¥)] = (0),Vx,y €R

saglanir. Bu durumda R bir yari-asal halka oldugundan son esitlikten

[f(x),h(¥)] =0,Vx,y €ER

bulunur. Boylece

fGOh() = h(y)f(x),Vx,y €R
dir. Simdi (2.7) esitliginde bu ifade kullanilirsa
fGh(Y) +h(x)f(y) =0,vx,y €R
elde edilir. Bu durumda Lemma 2.4 den f ve h ortogonal yari-tiirevlerdir.
f ve h ortogonaldir= iii) mi?

f ve h ortogonal yari-tiirevler olsun. Bu durumda tanimdan f(x)Rh(y) = (0),Vx,y € R
saglanir. Boylece Lemma 2.3 den f(x)h(y) = (0),Vx,y € R olur. Ozel olarak y yerine x yazihrsa
f(x)Rh(x) = (0),Vx € R elde edilir. Ispat tamamlanr.

iv)= f ve h ortogonal mi?
(iv) hipotezinden fh, g ile belirlenen bir yari-tiirev olsun. Bu durumda
(M (y) = FH)G* () +x(F() = 0,vx,y €R
olur. Ote yandan
fh(xy) = f(h(xy)) = f(R(x)g(¥) + xh(¥))
= (M@ G*®) + (DU + fFX) (g ) + x(FRH()

dir. Bu son iki esitlikten her x,y € R igin

h)(fP ) + fF()(gh)(y) =0
elde edilir. gh = hg oldugu kullanilarak

h(x)f (@) + f()R(g(y)) =0

148



Yari-asal Halkalarda Ortogonal Yari-tiirevler Uzerine

yazilir. g orten fonksiyon oldugu i¢in son ifadeden
h(x)f(z) + f(x)h(z) = 0,Vx,z €ER
ulagilir. Béylece Lemma 2.4 den f ve h ortogonal yari-tiirevlerdir.
f ve h ortogonaldir =iv) mi?

f ve h ortogonal yari-tiirevler olsun. Bu durumda bu teoremin (i) kosulu saglanir. Dolayisiyla
fh = 0 olur. Ustelik sifir doniisiimii bir yari-tiirev oldugu icin fh da bir yari-tiirev olur ve ispat biter.

Tamm 2.2: R bir halka, S, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f: R — R bir fonksiyon olsun. Eger
Vx,y € S i¢in

fxy) = ff ()
kosulu saglaniyor ise f ye S tizerinde bir homomorfizm denir.

Tamm 2.3: R bir halka, S, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f: R — R bir fonksiyon olsun. Eger
Vx,y €S i¢in

flxy) = f)f ()
kosulu saglaniyor ise f ye S iizerinde bir anti-homomorfizm denir.

Teorem 2.2: R bir yari-asal halka, f, g 6rten fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan farkli bir yari-tiirev
olsun. Eger f, R tizerinde bir homomorfizma ise bu durumda R halkasi sifirdan farkli merkezil bir ideal
kapsar.

ispat: f,R iizerinde bir homomorfizma olsun. Bu durumda her x, y, z € R igin
fy)=ff ) = f)y+39@)f»)
saglanir. Bu esitlikte y yerine yz, z € R yazilirsa
fXyz+g)f vz) = f(0)f vz) = fFO)f ) (2)
olur. Bu esitligin sag tarafinda f in R tizerinde bir homomorfizma oldugu kullanilirsa
fX)yz+g)f vz) = f(xy)f (2)
elde edilir. f yari-tiirev oldugundan
f)yz +g()f (yz) = f()yf(2) + g()f )f (2)
bulunur. Yine bu esitligin sag tarafi i¢in f, R lizerinde bir homomorfizma oldugundan

f@yz+gx)f (yz) = f(x)yf(2) + g(x)f (yz)
dir. Boylece

f)yz = f()yf(2)

olur. Yani
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f)y(z—-f(z)=0,Vx,y,z€R (2.10)

elde edilir. Bu esitlikte y yerine f(y) yazilirsa, bu durumda
ffW)(z—f(2) =0,Vx,y,z€R

olur. Bu son esitlikte hipotez kullanilarak

fey)(z—f(2)) =0,vx,y,z€R
saglanir. Bu esitlikten f yari-tiirev oldugu igin

fgz—f(2) +xf )z~ f(2) =0

bulunur. Bu ifadede g nin 6rten oldugu ve (2.10) esitligi kullanilirsa

xf()(z—f(2)) =0,vx,y,z€R

elde edilir. Yani

xf(V)z = xf(y)f (2)
dir. Yine hipotezden
xf(¥)z = xf (yz)
ve f yari-tiirev oldugundan

xf(¥)z =xf(y)z +xg(¥)f(2)

olur. Boylece
xg(¥)f(z) =0,Vx,y,Zz€R
elde edilir. g 6rten fonksiyon oldugu i¢in son ifadeden
xrf(z) =0,Vx,1,z €ER (2.11)
bulunur. Bu esitlik soldan rf (z) ile ¢arpilir ve R nin yari-asal halka oldugu kullanilirsa
rf(z) =0,vVr,z€R (2.12)
olur. Simdi (2.11) esitligi soldan f(z) ve sagdan x ile ¢arpilirsa
f@xrf(z)x =0,vx,1,Z€E€R
olur. R halkasinin yari-asalligi kullanilarak
f(2)x=0,vx,z€R (2.13)
elde edilir. Boylece (2.12) ve (2.13) esitliklerinden
xf(z) = f(2)x,Vx,z€ER

saglanir. Ozel olarak xf (x) = f(x)x, yani
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[f(x),x] =0,vx €R

olur. Boylece Lemma 2.3 den R halkas: sifirdan farkli merkezil bir ideal kapsar.

Teorem 2.3: R bir yari-asal halka, f, g orten fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan farkli bir yari-tiirev
olsun. Eger f, R lizerinde bir anti-nomomorfizma ise bu durumda R halkas: sifirdan farkli merkezil bir

ideal kapsar.

ispat: f, R iizerinde bir anti-homomorfizma olsun. Bu durumda her x, y, z € R igin

fy)=fOf ) = f)y+9@)f»)
saglanir. Bu esitlikte y yerine xy yazilirsa
f)xy + g(x)f(xy) = fxy)f (%)
olur. Bu esitligin sag tarafinda f in R tizerinde bir yari-tiirev oldugu kullanilirsa
fxy + g f(xy) = fF)yf(x) + g f () (x)
dir. Yine f, R tizerinde bir anti-homomorfizma oldugundan
fOxy + g(x)f (xy) = fF)yf (x) + g(x)f (xy)

bulunur. Boylece

f)xy = f(x)yf(x),Vx,y €R
elde edilir. Bu esitlikte y yerine yx yazilir ve tekrar bu esittlik kullanilirsa

fOyf(x)x = f(x)yxf(x),Vx,y € R
elde edilir. Yani
fEylf (x),x] = 0,vx,y €R

bulunur. Burada y yerine xy yazilarak

f)xy[f(x),x] =0,Vx,y €ER
saglanir. (2.14) e esitligi soldan x ile carpilirsa

xf()ylf (x),x] = 0,Vx,y €R
olur. Bu iki esitlik birbirinden ¢ikarilarak diizenlenirse

[f (), x]y[f (%), x] = 0,Vx,y € R
elde edilir. R yari-asal halka oldugu igin
[f(x),x] =0,vx €ER

olur. Boylece Lemma 2.3 den R halkasi sifirdan farkli merkezil bir ideal kapsar.
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GOLBASI, BILGIN

Teorem 2.4: R, 2-torsion free bir yari-asal halka, f, g orten fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan farkl: bir
yari-tiirev olsun. Eger her x,y € R i¢in f(xy) + xy € Z ise bu durumda R halkas: sifirdan farkl
merkezil bir ideal kapsar.

Ispat: Hipotezden her x,y € R i¢in

fey)txy €z

saglansin. Bu esitlikte y yerine yz, z € R yazilirsa f (xyz) + xyz € Z olur. Bu ifade f in R {izerinde bir
yari-tiirev oldugu kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € R igin

Fxy) £xy)z+gxy)f(z) €Z
bulunur. Bu esitlik z € R ile komiite edilir ve f(xy) + xy € Z oldugu kullanilirsa
[9(xy)f(2),2] = 0,Vx,y,z €R
olur. g orten fonksiyon oldugu i¢in
[rf(2),z] =0,Vr,z€R (2.15)
elde edilir. Bu esitlikte r yerine f(z)r yazilir ve bu esitlik tekrar kullanilirsa, bu durumda
[f(2),z]rf(z) =0,Vr,z€R (2.16)
elde edilir. (2.16) esitliginde r yerine rz yazilirsa,
[f(2),z]rzf(z) =0,Vr,z€R
saglanir.Simdi (2.16) esitligi sagdan z € R ile garpilirsa
[f(2),z]rf(z)z=0,Vr,z€R
olur. Son iki esitlik birbirinden ¢ikarilarak diizenlenirse
[f(2),z]r[f(2),z] =0,Vz,r €ER
elde edilir. R yari-asal halka oldugu igin
[f(2),z] =0,VvzER

olur. Boylece Lemma 2.3 den R halkasi sifirdan farkli merkezil bir ideal kapsar.
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