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Anahtar Kelimeler Oz: Yonsel tirev tabanli yakinsama yaklasimlar, dogrusal olmayan bir maliyet
Yonsel tirev, fonksiyonunu (J(8)) minimize veya maksimize etmek icin 6 parametre vektorina iteratif
Momentum, Adadelta, olarak giincelleme mantigina dayanmaktadir. Yapay égrenme alaninda sik kullanilan bu

Adagrad, Adam, Newton yaklasimlarla glincelleme yapilirken maliyet fonksiyonunun ilgili parametreye gére yonsel

tUrev bilgisi kullanilir. Bu ¢calismada, literatirde kabul gormus tlrev tabanl yaklasimlarin
(Gradient Descent, Momentum, Adadelta, Adagrad, Rms, Adam, Newton ve BFGS)
dogrusal olmayan fonksiyonlar Uzerindeki yakinsama performanslari incelenmistir.
Yaklasim performanslarini kiyaslayabilmek igcin optimal noktaya yakinsama hizi ve toplam
hesaplama maliyeti kistaslari degerlendirilmistir.

Comparative Analysis of Gradient Based Convergence Approaches

Keywords Abstract: Directional derivative-based convergence approaches are based on the logic of
Gradient Descent, iteratively updating the parameter vector 6 to minimize or maximize a nonlinear cost
Momentum, Adadelta, function (J(B)). While updating with these approaches, which are frequently used in the

Adagrad, Adam, Newton field of artificial learning, directional derivative information of the cost function is used

according to the relevant parameter. In this study, the convergence performances of
derivative-based approaches (Gradient Descent, Momentum, Adadelta, Adagrad, Rms,
Adam, Newton and BFGS) accepted in the literature on nonlinear functions were
investigated. In order to compare the approach performances, the speed of convergence
to the optimal point and the total computational cost criteria were evaluated.

*lgili Yazar, email: eyazan@adiyaman.edu.tr

1. Girig

Muhendislik uygulamalarinda cok 6nemli bir yere sahip olan optimizasyon, en basit tanimiyla, belirlenen kosullar altinda
en iyi sonucun alinmasidir. Bir sistemin gerceklestiriime slrecinde bazi kararlarin alinmasi gerekir. Bu kararlarin amaci,
sistemin gerceklestiriimesi icin gereken cabayl en aza indirgemek veya sistemden beklenen kazanimi olabildigince
arttirmaktir. istenen caba veya kazanim, belirli karar degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak ifade edilebildiginden
optimizasyon, bir fonksiyonun belirlenen amag dogrultusunda maksimum veya minimum degerini veren kosullari bulma
sUreci olarak tanimlanabilir.

Optimizasyon yontemlerinin temeli matematik bilimine dayanir. Bu nedenle matematik bilimindeki bircok gelisme
optimizasyon yontemlerinin gelistiriimesine temel olusturmustur. Newton ve Leibniz'in matematige katkisi
optimizasyonun diferansiyel ydntemler gelistirilmesini mimkin kilmis, Bernoulli, Euler, Lagrange ve Weirstrass,
fonksiyonlarin minimizasyonuyla alanin temellerini atmislar, Cauchy ise kisitlamasiz minimizasyon problemlerini ¢6zmek
icin en dik inis metodunun ilk uygulamasini gerceklestirmistir [1]. Bunlarin disinda birgok gelisme optimizasyon alaninda
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ilerleme kat edilmesine yardimci olmustur. Butlin bu gelismelere ragmen, sayisal bilgisayar teknolojisinin ortaya cikisina
kadar bu alandaki calismalarda kaydedilen ilerleme c¢ok az denilebilecek kadar olabilmistir. Bilgisayar teknolojisindeki
gelismeyle birlikte optimizasyon tekniklerinin uygulanmasi mimkiin olmus ve yeni metotlar Gizerine daha fazla arastirma
yapilmistir.

Optimizasyon alaninda gelistirilen yontemler hemen her mihendislik alaninda kullanildig gibi bilgisayar bilimlerinde de
oldukca kullanim alanina sahiptir. Yapay 6grenme ve gorinti isleme bu alanlarin basinda gelmektedir. Yapay 6grenme
alaninda problem fark etmeksizin, yapay sinir aglarindaki hicreler arasi agirlik degerlerinin glincellenmesi igin kullanilan
bu yontemler [2]-[4], gorintl isleme alaninda sekil bolltleme, parmak izi tanima, plaka tanima gibi bircok alanda
kullaniimaktadirlar [5]-[7]. Ayrica bu iki alan temelinde medikal [8]-[10] ve sinyal isleme [11] gibi diger farkl alanlardaki
problemlerin ¢oziminde de kullaniimaktadirlar.

Genel bir optimizasyon probleminin matematiksel ifadesi esitlik 1’deki gibi gosterilebilir:

Minimize £(6),8 = (84,0,,....0,)7
Kisitlamalar;

g,.(e) <6,j=12,.m

h,(0) = 0,k=1,2,..n

Burada 6 tasarim degiskeni, f(8) tasarim degiskenine baglh minimize edilmek istenen amag (hedef) fonksiyon, g(8) ve h(8)
ise sirayla esitsizlik ve esitlik kisitlayicilari olarak adlandirilir. Bu sekilde tanimlanan optimizasyon problemleri; kisitlayicili
optimizasyon problemi olarak adlandirilir ve ¢6zim kisitlayicilar ile cevrelenmis bolgenin icerisinde aranir. Bazi problemler
ise kisitlayici icermez, bu tarz problemler ise kisitlayicisiz optimizasyon problemleri olarak adlandirilir. Bu iki problem tiri
haricinde optimizasyon problemlerinin farkli sekillerde siniflandiriimasi yapilmistir. Bu siniflandirmalari genel olarak su
sekilde tanimlayabiliriz; amac fonksiyonun ve varsa kisitlama fonksiyonlarinin dogrusal olup olmamasina bagli olarak;
dogrusal (lineer) programlama veya dogrusal olmayan (nonlineer) programlama, tasarim degiskenleri negatif olmayan
tamsayi degerler alan lineer problemler tamsayi programlama, aksi durumda tamsayi olmayan programlama olarak
isimlendirilirler. Bir diger siniflandirma da tasarim degiskenlerinin strekli degerler oldugu slrekli optimizasyon problemleri
veya sinirli degerlerden olustugu ayrik optimizasyon problemleri seklindedir.

Problemlerin siniflandirildigl gibi, bu problemlerin ¢6zimu icin gelistirilen yontemler de ¢ozim yaklasimina gore
siniflandiriimaktadir. Klasik optimizasyon yontemleri genel olarak Dogrudan (direct) yontemler (arastirma yontemleri) ve
Dolayli (indirect) yontemler (optimallik kriterleri) olmak tizere ikiye ayrilir [12]. Dolayl yontemlerde bir noktanin optimum
nokta olabilmesi icin gerek ve yeter sartlari saglamasi gerekir. Problem ¢ozimiinde 6ncelikle bu sartlari saglayan aday
noktalar bulunur, sonrasinda bu aday noktalara gére ¢6zim uygulanarak optimum nokta elde edilmeye ¢alisilir. Dogrudan
yontemlerde ise, tahmini bir baslangi¢ noktasi belirlenerek optimum nokta olarak kabul edilir ve bu noktaya gore ¢6zim
elde edilir. Bu baslangic degerine gore elde edilen ¢6zim genellikle optimallik sartlarini saglamaz. Bu nedenle gercek
optimum nokta bulunana kadar tekrarli (iteratif) olarak islemler yinelenir.

Bu galismada dogrudan ydntemler sinifina giren ve Kisitlamasiz Dogrusal Olmayan (Nonlineer) problemlerin ¢6ziminde
kullanilan Turev Tabanli Yontemler kiyaslamali bir sekilde incelenmistir. ikinci bélimde, kullanilan tiirev tabanli yéntemler
hakkinda detayli bilgi verilmektedir. Uctinci bélimde ydntemlerin belirli test fonksiyonlari izerinde uygulanarak
performanslari gdzlemlenmis ve sonuglari gdsterilmistir. Son bodlimde ise ¢alismanin genel sonuglari UGzerinde
degerlendirmeler yapilmistir.

2. Materyal ve Metot

TUrev tabanh yontemler, optimum noktayi bulmak igin tirev bilgisini kullanirlar. Bu nedenle, bu ydontemlerin kullanildig
problemlerde amag fonksiyonunun, uygulanabilir aralikta strekli ve tirevlenebilir olmasi gerekmektedir. Bu algoritmalar,
tasarim degiskenleri icin gelisi glizel segilen degerlerle isleme baslar ve amag fonksiyonunun o noktadaki turevini alir.
Bulunulan noktadan tlrev yoninde giderek optimum noktaya ulasmaya calisir. Bu yontemler lokal bilgileri kullandiklari
icin varilacak optimum nokta lokal optimum noktadir. Bu yontemlerin genel olarak isleyisi Esitlik. 2’de vektorel formda
gosterilmistir.

Oiy1= 0, +A78,; t=0,1,2,.. 2)
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Parametrelerin giincelleme islemi optimal noktaya varincaya kadar tekrar edilir. Optimum noktada tirev degeri 0’a esittir.
Burada; 6, tasarim degiskeni, t iterasyon numarasi, A8 ise mevcut noktadaki degisim miktarini ifade etmektedir. Degisim
miktarinin hesaplanmasi genel olarak Esitlik.3 "te gosterildigi gibi ifade edilebilir.

A8, = ad, (3)
Burada d, ilerleme yonl; a, adim blydkligu olarak ifade edilmektedir. Esitlik.3'te gosterilen degisim miktarinin
hesaplanmasi bu iki degerin belirlenmesi problemini barindirmaktadir. Yonsel tirev tabanli yaklasimlar, ilerleme yoninde
atilacak adim buytklaginin hesaplanmasi noktasinda farklilik gosterirler.

2.1. Tirevsel inis (Gradient descent)

1847’de Cauchy tarafindan ortaya atilan yontem [13] “Dereceli Alcalma Yontemi” olarak da adlandirilir ve kisitlamasiz
optimizasyon problemlerinin ¢oézimuinde kullanilan tirev tabanh yéntemlerin ilkidir. Bu yontemde ilerleme yonini
hesaplarken amac fonksiyonunun birinci tirevi alindigi icin “birinci dereceden yontem” olarak nitelendirilir.

Bu yontem, 6 parametrelerine baglh maliyet fonksiyonunu (J(8)) minimize etmek icin kullanilir. Baslangicta rastgele
belirlenen 6 parametrelerinin her adimda tirevin tersi yéninde glincellenerek optimum degere ulasilincaya kadar tekrar
edilmesi ile gergeklestirilir:

0, = 6,_,— a.VyJ(6) (4)

Esitlik.4’te yer alan 6 glncellenecek parametre vektort, a adim buyukligu ve Vel(8) maliyet fonksiyonunun gradientini
gostermektedir. Gradient descent (tlrevsel inis) yonteminin, “Batch”, “Mini-Batch” ve “Online (SGD)” olmak Uzere Ug¢
farkli kullanis sekli bulunmaktadir [14]. Bu yontemler maliyet hesabinda kullanilan veri miktarina gore birbirinden ayrilirlar.
Batch’de, maliyet fonksiyonu hesaplanirken tim egitim kimesi kullanilirken, mini-batch’de belirli sayidaki érintiler
kullanir, online’da her bir 6riintl geldiginde parametreler glncellenir. Dolayisiyla Batch kullanimda yavas ¢alisir ancak
yakinsama tutarlili§i en dogru olandir. Buna karsilik online kullanim her bir egitim seti i¢in glncelleme islemi
gerceklestirdigi icin daha hizli calisir ve yerel minimuma daha erken siirede ulasabilir, ancak yakinsama hatasi ytksektir.

Qt = Qt_l - (X.Vg](e;xl,yl) (5)

Mini-Batch kullanim her iki yontemin avantajlarini barindiracak sekilde distnulerek gelistirilmistir. GUncelleme islemi, her
bir n adet orlintl igin gergeklestirilir.

O = 0,1 — a.VoJ(6;x™, y™™) (6)

Tirevsel inig ydnteminin bazi dezavantajlari vardir. Bu dezavantajlar sunlardir:

- Yontem lokal minimuma yakinsamayi garanti eder, fakat bunun icin cok fazla sayida iterasyon gerekebilir

- Her iterasyon digerlerinden bagimsiz bir sekilde baslatilir ve bu da verimsiz olabilir. Onceki iterasyon bilgileri

kullaniimaz.

Her iterasyonda ilerleme yoninl belirlemek igin sadece birinci dereceden bilgiler kullanilir. Bu da yéntemin yakinsama
kabiliyetini dusurdr. Pratikte, ilk birkag iterasyon sonucunda amag fonksiyonunda énemli dlglide bir azalma oldugu
gozlemlenebilir, fakat sonraki iterasyonlarda bu azalma yavaslamaktadir.

2.2. Momentum

Momentum yontemi yonsel tlirevin sadece anlk degil, gecmis degerlerinide oransal bir sekilde hesaba katar ve daha etkili
bir yakinsama 6zelligi gosterir [15].

Ve = Vg + @ V) (6L, ) v
0= 01— v, ®

Esitlik.7’de gorilen p parametresi O ile 1 arasinda olup, bir sonraki 8" nin hesaplanmasinda énceki ttrevlerin hangi oranda
hesaba alinacagini belirlemek icin kullanihr.
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2.3. Adagrad

Adagrad yontemi [16] sabit adim buyukluginden kaynaklanan problemi ortadan kaldiran bir yontemdir. Bu yénteme gore,
baslangicta bir adim biyUklGgu belirlenerek ilk iterasyon gergeklestirilir. Sonraki iterasyonlarda bu adim buyUklGga
glncellenerek islemler gerceklestirilir.

G =Geq + V](Qt—l)z )

a
Or = 0y — —— .VJ(6;1) (10)
G+ €

Gt, gecmis gradient bilgisini tutan, parametre sayisi ile ayni boyutta bir matristir ve adim buyukluginin élgeklenmesinde
kullanilir. Bu matrisin her bir elemani ilgili parametrenin dnceki gradientlerinin karelerinin toplamina esittir. Esitlik. 10" da
yer alan € terimi, sifira bolinmeyi 6nlemek icin kullanilir ve cok kigtk bir degerdir.

2.4. Adadelta

Adagrad yontemi her ne kadar adim blyUklUgu parametresi problemine odaklanmis bir ydntem olsa da ilk iterasyonda bir
adimbiytkligu degerine ihtiyac duyar. Ayrica dikkatle incelendiginde iterasyon sayisi arttikca G parametresi blylyecegi
icin adim bayuklagunin sifira yaklastigr gorilmektedir. Bu da belirli bir iterasyondan sonra yakinsama hizinin azalmasina
sebepiyet verir. iste bu iki durum Adadelta [17] ydnteminin gelistiriimesinde dnemli bir etken olmustur. Adadelta yéntemi,
Adagrad yonteminin bu iki dezavantajini ortadan kaldirmistir.

E[g*]. = pE[g®);-1 + (1 — p)gi (11)
20, = - % o (12
RMS[g]l; = VE[g?%]; + € (13)
E[6%], = pE[6?],_, + AB? (14)
Ge = Gy + V] (8,_1)? (15)
Oir1 = 6, — A6, (16)

Esitlik. 11'de goraldugu Uzere, Adagrad yonteminde oldugu gibi 6nceki tirevler (gradientler) karelerinin tamami olacak
sekilde degil, belirli bir oranda alinmaktadir. Bunu da momentum yonteminde oldugu gibi p sabit terimi ile ayarlamaktadir.

2.5. RMSProp
Geoff Hinton tarafindan 6nerilmis ve onun ders notlarinda yer alan RMSProp yontemi [18], Adadelta ile yakin zamanda

birbirinden bagimsiz olarak ortaya atilmistir [14]. Adadelta yontemine benzer fakat 6grenme katsayisi parametresini
kullanir.

E[g%]; = pE[g*]e-1 + (1 — p) gt (17)
G0y = 0 c
ty1= 9t - —/—— -Gt 18
' VE[g?]: + € (18)
Notlarinda p=0.9 ve a =0.001 olarak alinmasini dneren Hinton, bu degerlele ydontemin iyi sonuglar verecegini belirtmistir.

2.6. Adam

Adaptive Moment Estimation (Adam) yontemi [19] de sabit adim buyuklGga yerine, her iterasyonda giincellenen bir adim
blyiklagu kullanan yontemlerdendir. Bu yontemde dnceki tirev degerinin karesel toplamlari da hesaba katiimaktadir.

me = Bime_q + (1 —P1)ge (19)

v = Bove_g + (1= Br)gi (20)
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m
e = —— (21)
1-p;
~ Ve
Ve = 1_pt (22)
a
Or41 = 0y — —— .10 (23)
¥, + €

Ayrica ¢alismada, B1 = 0 ve ¢ok kuiglk bir B2 segildiginde Adagrad yontemine karsilik geldigi belirtilmistir.
2.7. Newton

Newton tarafindan 6nerilen ve kendi adiyla anilan yéntem, parametre giincellemesinde, sadece birinci kismi tirevi degil
ikinci tirev degerini de kullanir [20]. Bu nedenle “ikinci dereceden yontem” olarak nitelendirilir. Birinci dereceden
yontemlere gore daha etkili olan yontem, ozellikle optimum noktaya belirli bir mesafeden sonra ¢ok hizli bir yakinsama
ozelligi gosterir. Temel fikri Taylor serisi genislemesine dayanan yontem Esitlik.24 ‘te gosterildigi gibidir.

f'(6)

Ors1 = 0 + 70)

(24)

Esitlik.24 ‘te de goruldugi gibi adim bayikligu (a) parametresi kullanilmamaktadir. Bu nedenle yontem her zaman icin
yerel optimum degere yakinsamayi garanti etmez. Bu problem, adim biyikligini de esitlige ekleyerek giderilebilir.

Newton yéntemi kuadratik i¢ blkey fonksiyonlarda ¢ok basarili olurken igblkey olmayan fonksiyonlarda ayni basariyi
gdsterememektedir [18]. Baska bir deyisle icbhlUkeylik azaldikga Newton yonteminin performansi da azalmaktadir.

Newton yonteminin en blylk dezavantaji her iterasyonda ikinci dereceden tirevlerin (Hessian matrisi) hesaplanmasidir.
Bu islem genellikle oldukca zaman alir, hatta bazi uygulamalarda bu tirevi hesaplamak mimkin olmayabilir. Bir diger
dezavantaji da, Hessian matrisinin tekil olmasi gerekliligidir. Fakat her iterasyonda Hessian matrisi tekil olmayabilir.
Bundan dolayi ilerleme yoni bizi optimum noktaya gotirmeyebilir. Optimum noktaya gidebilmek icin Hessian matrisinin
pozitif tanimli ve tekil olmasi gerekmektedir.

2.7. Bfgs

Newton yontemindeki, Hessian matrisinin olusturulmasi ile ilgili dezavantajlari ortadan kaldirmak icin bazi yontemler
dnerilmistir [21 - 24]. Onerilen bu yéntemler, her iterasyonda Hessian matrisi veya Hessian matrisinin tersine yaklasik bir
matris Ureterek, Hessian matrisi yerine kullanmislardir. BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) yéntemi [25] Hessian
matrisine yaklasik matris Greten yontemlerden en popller olanidir. Yontemin algoritmasi su sekildedir:

Adim 1: Baslangic degisken atamalarini yap.
Parametreler: 8:=0.1rand()

Simetrik pozitif tanimli yaklagim matrisi: He=o0=I
Yakinsama parametresi: e=10*

iterasyon sayisi: t=0

Yakinsama buyUklGgu: c—g = Vf(8¢=p)

Adim 2: ||c;|| < € ise algoritmayi sonlandir.

Adim 3: ilerleme yonuni: d, = — ¢, H, ™

Adim 4: Parametreleri glincelle: 8,,, = 0; + ad;

Adim 5: Hessian matrisini gtincelle: Hyy; = Hy + Dy + E;

D ve E, dogrulama matrisleri olup Esitlik.25‘de gosterildigi sekilde hesaplanirlar

_ YtJ’tT _ _CtCtT
‘ (Se- ) ‘ (ct-dy)

(25)
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Adim 6: Degisimleri hesapla
Ve = Cey1— Gt (26)
Sy = ad; (27)
Adm7:t = t + 1lyapve Adim 2’ye git.
Algoritmadan da anlasildig Gzere, ilk adimda Hessian yaklasim matrisi birim matris (I) oldugundan dolayy, ilk iterasyon
Turev Azaltma Yontemi ile aynidir. Sonraki iterasyonlarda bu matrisin degeri degiseceginden dolayr daha hizli bir
yakinsama davranisi gosterir.
3. Bulgular
Yaklasimlarin optimum noktaya yakinsama karakteristiklerini gozlemlemek amaciyla iki ayri test fonksiyonu (Griewank ve
Branin [26]) kullaniimistir. Uygulama Python dili ile kodlanmis olup, her bir yontem ile ayri ayri glincellenen parametreler,
fonksiyon ylzey grafigi Gzerinde gosterilerek bir animasyon olusturulmus, olusturulan animasyon sayesinde yontemlerin

farkli baslangic noktalarindan optimum noktaya ilerleme hizlari gérsel olarak da gozlemlenmistir.

Esitlik.28’de matematiksel denklemi verilen Griewank fonksiyonu; iki parametre (d=2) icin x,,, = (0,0) noktasinda
f(xopt) = 0 olacak sekilde tek bir global minimum degere sahiptir.

9= a5~ [ Jeos () s
i=1

i=1

Fonksiyonun [-2, 2] arali§inda ¢izilen ylzey grafigi Sekil 1'de gosterilmistir.

2.0 2.0

Sekil 1. Griewank fonksiyonu ylzey grafigi

300
250
200
150
100
50

Sekil 2. Branin fonksiyonu ytzey grafigi

f(x) =a(x, —bx? +cx; — 1) +s(1—t)cos(x;) + s (29)
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Esitlik.29'da yer alan Branin fonksiyonunda a,b,c,r,s ve t sabitler olup degerleri su sekildedir: a= 1, b=5.1/(4n"2), c = 5/7,
r=6,s=10ve t = 1/(8 ). Branin fonksiyonu iki parametre icin f(x,,.) = 0.397887 global minimum degerine sahiptir.
Bu glonal minimum degere u¢ farkl noktada erigilir. Bu noktalardaki parametrelerin degerleri x,,; =
(—m,12.275), (7, 2.275), (9.4278, 2.475) seklindedir. Branin fonksiyonunun x1 €[-5,10], x2 €[0,15] araliklarinda elde
edilen yuzey grafigi Sekil 2’de goértulmektedir. Yontemler ilk olarak Griewank fonksiyonu Gzerinde farkh baslangi¢ noktalar
icin ayri ayri test edilmis ve belirli bir yakinsama degerine gore (g) elde edilen sonuclar Tablo 1 ve Tablo 2'de gosterilmistir.

Tablo 1’den de goruldugi Gzere Adagrad, Adadelta, RMS ve Adam yaklasimlari genel olarak en basarili sonuglari veren
yontemler olmuslardir. Momentum yontemi [1.8, 1.8] baslangi¢c noktasinda diger baslangi¢c noktalarina gore daha iyi bir
performans sergilemistir. BFGS yaklasimi SGD’den daha hizli yakinsamis olsa da yakin degerler elde edilmistir. Newton
yontemi ise [0.5, 0.5] baslangi¢c noktasinda hem hiz hem de optimum degere yakinlik konusunda ¢ok basarili bir
performans gostermis fakat optimum noktadan uzaklastikca yakinsama o6zelligi gésterememis bu nedenle bir middet
sonra iterasyon durdurulmustur.

Ayni uygulama yakinsama degeri ¢ = 107° olacak sekilde kiiciltilerek yeniden calistirilmis ve optimum noktaya belirli
yakinlikta yontemlerin davranislari gozlemlenmek istenmistir. Bu uygulama sonucunda [0.5, 0.5] baslangi¢c noktasinda
Newton yontemi yine en hizli ydntem olmus Adadelta ve RMS yontemleri sirayla ikinci ve Gglinci olmuslardir. Uygulama
[0.8, 0.8] ve [1, 1] baslangi¢c noktalarindan c¢alistirldiginda Adagrad ve Adadelta siralamada yer degistirmis Adadelta
yontemi daha hizli yakinsama 6zelligi gdstermistir. Bunun haricinde genel olarak yontemlerin ilk yakinsama degerine gore
ayni hiz siralamasinda yakinsadiklari gozlemlenmistir.

Tablo 1.Griewank fonksiyonu igin € = 0.001 yakinsama degerine gore yontemlerin yakinsadig1 optimum degerler.

X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2
Baslangi¢
Noktasi 0.5 0.5 0.8 0.8 1 1 1.8 1.8

Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger
Yaklagim xlopt | x2opt | itr. xlopt | x2opt | itr. x1 x2 itr. xlopt | x2opt | itr.
SGD 0.060 0.178 21 0.039 0.185 31 0.031 0.185 37 0.017 0.190 76
Momentum | 0.076 0.144 23 -0.067 | 0.136 34 -0.056 | 0.168 35 0.033 0.083 45
Adadelta 0.033 0.164 2 0.011 0.102 4 0.034 0.172 4 2.79%-4| 0.122 10
Adagrad -0.099 | -0.109 3 0.101 0.093 2 0.011 0.072 1 0.034 0.130 6
Adam -0.069 | -0.149 | 14 0.115 | -0.012 | 24 0.120 | -0.021 | 25 0.115 -0.062 37
RMS 0.060 0.176 2 0.055 0.152 4 0.068 0.168 5 0.006 0.161 14
Newton 0.004 0.006 2 -1.572 | -2.222 | 80 4.717 6.667 80 1.572 2.222 80
BFGS 0.059 0.178 20 0.040 0.190 28 0.031 0.189 33 0.017 0.191 70

Tablo 2.Griewank fonksiyonu icin yaklasimlarin yakinsadigi optimum noktalardaki fonksiyon degeri (€ = 0.001)

X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2
Baslangic
Noktas1 0.5 0.5 0.8 0.8 1 1 1.8 1.8

Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger
Yaklagim Fopt itr. Fopt itr. Fopt itr. Fopt ftr.
SGD 0.0097 21 0.0093 31 0.0090 37 0.0092 76
Momentum | 0.0080 23 0.0069 34 0.0086 35 0.0023 45
Adadelta | 0.0072 2 0.0027 4 0.0080 4 0.0038 10
Adagrad 0.0078 3 0.0073 2 0.0013 1 0.0048 6
Adam 0.0079 14 0.0067 24 0073 25 0.0076 37
RMS 0.0095 2 0.0073 4 0.0094 5 0.0065 14
Newton 1.7013e-05 2 1.0019 80 1.0167 80 1.0019 80
BFGS 0.0096 20 0.0098 28 0.0094 33 0.0093 70

Yaklasimlar, Branin fonksiyonu icin € = 107 yakinsama degeri ile calistiriimis ve elde edilen sonuclar Tablo 3 ve Tablo
4’te gosterilmistir. Tablo 3 incelendiginde yéntemlerin ayni noktalardan baslamasina ragmen farkli optimum noktalara
yakinsadigi gorilmektedir.

143



Yonsel Turev Tabanli Yakinsama Yaklagimlarinin Karsilastirmali Analizi

Tablo 3.Branin fonksiyonu igin € = 0.000001 yakinsama degerine gore yontemlerin yakinsadigi optimum degerler.

X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2
Baslangi¢
Noktas1 -3 3 -4 1 6 6 -4 12

Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger
Yaklagim xlopt | x2opt | itr. xlopt | x2opt | itr. xlopt | x2opt | itr. xlopt | x2opt | itr.
SGD 3.141 2.276 | 45 3.141 | 2.276 | 40 3141 | 2.276 | 42 -1.899 | 12.061 | 250
Momentum nan nan 250 nan nan 250 9.420 2.470 | 250 15.714 | 12.885 | 250
Adadelta -3.141 | 12.274 | 131 -3.141 | 12.274 | 158 3.141 | 2.276 | 59 -3.142 | 12.276 | 43
Adagrad -3.139 | 12.262 | 250 -3.084 | 12.037 | 250 3.141 | 2.276 | 65 -3.142 | 12.276 | 42
Adam 3.142 2.276 | 105 3.141 | 2.276 | 142 3.141 | 2.275 | 117 -3.142 | 12.275 | 120
RMS -3.183 | 12.234 | 250 -3.116 | 12.298 | 250 3.141 | 2.276 | 82 -3.142 | 12.276 | 49
Newton -3.142 | 12275 | 2 -3.141 | 12275 | 3 6.283 1.1 250 -3.142 | 12.275 3
BFGS 3.141 2.276 | 56 3.141 | 2.276 | 48 3.141 | 2.276 | 56 -1.888 | 12.047 | 250
Tablo 4.Branin fonksiyonu igin yaklagimlarin yakinsadigi optimum noktalardaki fonksiyon degeri (¢=0.000001)

X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2
Baslangi¢
Noktas1 -3 3 -4 1 6 6 -4 12

Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger Optimum Deger
Yaklagim Fopt itr. Fopt itr. Fopt itr. Fopt ftr.
SGD 0.397889 45 0.397889 40 0.397889 42 13.524034 250
Momentum | nan 250 nan 250 0.397997 250 0.398086 250
Adadelta 0.397889 131 0.397889 158 0.397889 59 0.397888 43
Adagrad 0.397965 250 0.423815 250 0.397889 65 0.397888 42
Adam 0.397889 105 0.397889 142 0.397889 117 0.397889 120
RMS 0.425923 250 0.408158 250 0.397889 82 0.397888 49
Newton 0.397889 2 0.397891 3 19.60211 250 0.397889 3
BFGS 0.397889 56 0.397889 48 0.397889 56 13.670019 250

Newton vyaklasimi uygun noktalardan baslatildiginda optimum noktaya c¢ok hizli bir sekilde yakinsamistir. [6, 6]
noktasindan baslatildiginda ise optimum noktaya yakinsama 6zelligi gésterememistir. Adagrad ve RMS yontemleri -3, 3]
ve [-4, 1] noktalarindan baslatildiginda iyi bir yakinsama gosterememis, Momentum yontemi ise sadece [6, 6] noktasindan
baslatildiginda optimum noktaya yakinsayabilmistir. Adadelta yontemi genel olarak tim baslangi¢ noktalarindan optimum
noktaya yakinsamistir. BFGS yontemi [-4, 12] haricindeki diger noktalardan baslatildiginda optimum noktaya yakinsamistir.

Deneysel calismalarda dikkat ¢eken bir nokta sudur ki; Branin kullanildiginda online kullanimda (SGD) Newton haricinde
diger yontemlere gore beklenenin aksine daha hizli bir yakinsama gozlemlenmistir.

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismada tirev tabanh sekiz farkli optimal noktaya yakinsama yaklasiminin davranisi belirli fonksiyonlar kullanilarak
incelenmistir. Yaklasimlarin farkli geometrik yuzeylerdeki yakinsama kabiliyetlerinin daha iyi anlasilabilmesi icin
fonksiyonlarin yuzey grafikleri cizilmis ve yaklasim noktalari anlik grafige eklenerek bir animasyon olusturulmustur.
Boylece yakinsama kabiliyetleri acik bir sekilde incelenebilmistir. Yapilan deneysel calismalar neticesinde yakinsama
performanslarinda baslangi¢c noktasinin énemli bir etken oldugu ve daha fazla iterasyonda yakinsama gosteren bir
yontemin az sayida iterasyon sonucunda yakinsayan yontemlere gore optimum noktaya daha iyi yakinsayabildigi
gdzlemlenmistir. Ayrica birden fazla optimum noktasi olan Branin fonksiyonunda ydntemlerin ayni noktadan
baslamalarina ragmen farkli optimum noktalara yakinsadigi gézlemlenmistir.
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