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1. Giris

Adi diferensiyel denklemlerin invaryant ¢6ziimlerinin arastirilmasi i¢in gelistirilen ve Marius
Sophus Lie tarafindan 1897°de yayinladigi makalesiyle matematik literatiiriine kazandirilan Lie gruplar
(Helgason, 1992; Lovett, 1897), hareket geometrisinde olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Lie gruplar,
geometri, diferensiyellenebilir manifold yapisiyla ve grup olma 6zellikleriyle kinematik ve hareketli
noktalarm yoriingelerini incelemekte de kullamishidir (Gasparim ve ark., 2017). 0(n), SU(n), SL,(R),
S Lie gruplari ayrica geometrik forma da sahiptirler.

Bir Lie grubunun bir manifold tistiindeki etkisi, siradan geometrik nesneler olusturabilecegi gibi,

Lie grubunun geometrik formunun izlerini tasiyan yoriingeler de olusturabilmektedir. Bu 6zel durum,
yoriingenin, yoriinge olusmadan 6nce formu hakkinda bilgi sahibi olmamizi da saglamaktadir.

Tamm 1. H diferensiyelenebilir manifold yapisina sahip bir grup olsun.
0:HxH->H (hlth) 4 hl'hZ

grup islemi diferensiyellenebiliyor ise H ye Lie grup denir (Kobayashi & Nomizu, 1963; Brickell &
Clark, 1970).

Tamm 2. H Lie grup ve N diferensiyellenebilir manifold olsun. Verilen global, 1-1 ve 6rten,
@:HXN->N
fonksiyonu diferensiyellenebilir ve
o(h,o(l,x) - @(hl,x), h,l€EH, x €N

kosulunu saglarsa H Lie grubuna N iistiinde Lie doniisiim grubu olarak etki ediyor denir (Brickell &
Clark, 1970; Herman, 1975).

Tamm 3. Bir N manifoldu ve bir H Lie grubu verildiginde,

@:HXN->N
(h,x) =» o(h,x) =h.x

Lie dontisiim etkisi olsun. Belirlenmis bir x € N elemant igin,
{h.xlhe H} S N

alt kiimesine x in H altindaki yoriingesi denir ve H(x) ile gosterilir (Brickell & Clark, 1970; Castillo,
2010).

2. Materyal ve Yontem

N manifoldunun geometrisindeki geometrik nesneler yoriingelerdir. Manifoldlarin diferensi-
yellenebilir ve geometrik nitelikleri birlikte ele alindiginda, her geometrik nesne diferensiyellenebilir
formda olmak zorunda degildir. Bu, tizerinde diferensiyel inceleme bakimindan bazi zorluklarin var
oldugu anlamina gelir. Bundan dolay1, ¢alismada diferensiyellenebilir niteliklere sahip olan geometrik
nesneler ele alinacaktir.

Yapisal olarak geometrik forma sahip olan baz1 Lie gruplari vardir. Omegin,

{ei9|0 <6< 271}
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Lie grubu, geometrik olarak R?’de birim yarigapli S* ¢emberi olarak da diisiiniilebilir. Lie grubunun
geometrik temsili olan ¢ember, Lie doniisim grubunun etkisi altinda yoriingelere aktarilir ve bu
yoriingeler geometrik olarak ¢ember formuna sahip olur.

Bu calismadaki amag, Lie grubunun geometrik bigimi ile yoriingelerinin geometrik bigimi arasindaki
iliskiyi ve benzerlikleri incelemektir. Ik arastirma S* birim ¢ember ile geometrik benzerligi olan Lie
grubu i¢in yapilacaktir.

Lemma 1. H = {e'®|0 <6 < 2r} Lie grubunun R? iizerindeki etkisi altinda olusan S*(X) y&riingeleri
S ﬁxll (0,0) cemberleridir.

Ispat.

=(x.1)

\J:{eﬂo <@ <27}

Sekil 1. Birim ¢ember.
R? de segilen bir X noktasinm kutupsal koordinatlar1 (a, || X]|) ve iistel formu || X ||e** olsun.
S1 x R? - R?
etkisi altinda X in yoriingesi ST (X)
STX) ={lIXlle®e™*|0 <0 + a < 27 + a}

ile belli olan (0,0) merkezli ve || X|| yarigapli gemberdir (Tugrul, 2016).

0(2) x R? -» R? Lie doniisiim grubu etkisi ile de benzer yoriingeler elde edilebilir. Burada
0(2) ortogonal matrisler kiimesidir. Bu nedenle 0(2) ile S1, Lie doniisiim grup etkisi bakimindan es
tutulabilir ve islem yapilirken birbirlerinin yerine kullanilabilir. A¢ik islemler asagidaki gibi yapilir.

cosf sinf

VB € 0(2) i¢in 36 € [0,271], B = [_Sin ) o

B igin belli olan @ agistyla e’? vardir ve e, S* birim ¢emberin iizerindedir.
Tersine V(x, y) € St icin tan™! (%) = 6 ags1 tek tiirlii belirlidir ve boylelikle,

__[cosB sinf
B= [—sinH cosH] €0()

ortogonal matrisi tek tiirlii olarak bellidir.

[k olarak S* birim gemberini irdeleyelim.
St in R? deki M=(-3,4), L=(4,2) ve K=(1,3) noktalan iistiindeki Lie doniisiim grubu olarak etkisinin
Matlabdaki m-file asagidaki gibi verilir. ST yerine 0(2) ortogonal matrisler kiimesi almarak islem
yapilabilir.
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b=15

axis([-b b -b b -b b])

for a=0:pi/70:2*pi
B=[cs(a) -sn(a) ;sn(a) cs(a)]
K=[1;3]

L=[4:2]

M=[-3;4]

QQ=B*M
plot(N(1),N(2),".r"
plot(PP(1),PP(2),".b")
plot(QQ(1),QQ(2).".9)
holdon

gridon

pause(0.1)

end

Sekil 2. S* altinda K=(1,3), L=(4,2), M=(-3,4) noktalarimn yoriingeleri.

0(2) ile S, Lie déniisiim grup etkisi bakimindan es tutulabilecegi yukarida ifade edilmisti. S*
birim ¢ember yerine 0 (2) ortogonal matrisler kiimesi almmusgtir. Simdi verilecek olan érnekte ise Stin
R? {istiindeki Lie doniisiim grubu olarak dogrudan etkisi incelenecektir.

S birim ¢ember bir Lie gruptur ve S in elemanlar e, t € ] ¢ R seklindedir. S in R?
uizerindeki etkisi,

@:S1 X R? - R?
(eit’x) - eit'X y X = (x17x2)

seklinde tanimlanir. S in x € R? noktasma bu etkisi, x in orijine olan uzakligm yarigap kabul eden
cemberi verir. Eger, S Lie grubu R? nin tiimiine etki ettirilirse, bu etki R? deki ¢emberler ailesini
verir. Bagka bir deyisle, R? deki yoriingelerin bu ailesi merkezi O = (0,0) olan r = 0 yarngaph
cemberlerle donanmis R?dir. R? deki Y = (7,6) noktasinin y&riingesini ¢izdiren Matlab m-file su
sekilde verilir.

for a =0:pi/70:2*pi
Y=[7+6*i];

k=abs(Y)
B=(k*cs(a)+k*sn(a)*j)
plot(B,".b")
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holdon
gridon
pause(0.1)
end
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Sekil 3. S*altinda (7,6) noktasmnin goriintiisii.

0(3) 3 x 3 ortogonal matrisler Lie grubu ve R3 Lie grubu ele alinsin. VB € 0(3) ortogonal
matrisi Cayley formiilii ile hesaplanabilen bir eksen etrafinda ve 6 = %tan‘l(iz(B)) ile belli olan bir

donme tamimlar. 0(3) te x,y ve z ekseni etrafinda donme baz olma Ozelligindedir. Bu donmeler
B(x,a),B(y,B) ve B(z0) ile gosterilsin. Bu durumda Sp{B(x, a),B(y,B),B(z,6)} = 0(3)
yazilabilir.

R3 uzay1, Sp{e;, e,, 3} = R3 olarak ele alindiginda x € R3,
X =a,e, +aze, +azes

olarak yazilir. R3 te her dogru dogrultman vektorii ile bellidir. Ug temel eksen x — ekseni, y — ekseni
ve z — eksenidir. Genelligi kaybetmeden bu ii¢ temel eksenden biri ve bu eksen etrafindaki donme ele
almmacaktir. Bir eksen etrafindaki donme ve bu eksene paralel Gteleme hareketine silindirik yer
degistirme ad1 verilecektir.

Lemma 2. B(z, 0) X Zgysen = D yer degistirmesi altinda her X = (a, b, ¢) € R3 noktasinmn ydoriingesi,
taban egrisi a? + b? yarigapl gember olan dik dairesel silindirdir.
ispat:

cosf sinf O 0
—sinf@ cos@ O 0
0 0 1 L)
0 0 0 1
acosf + bsinf
__|—asin8 + bcosf
N c+L(O) '
1

D(X) =

= a0 oS Q

burada L(8) = e.0 + f, f noktasindan gecen ve z -eksenine paralel e dogrultman vektoriine sahip bir
dogrudur.

D(X) yoriingesi,
D(x)(8) = (acosf + bsind, —asind + bcosd, ¢ + L(6))
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dir. z = 0 igin taban egrisi (acosf + bsinf)? + (—asind + bcosh)? = a? + b? yarigapl gemberdir.

d
(@ Dx)(6),2)

= ((—asinb + bcosh, —acosf — bsind, L'(0)), (0,0,1))
=L'(6)

Ve,
L'(0)=(e.0+f) =e =sabit
oldugundan D (X) yoriingesi bir dik dairesel silindirdir (Tugrul, 2016).

Bu Lemmadan hareketle R3 te sayisal degerler vererek bu egriyi ¢izen Matlab m-file asagidaki
gibidir.

for a =0:pi/20:2*pi
for k=0:1/2:10
K=[3;5;4;1]
L=[-2;-3;5;1]

D=[cs(a) -sn(a) 0 0;sn(a) cs(e) 00;001k;0001]
E=D*K

F=D*L
plot3(F(1),F(2),F(3),'.b")
plot3(E(1),E(2),E(3),".9)
holdon

pause(0.001)

end

end

90494,

S rrseees
4 90 4 00 0 0 b

>
oo

‘ »
2eusSESRSINY

AIIIIIIII98 8 0,
PP L L ELPIEPOO 00

Sekil 4. K ve L noktalarinin yoriingeleri.

GL(3,R) 3x3 tersinir matrisler kiimesi bir Lie gruptur. 0(3) Lie grubu GL(3,R) nin Lie alt
grubudur. 0(3) iin R3 iizerindeki Lie grup etkisi

P:03) xR3>x R3 > R3
sekilde tammlansin; burada 0(3) X R3 = D otelemeli désnmedir. Bir x € R3 noktasma D déniistimii

etki ettirilsin. Eger B ortogonal matrisinin ekseni t 6teleme vektoriine paralel ise bu etki altinda x
noktasinin yoriingesi helis egrisidir ve Matlabda bu egriyi ¢izdiren m-file asagidaki sekilde verilir.
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e=60

line([-e,e],[0,0],[0,0], ‘Marker',"",'LineStyle',-",'color','r',' linewidth',2)
line([0, 0],[-e,e],[0,0], 'Marker',".",'LineStyle',-','color','r','linewidth’,2)
line([0, 0],[0,0],[-e,e], ‘Marker',"",'LineStyle',-','color','r','linewidth',2)
xlabel('x-axis')

ylabel('y-axis")

zlabel('z-axis’)

for a =0:pi/60:20*pi

f=0

g=0

h=1

K=[f,g;h;1]

k=20*cs(x)

[=20*sn(x)

m=t

L=[0.75;0.75;0.75;1]

M=[0.85;0.85;0.85;1]

mm=[0.35;0.35;0.35;1]

B=[(cs(a)+(1-cs(a))*(f2)) ((1-cs(@))*(F<g)-(h)*(sn(a))) ((1-cs(a))*(h*f) +( g*sn(a))) k;
(1-cs(@))*(fF*g)+(h*sn(a)) cs(a)*+(1-cs(a))*(9"2) (1-cs(a))*(h*g)-(F*sn(a)) I';
(1-cs(@))*(h*f)-(g*sn(a)) (1-cs(a))*(g*h)+(f)*sn(a) cs(a)+(1-cs(a))*(h"2) m;0001]
N=B*Y

G=B*Z

H=B*mm

holdon

plot3(N(1),N(2),N(3),"b")

plot3(G(1),G(2),G(3),".r")

plot3(H(1),H(2),H(3),"9")

holdon

pause(0.001)

end

z-axis

y-axis X-axis

Sekil 5. Dik dairesel helis.

Eger t oteleme vektorii ortogonal B matrisinin ekseniyle kesisirse, bu etki altinda noktalarin yoriingeleri
konisel helis egrileridir. Bu egriyi ¢izdiren Matlab m-file asagidaki gibi verilir.

e=360

line([-e,e],[0,0],[0,0], ‘Marker',"",'LineStyle',-",'color’,'r',' linewidth’,2)
line([0, 0],[-e,e],[0,0], ‘Marker',"",'LineStyle’,-','color','r','linewidth',2)
line([0, 0],[0,0],[-e,e], 'Marker',".",'LineStyle',-','color’,'r','linewidth’,2)
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xlabel('x-axis')

ylabel('y-axis’)

zlabel('z-axis")

for a =0:pi/80:20*pi

f=0

g=0

h=3

K=[f,g;h;1]

k=3* a *(sn(a))

[=3* a *(cs(a))

m=5* a

N=[0.1;0.1;0.1;1]

NN=[0.5;0.5;0.5;1]

mm=[0.3;0.3;0.3;1]

B=[(cs(a)+(1-cs(a))*(f*2)) ((1-cs(a))*(Fg)-(h)*(sn(a))) ((1-cs(a))*(h*f) +(g*sn(a))) k; (1-
cs(a))*(Feg)+(h*sn(a)) cs(a)+(1-cs(a))*(9"2) (1-cs(a))*(h*g)-(Fsn(a)) I ;(1-cs(a))*(h*f)-
(9*sn(a)) (1-cs(a))*(g*h)+(f)*sn(a) cs(a)+(1-csa))*(h"2) m;0001]
P=B*N

L=B*NN

F=B*mm

holdon

plot3(P(1),P(2),P(3),"b")

plot3(L(1),L(2),L(3),.r")

plot3(F(1),F(2),F(3),"9")

holdon

pause(0.001)

end

z-axis
o
1

500 -400 -200 0

y-axis H-axis

Sekil 6. Konisel helis egrileri.
R2deki biitiin vektorler kiimesi T (2, R?) ile gosterilsin. Bu kiimenin R? iizerindeki

T(2,R?) x R? - R?

etkisi verilsin. Her t icin t: R> > R? seklinde tanimlanan déniisiim, ¢t vektdriinii R? deki x noktasina
baglayacak bigimde tamimlanir. Bu doniisim x — x + t seklindedir. Vektorler kiimesi bir denklik
siifidir. Denklik sinifinin her temsilcisi x noktasiyla birlesecek bi¢imde bir yonelim iginde olacaktir.
x noktasina baglanan bu vektorler, R? iistiinde T(2, R?) nin Lie doniisiim grubu etkisiyle T (2, R?)
deki vektor uzay yapismi R? nin x noktasmdaki T, R? ye tastyacaktir. Bu da x noktasindaki T, R?

tanjant uzayini verecektir. x noktasmin yoriingesi ise,
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T(x) ={x +t|t € T(2,R?)} = T, (R?)

dir. Eger T(2,R?),R? deki bir X yer vektoriine etki ettirilirse, yani; t: R? > R?, x - x +t iki
vektoriin toplami bigiminde tanimlansmn. Bu doniisiim Ty R? yi yani orijindeki tanjant uzayim verecektir.
R? de (2,3) noktasmin T, 3)R? tanjant uzaymimn grafigini ¢izdiren Matlab m-file asagidaki gibi verilir.

b=10
axis([-bb-bb1])
for t=0:1:10

XX=[2 ;3]
TT=[-1;2]

MM=[1 ;-3]
RR=[3;1]

LL=[-2;-3]
NN=[-3;0]
SS=[1/2;3]
FF=[3;-1/3]
KK=XX+SS*t
GG=XX+FF*t
HH=XX+NN*t
DD=XX+LL*t
CC=XX+RR*t
BB=XX+MM*t
AA=XX+TT*
plot(KK(1),KK(2),'.b")
plot(GG(1),GG(2),".r")
plot(HH(1),HH(2),".9")
plot(DD(1),DD(2),"r"
plot(CC(1),CC(2),"9)
plot(BB(1),BB(2),".b")
plot(AA(1),AA(2),".1")
line([-60,60],[0,0])
line([0,0],[-60,60])
text(2,3 ,/A=(2,3))
holdon

pause(0.1)

end

* .
o . ,
TN
,,,,,,,,,, a2 I
o o

A0k

50 L L L L L L L L
50 40 30 20 -10 1) 10 20 30 40 50

ekil 7. (2,3) noktasimdaki T, 3yR? tanjant uzaymm goriintiisii.
(2,3) \ y g

R™ bir Lie grubudur ve ayni zamanda bir manifold yapisina sahiptir. Lie grubu olan R™ in
manifold olan R™ tizerindeki etkisi,
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@:R* X R" - R"
(xt)->x+ At

seklinde tanimlansin. R™ Oteleme vektorlerinin altinda x noktasinin yoriingesi O = (0,....,0)
noktasindan gecen dogrulardir.
R3 te sayisal degerler verilerek Matlabda m-file asagidaki sekilde verilir.

axis([-88-88-881)

for t=-16:1/10:16

XX=[-3 ;4;-10]

TT=[5;6; 8]

KK=[-5;-2;3]

LL=[4;-1;13]

NN=[-0;-5;6]

AA=XX+H*TT
BB=XX+t*KK
CC=XX+t*LL
DD=XX+t*NN
plot3(AA(1),AA(2),AA(3), .
plot3(BB(1),BB(2),BB(3),".h)
plot3(CC(1),CC(2),CC(3),".9)
plot3(DD(1),DD(2),DD(3), k")
hold on

grid on

axissquare

pause(0.01)

end

-300
200

200 gy Yoo SO0 O 50 -100 -150

Sekil 8. 0 = (0,0,0) baslangi¢ noktasindan gecen dogrular.
3. Bulgular ve Tartisma

0(2) ortogonal matrisler kiimesi GL(2, R) nin bir Lie alt grubudur. 0(2) nin elemanlan 0 =
(0,0) noktas: etrafinda donme operatorleridir. 0(2) kiimesi, R? nin noktalarma etki ettiginde, bu etki
altinda noktalarin yoriingeleri orijine olan uzakligi yarigap kabul eden ¢gemberlerdir. GL(3,R) nin Lie
alt grubu olan A(z, 0) X Zgksen=D yer degistirmeler kiimesi, z —eksen etrafinda donme ve z — ekseni
boyunca dteleme operatoriidiir. A(z, 8) X Zgxsen= D Lie alt grubu R3 iin noktalarma etki ettirildiginde,
Oteleme vektoriiniin yapisina gore egri elde edilir. Eger 6teleme vektorii z —eksenine paralel ise egri dik
dairesel helis, z —ekseni ile kesisiyorsa konisel helis egrisidir. Bunlara dair sayisal 6rneklerin m-file
kodlari olusturularak Matlabda grafikleri elde edildi.
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4. Sonug

Yukarida incelenen Lie alt grublar1 bazi geometrik niteliklere sahiptir. Bu alt gruplar manifold
tizerindeki noktalara etki ettiginde, bu geometrik nitelikler yoriingelere tagmir. Boylece yoriingelerin
geometrik yapilan etki eden Lie grubunun geometrik yapisina sahip olur. Bundan dolay1 Lie grubunun
geometrik yapisindan hareketle yoriingelerin geometrik yapist dogrudan bulunabilir.
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