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OZET
Anahtar Molodtsov tarafindan ortaya atilan esnek kiime teorisi, belirsizlikle basa ¢ikmak i¢in etkili bir matematiksel
Kelimeler: arag olarak goriilmektedir. Bu teori, bilgi sistemleri, karar verme problemleri, optimizasyon teorisi, cebirsel

Direkt Toplam, | yapilar ve matematiksel analiz gibi belirsizlik iceren birgok alana uygulandi. Bu calismada esnek kiime
Esnek kiimeler, L . . oy _
;ISIE ek l[gril:zketr teorisi direkt toplamlara uygulanarak esnek direkt toplananlar insa edildi. Esnek yapilarin iki farkli tanimi
Toplananlar kullanilarak esnek yapilarin esnek direkt toplamlart ve cebirsel yapilarin esnek direkt toplamlar

tanimlanarak bunlar ilgili 6rneklerle gosterildi.

SOFT DIRECT SUMMAND

ABSTRACT

Key Words: Soft set theory, proposed by Molodtsov, has been regarded as an effective mathematical tool to deal with

Direct Sum, uncertainties. This theory has been applied to many fields such as information systems, decision making
Soft Sets, S . . . . . .

Soft Direct problems, optimization theory, algebraic structure and basic mathematics analysis, etc. which contain
Summands uncertainties. In this paper, applying soft set theory, soft direct summand have been constructed.

Soft direct sums of soft structures and soft direct sums of algebraic structures are introduced and illustrated

by related examples.
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1. Giris

Esnek kiimeler teorisi, Molodtsov [1] tarafindan belirsizlikle
basa ¢ikmak icin bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atildi
Molodtsov [1], siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun
teorisi, islem arastirmalar;, Riemann integrasyonu, Perron
integrasyonu, olasilik, 6l¢iim teorisi vb. alanlarda esnek kiime
teorisini kullanarak, basarili ¢aligmalar yapti. Ayrica, yazar
yaklagik nesne kavramini formiile etti ve esnek kiime teorisi
isimli bir kitap yayimladi. Maji ve arkadaslari [2] karar verme
problemleri i¢cin esnek kiime teorisini arastirdilar. Teorik
olarak, esnek kiimeler iizerine ¢esitli islemler tanimladilar. Ali
ve arkadaglar1 [3] esnek kiimelerin bazi kavramlarimi verdiler.
Sezgin ve Atagiin [4] esnek kiime {iizerinde kesigim,
genisletilmis kesisim, kisitlanmis birlesim, kisitlanmig farki
tanimladilar ve her birinin kendi arasindaki baglantilarini
gosterdiler. Aktas ve Cagman [5] esnek kiimeleri, bulanik
kiimeler ve yaklasimli  kiimelerin ilgili kavramlariyla
karsilastirdilar, ayrica pek ¢ok yeni ¢aligmanin Oniinii agan
“Esnek Grup Teorisi’ni literatiire kazandirdilar. Esnek grup
yapist iizerinde esnek altgrup,normal esnek altgrup, esnek
homomorfizm gibi cebirsel yapilar tanimladilar. Acar ve
digerleri [6] esnek halkalar1, Atagiin ve Sezgin [7] esnek yakin
halkalar1 tanimladilar. Sezgin ve Atagiin [8] halka, cisim ve
modiiliin esnek cebirsel yapisiyla ilgili ¢alistilar.

Bu ¢alismada, Molodtsov’un [1] esnek kiime tanimi
kullanilarak esnek direkt toplanan kavrami verilmistir. Esnek
yapilarin esnek direkt toplamlar1 ve cebirsel yapilarin esnek
direkt toplamlar1 tanimlanmis ve drneklerle gosterilmistir.

2. On Bilgiler

Bu boéliimde, temel bilgi niteliginde olan ve ¢alismanin diger
kisimlarinda sik¢a kullanilan yapilar verilecektir.

Tanim 2.1. [1] U evrensel kiime ve E parametrelerin bir
kiimesi olsun. P(U), U 'nun kuvvet kiimesi ve A C E olarak
gosterilsin. Bir (F, A) siral1 ikilisi U tizerinde esnek kiime
olarak adlandirilir. Burada F, F: A - P(U) ile verilen bir
doniisiimdiir.

Tanim 2.2. [4] (F, A) ve (G, B), U tizerinde iki esnek kiime
olsun. Bu esnek kiimelerin kisitlanmig kesisimi

(F,A) m (G,B) = (H,C) seklinde gosterilir. Burada,
C =ANBveVx € Cicin H: C > P(U) déniisiimii

H(x) = F(x) N G(x) seklinde tanimlidir.
Tanim 2.3. [5] G bir grup, A bostan farkli bir kiime

olmak tizere (F,A), G lizerinde bir esnek kiime olsun
(F,A) ’ya G ftizerinde bir esnek grup denir & Vx € A
i¢in, F(x) < G (alt grup)’dir .

Ornek 2.3. Kabul edelim ki
G=A4=S;={e (12),(13),(23),(123), (132) olsun.
F(x)={y€G:xRy &y =x",n € N}

seklinde bir kiime degerli fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda
(F, A) esnek kiimesi,

F(e) ={e},F(12) = {e, (12)},
F(13) = {e,(13)}, F(23) = {e,(23)}
F(123) = F(132) = {e, (123), (132)}

Vx € A igin F(x)’ler G grubunun alt grubu oldugu i¢in (F, A) ,
G iizerinde bir esnek gruptur.

Tanim 2.4.[6] R bir halka ve (F,A) , R iizerinde bostan
farkl1 bir esnek kiime olsun. Vx € A i¢in F(x), R’ nin alt-
halkasi ise (F, A) esnek kiimesine R tizerinde esnek halka
denir.

Tamm 2.5. [7] (F,A) , N yakin-halkasi iizerinde bostan fakli
bir esnek kiime olsun. Vx € supp(F, A) igin F(x), N yakin-

halkasinin alt yakin-halkasi oluyorsa, (F, A)’ya N iizerinde bir
esnek yakin-halka denir.

Tanmum 2.6. [7] N bir yakin halka ve (F, A) , N lizerinde bir
esnek yakin halka olsun. Asagidaki sartlari saglayan N
iizerindeki (G, I) bostan farkli esnek kiimesine (F, A)’nin bir
esnek sol (sirasiyla sag) ideali denir ve (G,I) S; (F,A)
(sirasiyla (G, 1) S, (F, A)) ile gosterilir.
)IcA,

il) Vx € supp(G,I) i¢in

G(x) S; F(x) (swrasiyla G(x) S, F(x) )
Eger (G,I), (F,A)’nin hem esnek sol ideali hem esnek sag
ideali ise, (G,I) ’ya (F,A) 'nin esnek ideali denir ve
(G, 1) S (F,A) ile gosterilir.
Ornek 2.6. (Z,, +) toplamsal grubunu ele alalim. Asagidaki
sekilde verilen garpma islemi tablosuna gore (Z¢, +,.) bir (sag)
yakin halkadir.
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N = (Z4, +,.) yakin-halkasini alalim. F: A —» P(N) kiime
degerli fonksiyonu Vx € A = Z; i¢in

F(x) ={y € A:xRy © xy € {0,2,4}}

olarak tanimlansin. Bu durumda (F,A), N tlizerinde bostan
farkl1 bir esnek kiimedir.

Buradan, F(0) = F(2) = F(4) = Z, ve
F(1) =F(33) =F(5) =0 olur.
I =1{0,2,4} ve G:I » P(N) kiime degerli fonksiyonu Vx € I
icin
F(x) ={y € I: xRy & xy € {0,3}}
olarak tanimlansin.

G(0) =Zs, G(2) = G(4) = {0,3} olur. Dolayisiyla
supp(G,1) ={0,2,4} .

Vx € supp(G,I) i¢in G(x) < F(x) oldugundan dolay1
(G,I) 3 (F,A) saglanr.

3. Esnek Alt Yapilar

Tanmm 3.1. [5] G bir grup,
iizerinde iki esnek grup olsun.

(F,A)ve (H,B) , G

i) BcA,
i) Vx € B i¢gin H(x) < F(x)

sartlar1 saglaniyorsa, (H, B) esnek kiimesine (F, A)’ nin
esnek alt grubu denir ve (H, B) < (F, A) ile gosterilir.

Tanmm 3.2. [6] R bir halka, (F,A)ve (H,B) , R
iizerinde iki esnek halka olsun. Asagidaki sartlar
saglamyorsa (H, B) esnek kiimesine (F,A)' nin esnek
alt halkas1 denir.

i) BC A,

ii) Vx € Supp(H, B)
halkasidir.

icin H(x),F(x) 'in bir alt

Tamm 3.3. [7] N bir yakin halka, (F,A)ve (G,B) ,N
iizerinde esnek yakin halkalar olsun. Asagidaki sartlar
saglanirsa (G, B)' ye (F,A) ’nin esnek alt yakin-halkasi denir.

i) BCA,

ii) Vx € Supp(G, B) igin G(x), F(x) 'in bir alt yakin
halkasidir.

Tamim 3.4. [8] I, R ’nin ideali ve (F,I), R lizerinde bir esnek
kiime olsun. Vx,y €] ver € R igin,

) Fx=y) 2 F(x) N F(y)
ii) F(rx) 2 F(x)
iii) F(xr) 2 F(x)

sartlar1 saglaniyorsa, (F,I) ya R’nin bir esnek ideali denir ve
(F,S) S Rile gosterilir.

Tamm 3.5. [8] (F, ;) ve (G, 1,), R halkasmin iki esnek ideali
olsun. I; n I, = {0} ise o zaman (F, ;) ve (G, I,) esnek
ideallerinin toplamu (F, I;) + (G, I,) = (H,I; + ) seklinde
tanimlanirve Vx +y € I; + I, icin H(x + y) = F(x) + G(y)
dir.

Tanmim 3.6. [8] S, R ’nin alt halkas1 ve (F, S), R tizerinde bir
esnek kiime olsun. Vx,y € S igin,

i) Fx —y) 2 F(x) N F(y) ve

i) F(xy) 2 F(x) N F(y)

sartlar1 saglaniyorsa, (F,S) ye R’nin bir esnek alt halkasi denir
ve (F,S) < R ile gosterilir.

Tanmim 3.7. [9] M, N ’nin alt yakin-halkasi ve (F, M), N
tizerinde bir esnek kiime olsun. Vx,y € M i¢in,

)F(x—y)2FX)NnF(y)ve
i) F(xy) 2 F(x) N F(y)

sartlar1 saglantyorsa, (F, M)’ ye N ’nin bir esnek alt yakin-
halkasi denir ve (F, M) < N ile gosterilir.

Tamim 3.8. [8] S, G ’nin alt grubu ve (F, S), G tizerinde bir
esnek kiime olsun. Vx,y € S i¢in F(x —y) 2 F(x) N F(y)
sart1 saglantyorsa, (F,S) ye G’nin bir esnek alt grubu denir.

4. Direkt Toplam

Tanim 4.1. [10] G degismeli bir grup ve G nin Hy, Hy, ..., H, alt
gruplarini goz dniine alalim.

Eger x€ H; +H, +--+H, i¢in x=h;+h,+--+
h, yazilis1 tek tirli ise H; + H, + ---+ H, toplamina
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Teorem 4.2. [10] G degismeli bir grup ve Hy, H, < G olsun.
Bu durumda

G=H ®H,< ()G=H, +H, ve
(i0) Hy N Hy = {0}

Teorem 4.3. [10] G degismeli bir grup ve H,, H, < G olsun.
Bu durumda G = H; @ H, olmak iizere

@ Gy, =H,
(i) G/H2 = {, dir.

Tanim 4.4. [11] N bir yakin-halka ve I < N olsun. Eger
3] < N igin,

N=1I1+]

oluyorsa, I idealine N yakin-halkasinin bir direkt toplanani
denir. Buradaki J idealine ise, I min N deki direkt bileseni ad1
verilir.

5. Esnek Direkt Toplanan

Esnek ideallerin ve esnek alt gruplarin direkt toplami iki
farkli sekilde tanimlanarak orneklerle gosterilecektir.

Once esnek yapilarin esnek direkt toplamlarini tanimlayalim :

Tanim 5.1. N bir yakin halka (F, A), N tizerinde bir esnek
yakin halka olmak tizere ;

(G,)) ve (H,J) (F,A) esnek yakin halkasinin esnek idealleri
olsun.

) GHmMHI)=(T,InJ)vevxelIn]iginT(x) =G(x) N
H(x) = {0y} 0zel olarak

T(0) = {Oy} ve
ii) (G, 1) + (H,]) =S, supp(F,A) = A olmak iizere
Vx € supp(F, A) igin
S(x) = G(x) + H(x)
={g+h:g€GX),heH®)}

Ssup= (F,A) ise (G,I) ve (H,J) ye (F,A) esnek yakin

halkasinin esnek direkt toplanan idealleri denir ve

direkt toplam denir ve H; @ H,® ... ®H,, ile gosterilir.

Asagidaki tablolarla tanimli iglemler altinda (N, +,.) bir (sag)
yakin halkadir.

+ 10 1 2 3 . o 1 2 3
ojo 1 2 3 0|0 O O O
111 0 3 2 1 ]/1 1 1 1
2 12 3 0 1 2 |0 0 0 2
313 2 1 O 3 ]1 1 1 3

(F,A), N iizerinde bir esnek kiime A = N ve F: A - P(N)
fonksiyonuvx € Aicin F(0) = F(1) =N, F(2) =0,
F(3) = {0} seklinde tamimlaniyor. Buradan (F, A), N iizerinde
bir esnek yakin halkadir.
[ ={03}cAiginG:I - P(N),

Gx)={0}u{y e N:xRy & xy € {0,2} }

olmak tizere G(0) = N,G(3) = {0} ve G(0) < F(0),
G(3) < F(3) oldugundan (G, I), (F, A) nin esnek idealidir.

J =1{0,1} € Ai¢in H:] > P(N),
H(x) ={y e N:xRy & xy € {0,1} }
olmak iizere H(0) = H(1) = N ve

H(0) < F(0), H(1) < F(1) oldugundan (H,]), (F,A) nin
esnek idealidir.

i) (G.I) M (H,J)=(T,InJ)vevx € InJ={0} igin
T(0) = G(0) NnH(0) = {0y}

ii) Vx € supp(F, A) = {0,1,3} igin

G, D+ (H,]) =Sp013

S(0) = G(0) + H(0) = N = F(0)

S(1) = G(1) + H(1) = N = F(1)
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(G,D®(H,]) = (F,A) ile gosterilir.
Ornek 5.1. N = {0,1,2,3} Klein-4 grubunu g6z oniine alalim.

Tanim 5.2. G bir grup (F, A), G tizerinde bir esnek grup
olmak tizere ;

(H,B) ve (K,C) (F,A) esnek grubunun esnek alt gruplari
olsun.

i) (HB)m (K,C)=(T,BNC)vevVx € BNCigin T(x) =
H(x) N K(x) = {0;} 6zel olarak T(0) = {04} ve

ii) (H,B)+(K,C)=S, VxE€Aigin
S(x)=H(x)+K(x)
={h+k:heH(Xx),keK(x)}

S, =(F,A)ise (HB)ve (K,C) ye (F,A) esnek grubunun
esnek direkt toplanan alt gruplar1 denir ve (H,B)®(K,C) =
(F,A) ile gosterilir.

Ornek 5.2. G = (Z;,, +) grubunu goz dniine alalim.

A =1{0,2,4,6,8,10} ve (F,A), G lizerinde bir esnek kiime
olmak tizere F: A = P(G) fonksiyonu

F(0) =Zy, , F(2) ={0,438}, F(4) ={0}, F(6) = {06},
F(8) ={0,2,4,6,8,10}, F(10) = @ seklinde tanimlantyor, ki
bunlarda G nin altgruplaridir. Buna gore (F, A), G lizerinde
bir esnek gruptur.

B ={0,2,4} c A ve (H, B), G iizerinde bir esnek kiime olmak
tizere H: B - P(G) fonksiyonu H(0) = {0,3,6,9},

H(2) ={0,4,8}, H(4) = {0} seklinde tanimlaniyor.

H(0) < F(0),H(2) < F(2), H(4) < F(4) oldugundan
(H,B), (F, A) nin esnek alt grubudur.

¢ ={0,6,8} c A ve (K, C), G iizerinde bir esnek kiime olmak
lizere K: C — P(G) fonksiyonu

K(0) ={0,4,8},K(6) = {0,6}, K(8) ={0,2,4,6,8,10}
seklinde tanimlaniyor. K(0) < F(0), K(6) < F(6),
K(8) < F(8) oldugundan (K, C), (F, A) nin esnek alt
grubudur.

i) (H,B) M (K,C)=(T,BNC)veVx € BN C = {0} i¢in
T(0) = H(0) N K(0) = {0s}

i) Vx € A = {0,2,4,6,8,10} igin

S@)=GB)+HB) ={0}=F@)

oldugundan (G,1)®(H,)) = (F,A) du.

S(2) = HQ2) + K(2) = {0,4,8} = F(2)

S@)=HM#) +K4) ={0} =F(4)

S(6) = H(6) + K(6) = {0,6} = F(6)

S(8) = H(8) + K(8) = {0,2,4,6,8,10} = F(8)

S(10) = H(10) + K(10) = @ = F(10)

oldugundan (H,B)®(K,C) = (F,A) dur.

Cebirsel yapilarin esnek direkt toplamlar da asagida verilmistir.

Tamm 5.3. (F,I) ve (G,]) R halkasinin iki esnek ideali

olsun. 1 nJ = {0} ve I + ] = R ise 0 zaman iki esnek idealin
toplam (F, 1) + (G,]) = (H,I + ]) seklinde tanimlanir ve

Vx+y €l +]igin
H(x+y) =F(x)+ G(y) dir.

Buradan eger H(x + y) = R ise 0 zaman(F,I) ve (G,])ye R
halkasinin direkt toplanan idealleri denir ve (F,1)®(G,]) = R
ile gosterilir.

Ornek 5.3. R= (Z, +,.) halkasii goz oniine alalim. | =
{0,2,4}, R'nin bir idealidir. (F,I), R iizerinde bir esnek kiime
olmak tizere F:I — P(R) fonksiyonu F(0) = Z, ,

F(2) = F(4) = {0,2,3} seklinde tanimlaniyor. Buna gore
(F, D, R'nin bir esnek idealidir.

J = {0,3}, R'nin bir idealidir. (G, ]) R iizerinde bir esnek kiime
olmak iizere

G:] - P(R) fonksiyonu G(0) = Z, , G(3) = {1,4,5} seklinde
tanimlaniyor. Buradan (G, J), R'nin bir esnek idealidir.

Inj=1{02,4}n{0,3} ={0} ve
[+]={024}+{03}=2,=R

sartlar1 saglandigindan bu iki esnek idealin toplamina bakalim.
Vx+y€l+]={0+0,0+3,2+0,2+3,4+ 0,4+ 3}icin
H(0+0)=F(0)+G(0) = Z4

HO+3)=F(0)+G63) = Z,
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(H,B) + (K,C) = S 24,6510}
S(0) = H(0) + K(0) = G = F(0)
H(4+0) = F(4) + G(0) = Z,
H(4+3)=F@4)+G63) = Z
Vx +y €1 +] igin
H(x+y) =R = Z oldugundan (F,1)®(G,]) = R dir.

Tamm 5.4. (K,A) ve (S,B) G grubunun iki esnek alt grubu
olsun. AnB = {0}ve A+ B = G ise 0 zaman iki esnek alt
grubun toplamu (K, A) + (S,B) = (H, A + B) seklinde
tanimlanir ve Vx +y € A + B i¢in

H(x +y) = K(x) + S(y) dir.

Buradan eger H(x + y) = G ise 0 zaman (K, A) ve (S,B) ye
G grubunun direkt toplananlar1 denir ve (K, A)®(S,B) = G
ile gosterilir.

Ornek 5.4. G = (Z,, +) grubunu goz oniine alalim.

A ={0,5}, G 'nin bir alt grubudur. (K, A), G lizerinde bir
esnek kiime olmak tizere K:A — P(G) fonksiyonu K(0) =
{0,3,4,9}, K(5) = {0,4,9} seklinde tanimlaniyor. Buna gore
(K,A), G 'nin bir esnek alt grubudur.

B ={0,2,4,6,8}, G 'nin bir alt grubudur. (S, B), G iizerinde bir
esnek kiime olmak tizere S: B - P(G) fonksiyonu S(0) =
{0,2,5,79},G(2) = G(4) = G(6) = G(8) ={2,5,7,9}
seklinde tanimlaniyor. Buradan (S, B), G 'nin bir esnek alt
grubudur.

AnB =1{0,5}n{0,2,4,68} = {0} ve

A+ B =1{0,5}+{0,2,4,6,8} = Z;, = G sartlar1
saglandigindan bu iki esnek alt grubun toplamina bakalim.

Vx+yEA+B={0+0,5+0,0+25+20+4,5+
4,0 + 6,5+ 6,0 + 8,5 + 8} icin

H(+0) =K(0)+S5(0) = Zy
HG5+4)=KG5)+S@) =2,
H(+0)=K(5)+S0) = Z,
H(0+6)=K(0)+S(6) =2,
HO0+2)=K(0)+S2) = Zy
H(5+6)=K((5)+S6) =2,
HS5+2)=KGB)+52) =2,

H(2+0)=F(2)+G(0) = Z
H2+3)=FQ2)+G6Q3) = Z
H(0 + 8) = K(0) + S(8) = Zy,
H(O + 4) = K(0) + S(4) = Zy,
H(5 +8) = K(5) + S(8) = Zy,

Vx+y€A+BicinH(x+y) =G =Z,;;, oldugundan
(K, A)®(S, B) = G dir.
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