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Ozet: Kesirli mertebeden Hanta-viriis modeli olarak alman lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi
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seklinde tanmimlanmustir. Burada . D§, kesirli tiirev (Caputo) operatdriinii gostermektedir. (1) sistemini
ayriklastirmak i¢in Griinwald-Letnikov tiirev operatorii ve Standart Olmayan Sonlu Farklar (SOSF)
Yontemi uygulanacaktir. (1) sistemindeki baz1 diizenlemeler ile kesirli mertebeden Lojistik denklem elde
edilip, bulgular baz1 grafikler ve tablolar yardimu ile desteklenecektir.

Anahtar kelimeler: Kesirli Diferansiyel Denklem, Hanta-viriis, Lojistik Diferansiyel Denklem.

Logistic Differential Equations Obtained from Hanta-virus Model

Abstract: Fractional-order Hanta-viriis Model as received nonlinear differential equation system is

2
DEX(E) = (b — OX(E) + bY () - K(t) - (1 +KaK) XY

YZI?) B (1 —Kal{> XY

@

Do Y () = —cY (8) -

Here, D¢, denotes the fractional derivative (Caputo) operator. The Griinwald-Letnikov operator and
Nonstandart Finite Diference (SOSF) schemes will be applied to discretize the fractional-order nonlinear
system (1). Fractional order logistic equation optioned with some adjustments in (1) system. The findings
will be supported with the help of some of the graphs and tables.

Key words: Fractional diferantial equation, Hanta-virus, Logistic Differential Equation.

1. Giris

Adi mertebeden tiireve sahip Hanta-viriis modeli asagidaki sekilde tanimlanmustir [1].

dM My(Ms + M 1
S=b(MS+M,)—cMS—M—aMSM, @)
dt K
dM, M;(My + M) (2)
— =M, - ST + aMM,
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Lineer olmayan bu diferansiyel denklem sisteminde
M,: Hasta olmayan farelerin niifusunu (M, > 0),
M, : Hastalikli farelerin niifusunu (M; = 0),

a:. Bulasma oranini,

b: Dogum oranini,

c¢: Oliim oranini,

K: Cevre tagima kapasitesini gostermektedir [1].

Bu modelde yayilma siireci olarak fare hareketi goz ardi edilir ve tiim niifus duyarli ve
hastalikl1 fareler olmak {izere iki durumdan olusmaktadir.

(1)-(2) sisteminde M = Mg + M; toplam niifusu alinirsa;

M _ M (3)
ar - O oOM e

Lojistik diferansiyel denklemi elde edilir.
Toplam niifus i¢in tasima kapasitesi M* = (b — c)K ve tasima Kkapasitesinin kritik

degeri ise K, = ﬁ seklinde ifade edilir.

Eger b > c ise, (3) denklemi i¢in M* = 0 kararsiz denge noktasina sahiptir ve
M* = K(b — ¢) global asimptotik kararli bir denge noktasidir. Bununla birlikte,
M; = 0 oldugunda (1) denklemi (3) denklemine doniisiir.

(1)-(2) sistemi lineer olmayan bir diferansiyel denklem oldugundan kapal: formda genel
¢oziimlerini bulmak olduk¢a gili¢ olacagindan, (1)-(2) sistemi ile ayni dinamik
ozellikleri saglayan ve pozitiflik kosulunu da saglayacak olan bir sayisal yaklagim
yontemi kullanmak gerekmektedir. Bunun i¢in Standart olmayan sonlu fark sayisal
yonteminin farkli h adim uzunluklar i¢in diger klasik yaklagim yontemlere gore daha
duyarl ve yakinsak sonuglar verecegi bilindiginden tercih sebebi olacaktir [3].

2. Adi Mertebeden Lojistik Diferansiyel Denklem icin Denge Noktasi

Farkli parametreler i¢in (3) denkleminin dinamikleri bilinmektedir ve asagidaki
durumlar1t mevcuttur:

i. b=c;(3)denklemi Z—Itw = —M72 haline doniistir. M* = 0 tek denge noktasidir.
ii. b c;(3)denklemi =X = (b— )M[1 - ( (24_0))] haline déniisiir.

b < c ise, denklem tek bir kararli denge noktasina sahiptir. M* = 0

b > c ise denklemin iki denge noktasi vardir. M* = 0 kararsiz, M* = K(b —c)
kararli denge noktasidir.
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(3) denkleminin M* =0 ve M* = K(b—c) denge noktalar1 kullanilarak, (1)-(2)
sisteminin negatif olmayan denge noktalari igin asagidakiler sdyleyenebilir.

b < cise, (1) -(2) denklemlerinin tek bir denge noktasi vardir; (0,0)

b > ¢ durumunda;
Kb —c)— (S) < 0 ise (1)-(2) denkleminin iki denge noktasi vardir; (0,0) ve
(K(b—1¢),0).

K(b—c)— (S) > 0 ise, (1)-(2) denkleminin ii¢ denge noktasi vardir; (0,0) ve

b

(Kb —),0) ve ((2), Kb - ) - (2)).

a
Sonug olarak: (1)-(2) denklemleri ile verilen modelin asagidaki kararlilik kosullarini
sagladig1 [4] de verilmistir.

i.  Eger b < c ise sistemin tek denge noktasi (0,0) dir ve global asimptotik kararlidir.
ii. Eger b>c ve K<

- (bb_c) ise sistemin iki denge noktasi vardir: Kararli (0,0)

noktasi ve global asimptotik kararli (K (b — c¢), 0) noktasi.

y b
ii.  Egerb>c veK > prr—
b

(K(b—c),0) noktalar1 ve global asimptotik kararl ((g) ,K(b—c)— (—))

a

ise sistemin ii¢ denge noktas1 vardir: Kararsiz (0,0) ve

noktas.
2.1. Biyolojik Onem

Bir onceki bolimdeki bilgiler 1s18inda modelin biyolojik 6nemine dair asagidaki
sonuglar ¢ikarilabilir.

Oliim oran1 dogum oranindan yiiksek oldugunda, tiim fareler sonunda 6lecektir. Diisiik
tasima kapasitesinde hastalikli olan ve olmayan herhangi bir fare niifusu, sonunda

K (b — c) hastalikli olmayan farelere yakinsayacaktir. Tasima kapasitesi, (KC == (bb_c))

esik degeri oldugunda ise eger baslangicta hastalikli olmus fareler varsa fare alt
niifuslart bir arada yasayacak ve sonunda hastalikli olmayanlar (g) ya, hastalikli olan
fareler ise K(b — c)-(b/a) ya yaklasacaktir. Eger baslangicta hastalikli olmus fareler
yoksa, tim fare niifusu hastalikli olmayan olacaktir ve sonunda K(b —c) fareye
yaklasacaktir [4].

3. Standart Olmayan Sonlu Fark Yaklasimimnin Kurulmasi

Bu boéliimde, (1)-(2) sisteminin yaklasik ¢éziimleri igin standart olmayan sonlu fark
yontemi kullanilacak oldugundan, bu yaklagim yontemi ilgili baz1 temel kavramlar
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verilecektir. Amaglanan yontem, asagidaki (P1)-(P3) dinamik ozelliklerini koruyacak
sekilde kurulmalidir.

(P1): Pozitiflik :Y6ntem negatif baslangi¢ degerleri ile negatif ¢oziimleri kabul etmez.
(P2): Kararlilik: Yontem dogru denge noktasina yaklasan ¢oziimleri tiretir.
(P3): Periyodik olmama: Yontem periyodik ¢oziimlere sahip degildir. [4]

Asagidaki durumlardan herhangi biri varsa bir sonlu fark yonteminin standart olmadigi
sOylenir.

i. (%) =r(y) seklinde verilen bir denklemdeki r(y) nin linner olmadig

durumlar i¢in ayriklastirma igleminde, tiim lineer olmayan terimler, birkag
ayrik noktanin uygun fonksiyonu ile lokal olmayan bir yol ile ayriklastirilir.

ii. Ayrk tirev ifadesindeki At = h adim uzunlugu, negatif olmayan @(h)
denominator fonksiyonu ile degistirilir. h - 0% olmak lizere @(h) = h +
0(h?) dur.

Asagida verilen Durum 1 ve Durum 2, verilen sistemin SOSF yontemi ile
ayriklagtirtlmasindaki iki farkli durumdur.

3.1. Durum I:

Tiirevler igin ileri fark yaklagimini kullanilarak (1)-(2) sisteminin ilk denkleminde,
bM — cM, terimini, (b — c)Mg + bM; olarak yazip:

MM, > MMM, MM > MMM, MM, > MM IMP

ve ikinci denklemde ise

MM - MMim™, Mg M; -» MM

ayriklastirmasi yapilarak (1)-(2) denklem sistemi:

M‘n+1 _ M‘n MTl+1MTl 4
% =(b—-c)M} + bM* — ST —aMIMIMT )
M+l _ g M+l _ yn 5
% = —cM[* — IT — aMIMIM] ©)
haline gelir ve (4) -(5) denklemlerini taraf tarafa toplanmasi ile
Mn+1 —M" MnMn+1 (6)
— (b—c)M™ — —x

Seklinde (3) denkleminin ayrik hali elde edilir. Yeniden bir diizenleme ile (4)-
(6) denklemleri

Yt — K[M$ + (b — c)hM} + bhM}'] (7
s K + aKhM}* + h(MZ} + M)
K[(1 = ch)K + [(1 — ch)(1 + aK) + abhK|h(M} + M) M} (8)

n+1 _
M =

[K + h(M} + MM)][K + aKh M' + h(M3 + M[")]
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M+ = K[1+ (b —c)h|M™ 9)
K + hM™

seklini alir. Pozitif baslangi¢ kosullari ile b > ¢ i¢in M?* ve M™ i¢in Denklem (7) ve (9)

un sag tarafinin negatif iterasyonu kabul etmedigi agiktir. (8) denklemi i¢in M}* agik

degildir. (7)-(9) sistemi tim h < (%) igin dogru dinamikleri sergiler. h < (2)

kosulunun, bu sistem i¢in biitiin adim araliklarinin en biiyiik degerinde, diisiik 6lim

oranini gosterdigi gdzlenir.

3.2. Durum II:

h < (1/c) ile pozitif smirlanan (8) denklemi igin (ii) Kullanarak asagidakileri
sOyleyebiliriz.

_,—ch
0<h<licine ® =1—ch+0(h?) veyah = (1 2 ) + 0(h?) icin
1—e ¢ (10)
D) = ———

(7)- (9) denklemlerinde h yerine ¢ (h) yazarak (1)-(3) i¢in SOSF Y 6ntemini ile

M = K[Mg + (b —c) (WM + b p(WM]'] (11)
: K+ aK (WM + p()(MF + M)
MIn+1 (12)
K[(1—copM)K +[(1—-c¢p)(1+ ak) +ab p(WK]| p(R)(MF + MM}
[K + ¢(W)(Ms + MP)I[K + aK ¢(WM}' + h p(W)Mg' + M})]
Y+ = K[14+ (b —c) p(h)|M™ (13)
K+ ¢(h)M™

elde edilir. (i) ve (ii) agisindan (11) ve (13) yontemi standart degildir. Hatta tim h > 0
icin 1 — c¢p(h) = e~ " > 0 olur. (11)-(13) denklemlerinde (10) denkleminde verilen
¢(h) secildigi gorilmektedir. Elde edilen yontem (P1)-(P3)  6zelliklerine gore
kararlhidir [4].

4. Kesirli Integral ve Kesirli Tiirev
Tanim 4.1.
t > 0 olmak iizere , f (t) fonksiyonunun 8 € R* mertebeden kesirli integrali

t(t—-s)F1
FE®) = Jy

f(s)ds ile tanimlanir ve

t > 0olmak iizere , f(t) fonksiyonunun a € (n —1,n) mertebeden kesirli tiirevi
DEF(t) = I""*D"f (t)ile tanmlanir [8]. (D =)

5. Kesirli Mertebeden Hanta-viriis Modeli

Bu bolimde kesirli mertebeden Hanta-virus modeli [1] ele alinmistir. Sistem, kesirli
mertebeden diferansiyel denklemler ile sdyle verilir:
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DEX(D) = (b— )X(E) + bY () — K(t) () xore (14)
Y? 1—akK 15
DG Y () = —c¥ (t) — Igt) —( Ka )X(t)Y(t) (19)

X(to) = Xo, Y(to) =Y, (16)
Burada .Dg, Caputo anlaminda [8] baslangi¢ noktasina gore kesirli tiirev operatoriinii
gosterir.

1 t y'(s) . .
DS f(O) = 5w I, (f_ss)a ds olmak iizere I'() Gama fonksiyonudur. Bu modelde

rakiplerin varligi yoniinden kesirli tiirev ekosistemdeki homojen olmayan karakterleri
tanimlamak i¢in kullanilmistir.

o sistemdeki yariser tiirlerin varligini gostermektedir. @ = 1 oldugunda .Dg, , Klasik
adi mertebeden tiirevdir (x'(t)). 0 < a <1 iken rakibin niifuslart degisir. a >
1 durumunda ise, rakip ya da yabanci tiirlerin yogunlugu niifuslarinda artacaktir [5].

5.1. Griinwald Letnikov Operatorii

@ _ ;4 (%) _ TG . . Lo s
w = (-1 ( j) = TCaTGiD olmak iizere The Griinwald-Letnikov (GL) operatori;

DS f () =lim, o hy* 9/:0 Wj(a) f (t — jhy) olarak tanimlanir.
(@ _ @= (1%L . @ =
w, =1 w; —(1 j)wj_l"‘, j=1.2,..
0 < a < 1 oldugunda GL ile Caputo tanimi arasinda asagidaki iliski vardir [7 - 8].
cDoef () = D (f(£) — f(0))

5.2. Modelin Ayriklastirilmast

(14)-(15) kesirli mertebeden lineer olmayan sistemi ayriklastirmak igin GL operator ile
birlikte uygulanan bazi SOSF yontemi Onerilecektir. SOSF yontemi ilk olarak adi
diferansiyel denklemler i¢in Mickens tarafindan tanimlandi [2].

Asagida, x(t,) ve y(t,) yaklasimlarinin yerine x, vey, kullanildi. Ayrica kolaylik
olmast i¢in

w& 1x,, n=1

n

Xp_q = _

T ) we 1x0—z Wikn_j n=2
j=2

Vn_1 icin benzer sekilde

Xn=2iciwiXn_j, Yn=Xj_1Wpyn_j yazlabilir.
5.3. SOSF Yontemi:
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Ayriklastirma igin,

X(t) = X(tn-1), Y(£) > Y(tn-1), X*(t) = X(tn)X (tn-1),
XY () = X(tn)Y (tn-1)

Kolaylik olmasi agisindan;

X(tn) = X Y(tn) = Yo X(tn-1) = X1, Y(tn-1) = Yoo1, Y(tn-1) = Yas
Xn+ 20 —w§ X = ¢(WX, Yo+ y, —wi 'V = p(W)Y

Burada ¢ (h) payda fonksiyondur ve farkli sekillerde secilebilir.

Xn-1 + Y 1)Xy

K
(Xn—l + Yn—l)Yn
K

X == (b - C)Xn—l + bYTL—l - - aXnYn_l

Y = _CYn—l -

+aX,Yn-1

Wy

“hxg — Xp = Xpq + axn_q
Wrczl_lyo — V=Vt ayn
Sonug olarak SOSF Y 6ntemi;

_ K[fn—l + (a - C(.b(h))Xn—l + bp(h)(Xp_1 + Yn—l)]
" K+ ¢(h)(Xn-1+ Yn-1) + adp(R)KY, 4

 K[Fno + (@ = cp(h)) Yooy + adp(h) (X Yn—1)]
- K + ¢(h) (Xn_q + Y1)

Y

Yardimci Teorem 5.3.1. 0<a <1ve Wj(a) ; (1 = &)%* nin kuvvet serisi agilimindaki

katsayilar w®

, ~ olmak iizere (n = 1,2, ...) i¢in

a) —1<w® <o.

b) 0<w® P < 1][6].

Sonug¢ 5.3.2.

1
a,b,c,K>0, b<cve0<h<(%)a olmak iizere; X, =0 ve Y, = 0 i¢cin X,, ve
Y,, iterasyonlar1 negatif degildir.

5.4. Kesirli Mertebeden Lojistik Denklem

(14)-(15) denklemlerinin taraf tarafa toplanmasi ile lojistik denklem elde edilir.

a — b MZ
DUM(t) = (b= )M - —~

SOSF Yontemi kullanilarak;
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o ()

M, + m, — W(a_l)MO = ¢(h)(b - C)Mn—l - K

TI.—IMTI.

_ Wb — )My, + 15

n=

NI

’ﬁTT’l = W(a_l)MO -—m,, m, = ?=1M/j(a)Mn—j
a=1iken m, = M,_; ve
[1+¢(h)(Db—c)Mp_y

W IOm

M, =

elde edilir.

Sekil 5.1°de h=0.1 i¢in farklt @ mertebelere karsilik gelen kesirli mertebeden lojistik
diferansiyel denklemin grafigi, Sekil 5.2 de @« = 0.4 i¢in farkli adim uzunluklarina sahip
durumlarin grafigi ve son olarak da Sekik 5.3 de ise, @ = 0.6, h = 0.1 igin farkli @(h)
payda fonksiyonlarinin se¢imi ile olusan kesirli mertebeden diferansiyel denklemin
grafikleri gdsterilmistir.

Sekil.5.1. h=0,1 i¢in A¢ik SOSF yontemi
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Sekil 5.3. @ = 0,6 i¢in Agik SOSF yontemi
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