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OZET

Bu makalede, yakin-halkalarda Holcombe tarafindan tanimlanan J;(N) radikali ile yakindan ilgili olan J5,(N)
radikali ¢alisildi. Ayrica bu J;,(N) radikalinin bazi ilging 6zelliklere sahip ve kuvvetli kalitsal radikal oldugu
gosterildi.
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A STRONGLY HEREDITARY RADICAL FOR NEAR-RINGS
ABSTRACT

In this paper, a radical, J;,(N), for near-ring N that is closely related to the radical J;(XN) introduced by
Holcombe is studied. Furthermore, it is shown that J5, (V) is a strongly hereditary radical and has some interesting

properties.

Keywords: Near-ring, Jacobson-type radicals, N-groups.

*E-posta: eaygun@erciyes.edu.tr




180 Yakin-Halkalar I¢in Bir Kuvvetli Kalitsal Radikal

1. GIRiS

[73E2]

Bir N ciimlesi, “+” ve “.” seklinde gosterilen iki ikili islem ile asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (N,+,.) tgliisiine bir
yakin-halka denir.

a) (N,+) degismeli olmasi gerekmeyen bir grup,
b) (N,.) bir yar grup,
) Vx,y,z€ N igin (x+y)z=xz+yz

Burada c) sikkinda sagdan dagilma 6zelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan (N,+,.) Gg¢liisiine bir sag yakin-halka
denir. Bu makalede tiim yakin-halkalar, sag yakin-halka olarak alinmistir. N bir yakin-halka olsun.
No={neN | n0 =0} ciimlesine N yakin-halkasiun 0-simetrik kismu denir. Eger N = Nq ise N ye bir sifir-
simetrik yakin-halka adi verilir.

N bir yakin-halka ve 7, N nin bir normal alt grubu olsun. Bu durumda, eger,

a) INcI
b) Vx,y e N ve Viel i¢in, x(y+i)—xy e [

sartlart saglaniyorsa, [ ’ya N yakin-halkasinin bir ideali denir ve I < N ile gosterilir. Eger, sadece a) sarti
saglantyorsa / N nin bir sag ideali, sadece b) sart1 saglaniyorsa / N nin bir sol ideali denir ve sirasiyla / <, N

ve [ <7 N ile gosterilir.

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara tagmnmasiyla elde edilmis olan N -grup kavrami asagidaki sekilde
tanimlanir:

(G, +) bir grup ve N bir yakin-halka olsun.

H:NxG —> G
(n,g) — ng

olmak {izere eger Vx,ye N ve Vg € G i¢in,

(xt+y)g =xgtyg
Ve

(xy)g=x(yg)

sartlar saglaniyorsa, (G, u) ikilisine bir N —grup denir. N bir yakin-halka ve G bir N -grup olsun. G nin NH ¢ H
sartini saglayan H alt grubuna, N-altgrubu denir ve H <y G ile gosterilir.
Asagidaki tanim, verilecek yeni yapilar igin temel teskil edecektir.

Tamim 1.1. N bir yakin-halka ve 4 € N olsun. Eger N4 <,, N ise, yani ( N4, +), ( N, +) nin bir alt grubu ise, 4
ya bir N-grupsal denir ve 4 <, N ile gosterilir.

Lemma 1.2. N bir yakin-halka olsun. Bu durumda N, {0}ve tiim tek nokta ciimleleri agikar N-grupsallardir.

Ispat: Vne N igin ( Nn, +), (N, +) nm bir alt grubudur. Gergekten, N bir sag yakin-halka oldugundan Vx,ye N

icin xn—yn=(x—y)n e Nn dir.
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Yakin-halkada tanim1 yapilan bu N-grupsal kavarami, halkalarda dahi farkli bir yap teskil etmektedir. Z tam sayilar
halkas1 alinirsa tanimdan da goriilecegi gibi {0,2} ve {0,3} alt ciimleleri Z-grupsaldir ancak {0,2,3} alt ciimlesi bir
Z-grupsal degildir. Buradan grupsallarin birlesiminin yine bir grupsal olmak zorunda olmadig1 goriiliir.

N nin bir X alt climlesi i¢in NK < K oluyorsa K ya sol invaryant, ayn1 zamanda KN < K sartida saglaniyorsa

invaryant denir. Eger Ng = { ng : n€ N }= G olacak sekilde g€ G varsa G N-grubuna monojenik N-grup denir. G
monojenik ve Vg € G i¢in Ng = G veya Ng = 0 oluyorsa G ye kuvvetli monojenik N-grup denir. G monojenik N-

grup olmak iizere, eger G nin 0 ve kendi diginda ideali yoksa O-tipinde, G kuvvetli monojenik, 0 ve kendi disinda
ideali yoksa /-tipinde, 0 ve kendi disinda N-altgrubu yoksa 2-tipinde, G 2-tipinde ve V g, h€ G, VYV n€N igin ng
= nh iken g = h oluyorsa G ye 3-tipinde denir.

Lemma 1.2 den sonra N-grup asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamim 1.3 G 3-tipinde bir N-grup, V 4,B<. N g,h€ G ve YV n€N i¢in ndg = nBh iken Ag = Bh oluyorsa G
ye 3u-tipinde denir.

Acikea goriilecegi gibi G N-grubu igin
3u- tipinde = 3- tipinde = 2- tipinde = /- tipinde = 0- tipinde
olur.

Bir N yaki-halkasin1 N nin bir p(N) idealine gtiiren p déniisiimiine , N ve N herhangi yakin-halkalar olmak
lzere
a) Herbir f: N —> N homomorfizmi igin f(p(N) < p(f(N))

N _
b eV =0

sartlarini sagliyorsa bir radikal denir.

Tammm 1.4 N bir yakin-halka p bir radikal olmak iizere V I <N icin p(Il)=1n p(N) ise p(N) radikaline N
nin kalitsal radikali denir.

Tamim 1.5 N yakin-halkasiigin J5, (N)radikali, (0:G)={neN : VgeG igin ng =0 } olmak iizere

Jy(N)= 1(0:G)

3u— tipinde N¢
seklinde tanimlanir.

Tanim 1.6 N bir yakin halka ve / <N olsun. Eger V A<, [ < A<, N ise bu taktirde / ya c-ideal denir ve
I<,. N seklinde gosterilir.

Jo(N),J (N),J,(N) radikalleri Kaarli, Betsch, Laxton, Holcombe ve Groenewald gibi matematikg¢iler tarafindan
calisilmigtir. Holcombe, J;(N) radikali iizerinde caligmis ve N her hangi bir yakin-halka olmak tizere J;(N)

radikalinin bir kalitsal radikal oldugunu ispatlamistir. Bu makalede kuvvetli kalitsal radikal tanimimi verilip
J3,(N) radikalinin N nin bir kuvvetli kalhtsal radikali oldugu gosterilecektir. Bu ¢alismada; tanimlar1 verilmeyen

kavramlar i¢in [1] referans olarak gdsterilebilir.
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2. KUVVETLI KALITSAL RADIKAL

Tamm 2.1 N bir yakin-halka p bir radikal olmak tizere V /<. N igin p(I)=1n p(N) ise p(N) radikaline N
nin kuvvetli kalitsal radikali denir.

Tanimdan da anlagilacag: iizere her hangi bir radikal kalitsal ise kuvvetli kalitsaldir.

Lemma 2.2 N bir sifir-simetrik yakin-halka ve 7, N nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger G, 3u-tipinde bir /-
grup ise bu taktirde G bir N-gruptur.

Ispat : G bir 3u-tipinde I-grup oldugundan ayni zamanda 3-tipindedir. G bir 3-tipinde /-grup oldugunda bunun N-
grup oldugu Holcombe tarafindan gosterilmistir (Holcombe, 1982). N nin sifir simetrik oldugu bilindigine gére G
bir N-gruptur.

Onerme 2.3 N bir sifir-simetrik yakin-halka ve 7, N nin sifirdan farkl bir c-ideal olsun. Eger G 3u-tipinde bir /-
grup ise bu taktirde G 3u-tipinde bir N-gruptur.

Ispat : G 3u-tipinde bir I-grup oldugundan ayni zamanda 3-tipindedir. Lemma 2(Holcombe, 1982) den G, 3-tipinde
bir N-gruptur. 3u-tipinde olmast i¢in V 4,B<. N , g, he G ve VneN i¢in ndg=nBh iken Ag= Bh sartim
saglamasi gerekir. G, 3u-tipinde bir /-grup oldugundan g =1, g veh= iy g olacak sekilde ij,i, €1 ve 0# g €G
vardir. O halde ndg = nBh yerine ndi g‘ = nBi, g‘ yazilabilir. /<, N oldugundan 4,B <, N iken
Ai,Biy <, 1.n4 ilg‘ =nB izg‘ esitligi V neN igin saglandifindan 6zel olarak n = i, i€/ igin de saglanir ve
dolayisiyla i4 ilg‘ =1iB izg‘ olur. G, 3u-tipinde bir /-grup oldugundan i4 ilg‘ =iB izg‘ iken A ilg‘ = Bizg‘ olur.
O halde tanimdan 4 i, = Bi, elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

3u-tipinde N-grup tanmmmindan da goriilecegi gibi J;(N)< J;, (V) dir. Asagidaki onerme ile esitlik durumu
verilmistir.

Onerme 2.4 N birimli bir yakin-halka ise bu taktirde J;(N)=J5,(N).

Ispat : G 3-tipinde bir N-grup ve kabul edelim ki V 4,B<. N , g, he G ve Vn€EN igin ndg = nBh olsun.
V n€N igin esitlik dogru ve N birim elemanl: bir yakin-halka oldugundan » = I iginde dogrudur.

1Ag=1Bh = Ag=Bh
olur ki ispat tamamlanmuistir.

Onerme 2.5 N bir yakin-halka, 7 <. N ve G, 3u-tipinde bir N-grup olsun. 7 ¢ (0: N ) ise bu taktirde G, 3u-tipinde
bir /-gruptur.

ispat : G, 3u-tipinde bir N-grup olsun. Ayni zamanda G, 3-tipinde de bir N-grup olacagindan Lemma 3 (Holcombe,
1982) den G, 3-tipinde bir I-gruptur. O halde ispati¢in V 4,B<_. [ ,g,he G ve Vi€l igin iAg=iBh iken
Ag = Bh oldugu gosterilmelidir. Tanim 1.6. dan 4,B<_ [ ise 4,B<, N dir. Ayrica G, 3u-tipinde bir N-grup

oldugundan g, he G ve YV n€N icin ndAg = nBh iken Ag=Bh dir. YV n€N i¢in dogru oldugundan » = i icinde
dogru olur ki ispat tamamdir.

Simdi ispatlanan bu 6nermelerin 1518inda, J;,(N) radikalinin, N nin bir kuvvetli kalitsal radikali oldugunu
gosteren Teoremi verilecektir.
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Teorem 2.6 N sifir-simetrik bir yakin-halka olmak tizere J;, (N), N nin bir kuvvetli kalitsal radikalidir.
ispat : Kabul edelimki 7, N nin sifirdan farkli bir c-ideali olsun. Bu durumda agik olarak
(0:G)yNI=(0:G), (1)
dir. Onerme 2.3. ve (1) den
Sy (NYN T J5,(T) (2)

olur. Eger G, IG# 0 olacak sekilde 3u-tipinde bir N-grup ise bu taktirde Onerme 2.6 dan G , 3u-tipinde bir I-grup
olacaktir. Bu durumda

Jau(N)c I N (0:G)y

3u tipinde N¢
1G#0
olur.
Ju(N= N (0:G)y n N (0:G)y
3u tipinde N 3u tipinde N
1G#0 1G=0
Ve
In{neN: nGc (0),I1G=(0)} =1

olacagindan

Jy, () InJ5, (N) (3)

elde edilmis olur ki (2) ve (3) den ispat tamamlanir.
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