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OZET

Bu ¢alismada, bir S anti-simetrik matrisi i¢in Cayley doniisiimii tanimlandi [1]. Anti-simetrik matrislerle vektorler
arasindaki bazi bagmtilar verildi. Daha sonra, bir ' doniligiimii tanimlandi. ' doniisii icin f(S) =1 + S segildiginde,

F(S)nin Cayley déniisiimiine karsiik geldigi gosterildi. f(S)=1—aS +bS?secilme durumu da, Genel Cayley
doniistimii olarak adlandirildi. F(S) = A matrisinin pozitif ortogonal oldugu ve S <> s eksenini degismez biraktigi
gosterildi. Boylece, F' doniigiimiiniin s ekseni etrafinda belli bir donme yaptig1 gosterildi. Ayrica E *, E" donme

matrisleri belli sartlar altinda elde edildi ve iki Cayley matrisinin ¢carpimina karsilik gelen eksen de bulundu.

Anahtar kelimeler: Cayley doniisiimii, Genel Cayley doniisiimii, Donme matrisleri, Donme eksen.

GENERAL CAYLEY MAPPING AT EUCLIDEAN SPACE AND ROTATION
MATRICES

ABSTRACT

In this study, Cayley mapping for an skew symmetric matrix S is defined [1]. Some relations between skew-
symmetric matrices and vectors are given and a mapping F is defined. For the mapping F, when f(S)=7+S,itis
shown that matrix F corresponds to the Cayley mapping. When f(S)=1—aS +bS?, F is called General Cayley
mapping. Moreover, it is seen that F'(S) = A matrix is positive orthogonal and s axis is left unchanged by 4. Thus F'

represents a rotation about the unit vector s through some angle. Besides, the rotation axis formula corresponding to
the product of two Cayley matrices has been obtained from skew-symmetric matrices corresponding to orthogonal
matrices.
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1. GiRiS

Oklid uzayinda, dénme ve dénme eksenin bulunmasi, Geometrinin énemli kavramlarindan biridir. E 3 de, dénme
matrisi ve donme ekseni ile ilgili olarak, Chong, Kantor, Room ve Taber tarafindan cesitli makaleler yayinlanmistir

[1,2,3,4]. Fakat bunlarin atifta bulundugu makaleler oldukg¢a eski tarihlidir. Bu ¢aligmada, E* deki ifadelerin

bulunmasinda [1,2] den yararlanild1 fakat farkli bir teknik ve iislup igerisinde tekrar ifade edildi. E*ve E" de
donme matrislerinin belli sartlar altinda bulunusu da makalenin i¢inde yer ald1. Ayrica, iki Cayley matrisine karsilik
gelen ekseninin bulunmasindaki siire¢ kisaca calismaya ilave edilerek bir biitiinlik saglandi. Bununla birlikte,
donme ekseninin bulunmasi tarafimizdan orijinal olarak verildi.

2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 Inversi transpozuna esit ve determinanti “+1” olan matrise, pozitif ortogonal matris denir. Boyle
matrislerin climlesi, SO(n) ile gosterilir. Ayrica, det(4 + 1) # 0 ise A matrisine Cayley matrisi denir [1].

Tanim 2.2 F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ¥ ve V deki sifirdan farkli vektorlerin ciimlesi V'=¥ —{0} ciimlesi
olsun. a,f €V igin f =ca olacak sekilde sifirdan farkli bir c € F var isea = f yazalim. Bu “~” bagmtis1 V'

de, bir denklik bagmntisidir. Bu denklik smiflarmin ciimlesine V" ye karst gelen Projektif Uzay denir ve P(V) ile
gosterilir. Eger boyV =n+1 ise boyP(V)=n olarak tammlanir. Hatta P(F"*') uzayma F"*' iizerinden n-boyutlu

standart projektif uzay denir ve P" (F) ile gosterilir [5].

Tamm 2.3 j, j ve k sanal birimleri arasindaki carpim kurali, R® standart baz vektorlerinin, vektorel ¢arpimlari
arasindaki iliski olsun. Bu durumda, reel kuaterniyonlar ciimlesi,

Q:{ g=(a,b,c,d)eR*: g=al+bi+cj+dk; l,a,b,c,d €R, i+ jij=—ji=k;i’ = j> =k’ :ijkz—l}

ile gosterilir. Bu climlenin her bir elemanina reel kuaterniyon denir. Eger a=0 ise ¢ vektor kuaterniyon olarak

[t

isimlendirilir. Kisaligin hatir1 i¢in g daha ziyade g=(s,v) ile gosterilir, “s” ye reel kuaterniyonun skalar kismi1 ve “v”
ye de vektor kismi denir. Bu durumda, g =(s,v) ve ¢'=(s’,v') iki reel kuaterniyonun, kuaterniyon ¢arpimi kisaca,

g®q'=(ss'—<v,v' >, sv'+s'v—vxv') 2.1
seklinde yazilabilir. Eger s =s' =0 ise yukaridaki denklem
g®q' =(=<v,v' >,—-vxv"
olur. Eger s =s' =1 almirsa, bu durumda,
g®q' =(=<v,v' > v+v'—vxv)
olur [2].

Lemma 2.4 f reel degiskenli, reel katsayili bir polinom ve A bir kare matris olsun. Au = Au(u # 0)ise
f(A)u= f(A)u dir. Baska bir ifadeyle, 4 matrisinin bir 6z degeri A ise f (A) matrisinin bir 6z degeri f(A) dir
[1].

Lemma 2.5 §, , reel anti-simetrik matrisinin 6z degerleri, imajiner eksen iizerindedir [1].
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2.6 Anti-Simetrik Matrislerin Bazi Faydah Ozelikleri

Lemma 2.6 S ve 7, liglincii mertebeden iki reel anti-simetrik matrisler olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler
dogrudur.

a) sat=ts" —st’,

b) ST =1s” —¢7sI (¢, 3x1 kolon matrisi ve / 5zdeslik matrisidir.),

¢) 8t =ss” —sTsI,

d)ST-TS =ts” —st” =t®s—s®¢, burada s ® 1, s ve ¢ vektdrlerinin dyadic (tensor) ¢carpimini gostermektedir,
e) sAnt=TS - ST ,burada T ve S sirasiyla, ¢ ve s vektoriiyle eslenen anti-simetrik matrisler dir,

f) det(ST+1)=(1-<s,¢>) .

Teorem 2.7 a, #0, f(x)=a,+ax+a,x+..+a, x""' +a,x" reel katsayili ve reel degiskenli bir polinom ve S,
3x3 tipinde bir antisimetrik matris ise o taktirde, f(S)ve f(—S) matrisleri regiilerdir [6].

Teorem 2.8 A=(/-S)"'(I+S) tek mertebeden reel pozitif ortogonal matris ve S anti-simetrik matris olsun.

Bu durumda, asagidaki ifadeler dogrudur.
a) 1 £S, A+ I matrisleri regiiler fakat 4 — I matrisi irregiilerdir.

b)A+1=2(I-5)".

ispat. (a) Lemma 2.4 den dolayr 7 +S, A+ I matrisleri regiiler fakat 4 —/ irregiilerdir.
(b) A=(-S)"(I+S), esitligin her iki tarafina / eklenerek basit bir maniipilasyonla istenilen bulunur.

Teorem 2.9 (Kuadratik Temsil) R(s,0) = Ar dir. Burada, A =1+ (sin0)S + (1—cos0)S? = f(S) ve 4 pozitif
ortogonal bir matristir.

Ispat.
snE=S8¢&
s
sA(sng)=-¢ < —>
0 ¢ p s 0 ¢
& -diizlemi
Sekil 1. Sekil 2.

R® deki bir r vektori,
Sr=S&, 8’ r=8¢=-¢ (2.2)
olacak sekilde r = ks + & bigiminde ifade edilebilir. s vektorii, & -diizleminin normalidir. s ve & birim vektdrler

olmak iizere, {s, sx & } climlesi, ¢ -diizleminin ortonormal bir bazidir.

(i)  vektori (P noktasi) & diizleminde (yani P=P,) olsun. Bu durumda,
R(s5,0)¢ = (cos Q)£ +(sin @ Jsx &
R(s,0)& = (cosO)E +(sinB)SE
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R(s,0)¢ = (cosO)E + (sin 8)Sr (2.3)
yazilabilir.

(ii) » vektorii & diizleminde olmasin.

R(s,0)r = R(s,0)(ks + &)
= R(s,0)(ks) + R(s,0)¢
=kR(s,0)s + R(s,0)&
=ks+ R(s,0)¢
= (r— &) +[(cos O& + (sin 0) S
=r+(l-cos@)(=&) + (sin b)) Sr
=ks+ R(s,0)¢
= (r—¢&)+[(cos 6 + (sin 6)Sr|
=r+(1-cos@)(—<&) + (sinO)Sr
=rl +(1-cos)(S*r)+ (sin ) Sr
=[1+(sin0)S +(1-cosO)S” |r

olur. Boylece donme matrisi
A=1+(sin0)S +(1-cosH)S> (2.4)

bulunmus olur. $imdi, 4 matrisinin ortogonal ve determinantinin da “+1” reel sayist oldugunu gosterelim. Dogrudan

bir hesaplamayla, 44" = A" 4=1 oldugu goriiliir. detA=1oldugu Lemma 2.4 den sSylenebilir. Béylece ispat
tamamlanir.

Sonuglar: A- A~ =2(sin@)S ve IzA=1+2cos6 (4 nn bz degerlerinin toplamidir).

Teorem 2.10 7 bir reel 3x3, antisimetrik matris ise A= (I —7T)"'(I+T) bir pozitif ortogonal dénme temsil eder.
Burada, 4 ya T nin Cayley doniisiimii denir [1].

Teorem 2.11 4, 3x3 reel pozitif ortogonal matris ve 7' =(A4—-1)(A+1 )" anti-simetrik bir matris ise 7 nin Cayley
doniistimil 4 dir [1].

3. GENEL CAYLEY DONUSUMU

Teorem 3.1 S, 3x3 tipinde bir antisimetrik matris, 4 3x3 tipinde pozitif ortogonal bir matris ve
a, #0, f(x)=a,+ax+a,x’+..+a, x""+ax" bir polinom fonksiyon olsunlar. Bu durumda,

SBR——IBR)

1 3.1)
S — RY=4=(fS) 119

olarak tanimlanan, F' doniisiimii asagidaki esitlikleri saglar:
(@) f(S) ve f(ST) matrislerinin carpimi degismelidir, (b) detd=1 dir. (c) A pozitif ortogonal bir matristir, (d) A4

pozitif ortogonal ise [f (sT )]>1 =1 (S)[f (sT )]>1 dir. Burada so(3,R) ve SO(3,R) sirasiyla anti-simetrik ve
ortogonal matrislerin ciimlesini gostermektedir.
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ispat. (a) n= Y ()" "ay,_, m= Y. (-1)""a,, olmakiizere, 1(S) = (ayl +nS*)+mS
k=1 k=1

ve f(8T) = (agl +nS 2 —mS yazilabilir. Dogrudan bir hesaplamayla
SN =f($)f(S") = (apl +nS?)* ~mS?

bulunur.

(b) detA=det]f(sT)]".det £(S)=1 bulunur.
Bir kag dogrudan hesaplamayla, 44"=A4"4=I bulunur. Dolayistyla 4 ortogonaldir.

(d) (3.1) denkleminin inversinden,
A7 =[r " (32)
ve (3.1) esitliginin transpozundan,

AT = fsHlreI! (33)
elde edilir. A ortogonal matris oldugundan, (3.2) ve (3.3) esitliklerinin sol taraflar1 ayni olur. Boylece istenilen
esitlik elde edilir. Yukaridaki teoremin (a) ve (d) siklarinin bir sonucu olarak, sasirtict goziikmesine ragmen A
matrisi,

bi¢iminde yazilabilir.
3.2 £(S)nin Farkh Durumlari

1) f(S)=I7+S, S nin bir lineer polinomu olsun. Bu durumda 4 matrisi

A=[rsH] r$)=a-5)"1+5)

bi¢imde olur. Bdyle bir se¢im bizi, f ‘nin Cayley doniisiimiine gotiiriir.

2) f(S)=1-aS+bS* (3.5)
olsun. Bu durumda 4 = |(/ —aS +bS*)" F(I —aS+bS*) = +aS+bS*) (I -aS +bS?)
bigiminde ifade edilebilir. (I +aS +bS?)ve (I —aS +bS?) matrisleri degismeli olduklarindan

A_I—aS+b82

 [+aS+bS?
sasirtict bir sekilde de yazilabilir. (3.6) esitligi matrislerin boliindiigiinii degil, matrisler degismeli olduklarindan
paydadaki bolen matrisinin, paydaki ifadenin sag ve sol tarafina garpan olarak yazilabilecegini gosterir. f(S) 'nin

(3.6)

bu secimine de, Genel Cayley diniigiimii denir. Bu ifade yerinde bir ifadedir. f(S) nin bu iki formun diginda
yazilmasina gerek duyulmaz. Ciinkii,

fS)=I+aS+a,S*+a,S +...+a,s" (3.7)
olsaydi, bu durumda Lemma 2.6 dan, S 3 =_8 ve basit bir maniipilasyon ile,
n=0,1,2,..i¢in, S =(=1)"S ve §*"*? =(-1)"S? (3.8)

bulunurdu. (3.8) esitliklerinden dolay1 (3.7) denklemi, (3.5) denklemine doniisecekti. Boylece f(S), lineer ve
kuadratik formun diginda bir forma sahip olamaz.
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3.3 Genel Cayley Doniisiimiiniin Geometrik Yorumu

S, 3x3 tipinde bir antisimetrik matris, bu matrisle birlestirilmis vektor s=(a,b,c) ve s nin normu s olsun. S
antisimetrik oldugundan 6z degerleri; 0, is ve —is dir. Lemma 2.4 den dolayi, A pozitif ortogonal matrisinin 6z
degerleri;

(SO (0N, (fs)) ™ fGis), (f (=is))™" f(is)

dir. Daha agik ifadeyle, f(0)=(1—a0+50)"' (1+a0+b0)=1"1=1
f(is) = [1 —a(is)+ b(is)zr (1+ a(is) + b(is)*) = [(1 —bs?) - ias)r(l —bs?) +ias)

. i(p
lqzéz re” _ i

. -1 . P
=(p-i +iq)= _
(p—igq) (p+ig) AT

Burada p =(1-bs’)ve ¢ = as dir.

Benzer sekilde, f(~is) = e "* bulunur. Ayrica, tang = % .
dir. Nihayet,
As = (I —aS +bS*) (I —aS +bS?)s

= (I —aS +bS*) ' (Is — aSs + bS*s)
As=(I-aS+bS*)7's

= +mS+nS?)s ;mkeR ,(buradam, k birer reel sayidir. )
As=s
bulunur. Bdylece, 4 matrisinin, R(s,2 ¢ ) donmesini temsil ettigi goriiliir.

4. YUKSEK BOYUTLU UZAYLARDA DONMELER

4.1 R* Donmeler
R? deki donmeler tek noktayi invaryant birakirlar. R deki dénmeler, bir dogruyu invaryant birakirlar. Fakat R*
deki donmeler, 2-boyutlu bir diizlemi invaryant birakirlar. Bu diizlem wu = (u;,u,,u;,u,)andv =(v,,v,,v,,v,)
ortonormal yer vektorleri tarafindan gerilmis olsun. S anti-simetrik matrisi, tensdr notasyonu ile,

Sl-j = eV (1<i,j<4) 4.1

seklinde ifade edilir. Burada e, , (i,,k,1) gibi dort semboliin permiitasyon tensoriidiir.

4
(4.1) esitliginden, s, = > ey v :(61234 )“3"4 + (61243 )“4"3 SUzvy —Uyvy VE
kl=1

4
S;3 = 2 €3 UV =(el324 )u2v4 + (61342 )u2v4 =—u,v, +uuv, ve s; =0, 1<i<4 bulunur. Diger bilesenler benzer
k1=

B

sekilde hesaplanirsa, S matrisi,

0 (uzvy —ugvs) = (ugvy —ugvy)  (Uyvs —uzvy)
—(Uxvs —Uyv 0 UVy —UyV — (U vy —uqv
g (uzvy —uyvs) (uyvg —ugvy) (uyv3 —usvy) (4.2)
(upvy —ugvy) = (uvy —usm) 0 (uyvy —uym)
—(upvs —uzvy)  (uvs—uzvy) = (uyvy —uyvy) 0

seklinde yazilabilir. Ayrica, Su=Sv=SAu+uv)=0 ; (1,u€R) dir. Boylece, S matrisinin belirledigi €
radyanlik donme,
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0 k
R(u,v,0) = exp(0S) = Z%S"
k=1 .
ile gosterilebilinir. Simdi bu donme matrisini bulalim. S anti-simetrik matrisi

P+, =u®u+vQv 4.3)
esitligini saglar ve

S(S2 +I4)= S( uu” +va)
S +8=(Su)u” +(sv)v"

dir. Buradan S° =S elde edilir. Bdylece, 4 pozitif ortogonal matrisi

R(u,v,0) = exp(6S) = A= I +(sin 8)S + (1 - cos §)S* (4.4)
seklinde bulunur. Son denklem, ii¢ boyutlu Oklid uzaydaki dénme matrisi ile ayni formdadir.
4.2 R" de Donmeler

R" i¢indeki dénmeler bir (n-2) boyutlu alt uzay invaryant birakirlar. Bu alt uzay, u,,u,,...,u, , ortonormal

n

vektorleri tarafindan gerilmis olsun. Tensor notasyonu kullanarak anti-simetrik matris, S; = Z (ekl___ . ) Uy Uty
T ek, =1 )

ile tanimlanir. Burada e, , , (#...x,) gibi n elemanin tekrarli permiitasyon tensridiir. S matrisi,

n-2
S*+1= Zuk ®u, =u, Qu, +...4u, ,Ou, ,

k=1

esitligini saglar. Son esitlik § matrisiyle ¢arpilirsa, S° =—S elde edilir. Bdylece verilen sartlar altinda, R" deki
donme matrisi
R(uy,uy,...ou, ,),0)=exp(@ S)=1+ (sin H)S +(1-cos6)S”
dir. Bu son esitlik de yine, digerleri ile benzer formdadir. Diizlemde donme roliinii oynayan, u,_;, veu, vektorleri
hesaplanmak istenirse,
S Zuk = Au,
eigen (0z) sistemi ¢oziillir. 1<k <n-2 igin, 6z degerler 4, =0 ve 6z vektorler daha 6nceden belirlenmis (#-2)

vektordiir. k=n—-1ve k=n-2i¢in 6z degerler “-1”dir ve bu iki 6z degere karsilik gelen 6z vektdrler donmenin
yapildig: diizlemi gererler.

5. DONMELERIN BiLESKESI

A ve B, 3x3 tipinde pozitif ortogonal reel iki matrisin belirledigi iki donme verilsin. Bu durumda B4 veya 4B
matris ¢arpimlart da pozitif ortogonal olduklarindan, bir donme temsil ederler. Simdi, B4 matrisine karsilik gelen
eksen nasil bulunur? sorusuna cevap aranirsa, eksen W =1 —2(/ — AB)" formiiliinden kolaylikla bulunur. Cevabi S

ve T matrisleri cinsinden bulalim. Bu durumu 6nce bir ka¢ 6rnekle agiklayalim.
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29 -20 28
Ornek 5.1 Az% 28 35 —4| olsun. detA=1ve det(A+7)#0 dir. Bu durumda 4 Cayley matrisine
-20 20 35

karsilik gelen anti-simetrik matris (s ekseni), S=7-2(/- A)~" formiiliinden s = %(1,2,2) olarak bulunur.
. 1 .
Ornek 5.2 ¢, = E(l + j) kuaterniyonunu g6z 6niine alalim. Tanim 2.3 den dolay1
1 1 11
=—+—j=|=,—|=cos(x/3)+ jsin(x/3
qozz’(zz] (7 /3)+ jsin(z/3)
seklinde yazilabilir. O zaman ¢, kuaterniyonu, ddnme agis1 ve donme ekseninin bulunmasinda daha da pratik bir rol

oynar. Burada donme agis1 7/3 ve déonme ekseni j = (0,1,0) vektoriidiir.
1
V2

70 ®q) =%(1+i+j—k)=cos(;z/3)+L(i+j—k)(cosn/3)
3

5

olur. O zaman, donme agis1 7 /3 ve donme ekseni, (\/5 ) 11,1, 1) vektoriidiir

Ornek 5.3 ¢, =—(1+j) veq, :%(lﬂ') olsun. Bu durumda,
2

Simdi ¢arpim matrisine karsilik gelen ekseni, verilen iki eksen cinsinden ifade edelim.

Teorem 5.1 S ve T (3x3), antisimetrik matrislerinin Cayley doniisiimii vasitasiyla belirledigi iki Cayley matrisi
sirastyla, 4 ve B olsun. Bu durumda BA=C, Cayley matrisine karsilik gelen antisimetrik matris

_S+T-ST+TS

Jdet(7 +57)

w 5.1)

dir.

Ispat. S ve T (3x3), antisimetrik matrislerine karsilik tutulan eksenler sirastyla s ve ¢ vektérleri olsunlar. Lemma 2.6
nin ( ) sikkindan dolayr +/det(/ +ST)=1-<s,¢ > bulunur. Ug boyutlu Oklid uzayindaki s ve ¢ vektdrlerini, 4

boyutlu bir uzayin igine, birinci bileseni “1” olacak sekilde gomerek, vektoriin projektif gosterimine (homogen
koordinatlara) gegelim ve bu durumu, sirasiyla, ¢ =(1,s) ve ¢’ =(1,¢) ile gosterelim. Bu durumda,

g®q' =(-<s,t>, s+t—sxt) (5.2)

olur. Projektif koordinatlarda bir noktanin (vektoriin) sifirdan farkli reel katlari, aymi noktayr (vektorii)
gosterdiginden (5.2) esitligi

g®q' =1-<s,t>|1, SHt=sxt) 1, str=sxt (5.3)
I-<s,t> I-<s,t>

bi¢iminde yazilabilir. (5.3) denklemi, kuaterniyon garpiminin homogen koordinatlarda ifadesidir. O halde normal
koordinatlara gegersek,

q@q,:( s+t—s><t]_w
I-<s,t>
olur. Boylece BA=C, Cayley matrisine karsilik gelen vektor,
w—( S+t—s><tJ (5.4)
l-<s,t>
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dir. E° deki her vektor, bir antisimetrik matris ile eslenebileceginden dolayi, (5.4) denklemi matris notasyonu
kullanilarak

W:[ MJ 55)

\Jdet(Z + ST)

seklinde yazilabilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
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