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OZET
Bu ¢aligmada simplisil profinite gruplarin alt merkezi serileri ve simplisil gruplarin p -alt merkezi serilerin spektral
dizilerinin yakinsaklik teoremlerinin oldukga farkli ispatlarini veriyoruz. Serre spektral dizileri ve Whitehead
teoremlerinde oldugu gibi simplisil gruplarin eshomolojisinin simplisil profinite gruplarinin standart 6zelliklerine

genisletmesi verilir.
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ABSTRACT

In this study, we present simplicial pro p-groups to give quite different proofs of the convergence theorems for the
lower central series and p-lower central series spectral sequence of simplicial group. Simplicial profinite groups are
given to generalise standard properties of the cohomology of simplicial groups such as the Serre spectral and
Whitehead theorems.
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GIRiS
Simplisil profinite gruplarin alt merkezi serileri ve simplisil gruplarin p -alt merkezi serilerinin spektral dizilerinin

yakmsaklik teoremlerinin daha farkli ispatlarii vermek icin simplisil pro- p gruplarini kullanacagiz [1-2].

Teoremlerin ispatlar1 i¢in kaynak [1] de kullanilan serbest gruplarda iireteglerle ilgili yapilan ince hesaplamalardan
daha c¢ok soyut kavram igerir. p-alt merkezi serilerinin spektral dizisinde, 6zellikle her bir boyutta sonlu olarak

iiretilmis homoloji ile birlikte baglantili H -uzaylarmma eslenen, baglantili olmayan simplisil gruplar igin
yakinsaklig1 elde ederiz.

Asagida ifade edilen ispatin temel diisiincesi igin eger G, her boyuttaki sonlu ¢okluktaki iireteg ile birlikte serbest

simpligil grupsa, "A" p-tamamlayicisint gostermek iizere, ters limitler 7(G) ’ye kuvvetli yakinsayan G ’nin

profinite gruplarinin p -alt merkezi serilerinin spektral dizisi igin tamdir. Boylece spektral dizilerin ﬁ(G) ’ye olan

zay1lf yakinsaklig (7ZG)A gﬂ(é) formiili ile ifade edilir ve ana teoremimiz bize bu elde edilenlerin 15181nda
birtakim sartlar verir. Homotopi teorisi tizerine olan ¢aligmalarinda, pro- p homotopi nesneleri ile ilgili olan 6rnek
teoremi ispatlayan Artin-Mazur’un metodlarinda birtakim degisikler yapilarak ana teorem ifade edilir.

Bu makalede oncelikle ana teoremi ifade edilerek daha sonra yakisaklik teoremlerinin uygulamalar: verilir. Son
boliimde ise Serre spectral dizileri ve Whitehead teoremlerinde oldugu gibi simplisil gruplarin eshomolojisinin
simplisil profinite gruplarmin standart 6zelliklerine genellestirilmesi ifade edilir.

1. IMPLIiSIL PROFINITE GRUPLAR, ANA TEOREMIN iFADESi VE UYGULAMALARI
Giris

Bu boliimde oncelikle ana teoremin ifadesi igin gerekli olan kavramlar agiklanacaktir ve ardindan da ana teorem
verilecektir. Bu teoremin uygulamasi olarak da Curtis baglantililik teoremi ve simplisil profinite grup yakinsaklik
teoremleri ifade edilecek ve ispatlart yapilacaktir.

Biz profinite gruplarla [3] ) ve (yar1) simplisil gruplarla [4] ilgili olan birtakim kavramlarin bilindigini kabul
ediyoruz. Profinite gruplarin temel 6zelligi; ters limit fanktoriiniin filtre edilmis ters limitler i¢in tam olmasidir.
iel; I yonlendirilmis climlesi ile birlikte eger G, simplisil profinite gruplarin ters sistemi ise

z, (131 Gl.)D lim,G; . (1.1)

G Dbir simplisil grup ve M, 7Z'0G -modiilii ise bu taktirde simpligil ciimlesi WG "siniflandirilmig uzay" iizerindeki

yerel katsay1 sistemini tanimlar ve bu yerel katsay1 sisteminin eshomoloji ve homolojisi olan M ’deki degerlerle

birlikte G ’nin H q (G,M ) homolojisini ve HY (G,M ) eshomolojisini tanimlariz. Daha 6nce de tanimlanan

HY (G,M ) ve H, (G,M ) "nin alisilmig Eilenberg-Maclane homolojisi ve eshomolojisi olmast durumunda ve her

bir boyutta 7 olan, her yiiz ve bozulmus operatorlere sahip olan sabit simplisil grupla, 7 grubunun 6zdesligini
verecegiz.

7 profinite grubu iizerindeki M modiilii ile ayrik topolojili topolojik 7 modiilii kastedilmektedir. U; G ’nin agik
normal simplisil altgrubunun yonlendirilmis ciimlesi iizerinde iken G, simplisil profinite grup ve M ’de z,G

modiilii ise M ’deki degerlerle birlikte G ’nin eshomolojisini

1 (G.m) =timH (G/U,M™" ) (12)
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seklinde tanimlariz. G ; sabit oldugu zaman [5]” deki eshomoloji tanimini elde ederiz.
p; asal bir say1 olsun. 7'; p ’nin indeks kuvvetinin normal altgrubunun ciimlesi iizerinde olmak {izere eger 7 bir

grupsa, 7'; p-tamamlayicisidir. Ornegin; lim 7z /7' . Eger M ; ayn1 zamanda abelyen p -grubu olan 7 modiilii ise
«

asagidaki sartlar denktir:

(@) M ;7 — 7 donigimi altindaki 7 modiiliinden elde edilir.
(ii) M ; asikar 7 etkisi ve Z/p formunun boliinisii ile birlikte bileske seriye sahiptir.
(iii) M iizerinde asikar olarak bulunan elemanlari igeren 7 ’nin bir alt grubu p "nin kuvvet indeksidir.

Eger bu sartlar saglanirsa 7 ’nin; M {izerinde unipontently oldugu séylenebilir.

A; boyutsal genislemesi olmak iizere GG simplisil gruplarin kategorisinden simplisil pro- p gruplarin

kategorisine giden bir fanktoriidiir. Normalize edilmis N .G altgruplar1 ve G simplisil pro- p grubunun 7,G

Moore homotopi gruplari; pro- p gruplaridir. Boylece 7,G > 7 qé doniistimii tek olarak

(;;qG)A - 1,6 (1.3)

kanonik doniisiimiine genisletilebilir.
Eger M ; ﬂoé modiilii ise

H(G,M)—> H(G.M) (14)

kanonik doniisimii mevcuttur. Eger bu doniisiim abel p-grubu olan tim M ’ler i¢in ve g i¢in izomorfizim ise
G’nin p-good oldugu soylenebilir. ( Yukaridaki (ii) yeterdir ki (1.4) M =Z/p ve tim g¢’lar igin
izomorfizimdir.) G ’nin sabit olmasi durumunda bu tanim ; p. 1-16 [3]’de verilenlerden birinin acik bir
geniglemesidir.

G=G— ,G genislemesinin gekirdegi; G 'nin evrensel kapsamasi olsun. Eger M , 7,G modiilii ise, bu taktirde
G

M
H, (G,M) de 7,G ’'nin bir etkisini dogurur.
Simdi temel teoremimizi ifade edebiliriz.
TEOREM 1.1 (ANA TEOREM) : G ; asagidaki sartlar1 saglayan bir simpligil grup olsun.
(@) G; p—good’dur.
(i) 7,G; p—good’dur.
(iii) H, (G, Z) ; tim ¢ ’lar i¢in sonlu olarak iiretilmistir.
(iv) 7,G ; tim ¢ ’lar i¢in H g (G, Z/ p) iizerinde unipotently olarak etki eder.
Bu durumda (1.3) kanonik doniisiimii; tim ¢ ’lar i¢in izomorfizimdir.

Bu teoremin birinci uygulamasi, [6] simplisil Lie cebirinden daha basit olan simplisil [1] gruplar icin olan Curtis’in
baglantililik teoremini belirtir. » > f (q) ve X de herhangi bir baglantili serbest simplisil abelyen grup ise f (q) ;
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z, (L,X ) =0 olacak sekilde ¢ (6rnegin,2?) nun herhangi bir fonksiyonu olsun. I', 7 ;7 grubunun alt merkezi

serileri ve grm =@®I', z/I", |  birlestirilmis Lie cebiri olsun.

SONUC 1. 2: 7,G =0 olacak sekilde G serbest simplisil grup ise bu taktirde » > f (q) icin 7', =0 olur.

ISPAT: Oncelikle G ’nin her boyutta sonlu iiretilmis olmas1 durumuna simirlandirdigimizi kabul edelim. G *nin
baglantili olmasindaki gibi; F, 0 dan biiyiik boyutlu tiim iireteclerle birlikte serbest olmak iizere F — G zayif
denkligini olusturmak i¢in simplisil metoduyla birlestirilmis hiicreleri elde edebiliriz. G ’nin serbest olmasinda

oldugu gibi onun homotopisi F ’ye denktir. Boylece biz G, =1 oldugunu kabul edebiliriz. Fakat bu durumda G,
bozulmus olmayan iireteglerin ciimlesinin simplisil alt gruplarin tiimevarimsal ag limiti G ’nin bozulmus olmayan
tireteclerinin ciimlesinin sonlu bir alt climlesidir. G, =1, 7. ve ', , timevarimsal ag limitleri ile yer degistirdikleri
zaman bu alt gruplarin her biri baglantilidir ve biz G ’nin; bir¢ok sonlu bozulmus olmayan hiicrelere sahip oldugunu
kabul edebiliriz Bdylece G, =1 olur.

(7,6) —timz, (c/r,6)

(1.7)

7,G —>limz, ((G/FrG)A)

r

diyagramini gz oniine alalim.

Diisey oklar, ana teoremden elde edilen izomorfizimlerdir. H g (G, Z) =7, ( grlG) ; sonlu diretilmistir, 7,G =0 ,
serbest simplisil gruplart good’dur. Béylece ana teorem G ’ye uygulanir. r {izerinden tiimevarim yoluyla

gnG=1L r( g4 G) , her  bir boyutta  sonlu  iretilmisti. = Tam  uzun  homotopi  dizisi

1->grG—>G/I', ,G—>G/T,G—>1 ile birlestirilmistir. ., (G/FrG) sonlu {iretilmis oldugu goriiliir. Fakat

r+l
G/T,G nin O-boyutta oldugu acgiktir ve bdylece baglantihidir. Boylece Serre ile H g (G/ F,,GOZ) sonlu
iiretilmistir. Ustelik G /T ,G; good’dur. Ciinkii o; her bir boyutta sonlu liretilmig nilpotent grubudur. Su halde ana

teorem; G/I',G’ ye uygulanr.

Simdi eger U ; herhangi bir G grubunda p ’nin indeks kuvvetinin normal alt grubu iizerinde etki ediyorsa, bu
taktirde p -grubunun nilpotent olmasi durumunda

lim(G/T,G)" =limlim(G/U)/T,.(G/U)

<— — —
r r U (18)
=limlim(G/U)/T, (G/U)=lmG/U =G
— < <
U r U

esitlikleri elde edilir. Sonu¢ olarak (1.1)’ den, (1.7)’nin st satir1 izomorfizimdir. Boylece (1.7)’deki tiim
doniisiimler izomorfizimdir.
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Simplisil Lie cebirleri i¢in Curtis’in baglantililik teoreminden r > f (q) icin ., ( grrG) =7z, (Lr (grlG)) =0
oldugu  goriilir. Bdylece 7« p ( G/T ,G) ters  sistemi; 7> f (q) icin  sabitlestirilir ve  biz
7, (G)A —> 7, ( G/ l"rG)A nin 7 > f (q) icin bir izomorfizim oldugunu goriiriiz. Fakat herhangi bir asal p sayisi
icin A; p-tamamlayicist oldugu zaman dogrudur. Bdylece her iki grup da r > f (q) icin 7Z'qG —~>7rq (G/ FrG)

sonlu iiretilmis abelyen gruplaridir. Bu ise ispati tamamlar. +

Ana teoremin ikinci bir uygulamasi; [2]’de Rector’un baglantili olmayan simplisil gruplariin siniflar ile ilgili olan

sonucunda genellestirilmistir. Eger 7 bir grupsa r2>1 igin I f 7 onun p-alt merkez serisi  ve

grpzt:(-DFfit/Fp

r+l

m; Z/p  lzerindeki birlestirilmis p-Lie cebiridir. Eger LV =®L'V ; Z/p modiil V ile

iiretilmis serbest p -Lie cebiri ise 1. derecede 6zdes olan p -Lie cebirinin

rr (grlpﬂ) —>g'ln 1.9

kanonik doniisiimii her zaman ortendir ve 7z serbest oldugu zaman izomorfizimdir. G ; serbest simplisil grupsa
I'’G artan agy;

E, =rl’g’G d :E, —E

r " nm n—l,m+r

(1.10)

ONERME 1.3: Biitiin ¢ ’lar i¢in H p (G/ Z) =T, ( an’ G) sonlu olacak sekilde eger G bir serbest simplisil

grupsa (1.10) spektral dizisi ﬂné > ye kuvvetli yakinsar.

ISPAT: 7'; 7’ nin agik normal alt grubu iizerinde etki etmek iizere '’z = 1<i21 r’ (7Z'/ 7[') ile birlikte pro—p

grubu igin p -alt merkezi serisini tanimlayalim. Ters limitler gr’z = 1(i£1 ar’ (ﬂ'/ 7[') profinite gruplari i¢in tamdir

z=limz/z'=limlim(7/z")/T? (z/7")
« < <

g 4 111
=limlim(z/7")/T? (/') =limz /T’x (10
$ 5 s

T

V bir profinite Z/p modiili L'v = l(iin r (V / V') ile iiretilen p -Lie cebiri tanimlarsa bu taktirde (1.9) daki

ters limitle ilgili olan agiklamalardan
rr (gl’ipﬂ') —>g'ln (1.12)
bir kanonik doniisiimii elde edilir.

LEMMA 1. 4: (1.12) déniisiimiiniin bir izomorfizim olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 *nin bir serbest pro— p grup
olmasidir.

ISPAT: S’ nin hemen hemen biitiin elemanlarini ihtiva eden p *nin kuvvet indeksli normal altgruplarinin ailesine
gore bir S climlesi tarafindan tretilen FS serbest grubunun tamamlayicisinin tanimiyla F bir serbest pro— p
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gruptur [3].  Diger bir deyisle S 'nin sonlu alt ciimleleri S’ olmak iizere F =limlimFS'/T?FS" ve S, de
§
S < S| 6zdeslik oldugunda FS] —> FS’ doniisiimii ile birlikte S| -5, de sifira gider.

(1.12)’nin tanimindan; (1.9), FS’ i¢in izomorfizim iken, F i¢in de izomorf oldugu goriiliir. Boylece derecesi < r
de 7= FS’/Ff FS"  bir izomorfizimdir. Tersine olarak eger (1.12) bir izomorfizim ise, bu taktirde grlp u;
izomorfizim olacak sekilde F serbest olmak iizere u : F — 7 bir doniisiim secilsin. [3] gr”u grubu mevcut olup
bundan dolay1 u bir izomorfizimdir. Bu da lemmay ispatlar.

G — G doniisiimii TG *yi T?G "’ ye gétiiriir. Boylece

T (grpG)—Hz* (grpG) (1.13)

spektral dizilerinin doniisiimiini dogurur. grlp G simplisil Z/ p modilliidir. Bundan dolayr hipotezden her bir

sonlu boyutta olan N =@K (ﬂqgrlp G, p) simplisil Z/ p modiiliine denk olan homotopidir. Bdylece
q

a’G = ( an’ G) ; N’ ne denk bir homotopidir ve bundan dolay1 gr”G , Lemma 1.4’den L” ( gr’ G) ’ye esittir,

[3] gercekten bir serbest grubun tamamlanisi serbesttir ve L” N homotopik olarak denktir. Fakat N = N olup
I’N=I"N olan gr’ G homotopik olarak denktir. Su halde (1.13) spektral dizilerin izomorfizmidir. Ama ikinci

spektral diziler (1.1) ve (1.2) ile ﬁné > ne kuvvetle yakinsarlar. Bdylece Onerme 1.3’{in ispat: tamamlanur.

Ana teoremi ve Onerme 1.3’ii birlestirerek asagidaki teoremi elde ederiz.
TEOREM 1.5: G asagidaki sartlari saglayan serbest simplisil grup olsun.
@) H g (G, Z) ; tim ¢ ’lar icin sonlu olarak tiretilmistir.
(ii) H p (G, Z/ p) ; tim ¢ ’lar i¢in sonludur.
(iii) 7,G; p -good’dur.
(iv) 7,G ; tim ¢q ’lar i¢in H p (G, Z/ p) iizerinde unipotently olarak etki eder.

Bu taktirde (1.10) p-alt merkezi serilerinin spektral dizileri asagidaki sartlar altinda 7z,G ’ye zayif bir sekilde

yakinsar.
(a) E:lom = lim E;m r>m
e
(b) Cek {ﬂ'nG -7, (G / FiG)} ag1 ile verilen 7,G izerindeki topoloji p -topolojisidir.

SONUC 1.6: G simplisil gruplarin homotopi kategorisinin " H -uzay1" nesnesi olan serbest simplisil grup olsun.
Eger H p (G, Z) ; tim ¢ ’lar igin sonlu iiretilmis ise, bu taktirde G ’nin p-alt merkez serilerinin spektral dizisi

zayif bir sekilde z,G’ ye yakinsar.

ISPAT: Bu durumda 7,G abeldir ve H, (G, Z) lizerinde asikar olarak etki eder. Boylece 7,G = H, (G, Z) sonlu

iiretilmistir ve p-good’dur. Ustelik G — G — 7,G fibrasyonunun spektral dizi homolojisine uygulanan Serre
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[18]’nin iyi bilinen tartigmasi ile H g (é, Z / p) ’nin tiim ¢ ’lar i¢in sonlu iiretilmis oldugu goriiliir. Boylece sonug,

Teorem 1.5 den elde edilir.

Ornek: G, Kan’in [4] teorisi altinda RP" reel izdiisim uzayina eslenen simplisil grup olsun. Eger p =2 ise

Teorem 1.5 hipotezi saglanir, fakat eger p tek iken £ da tek ise 7z'1RPk = Z/ 2 tamamen H, (S k, Z/ p) iizerinde
unipotently olarak etki eder. Eger & ¢ift ise .— RP* donisiimii homoloji izomorfizmidir. Bdylece dizi ya

yakinsayamaz yada 0 =7, (RPk )A =7, (S £ )A , (n > 1) etkili degildir.

2. SIMPLISIL PROFINIiTE GRUPLARIN ESHOMOLOJiSi

Giris

Bu bolimde, simplisil gruplarin  eshomolojisinin  simplisil profinite gruplarinin = standart &zelliklerinin
genellestirilmesi islemi i¢in gerekli olan bilgileri igeren Serre spektral dizileri ile ilgili dnermeler, lemmalar ve

onlarin ispatlar1 ile Whitehead teoremi ifade edilir. Ayrica Whitehead teoreminin ispatindan elde edilen sonuglar da

ayrintili olarak aciklanarak ispatlanir.

Simplisil gruplarin eshomolojisinin asagidaki 6zelliklerine ihtiyag duyacagiz. Simplisil ciimlelerin ya da gruplarin

doniisiimii eger homotopi gruplari lizerindeki izomorfizimleri belirtiyorsa zayif denklik olarak adlandirilir.
ONERME 2.1: G, H simplisil gruplar ve M de 7,G modiilii olsun.

(a) Eger f:H — G zayif homotopik denkse, bu taktirde H (f,M):H* (G,M)—)H* (H,M)
izomorfizimdir.

(b) Eger f ve g simplisil gruplarin H ’dan G’ye giden homotopik doniigiimleri ise, bu taktirde
H (f.M)=H (g.M).

(c) H"(G,M);n—)Hq (G M) essimpligil abelyen grup ve 522(—1)i5i x”  diferansiyeline gore

homoloji olan z” onun eshomotopisi olmak {izere drnegin; E;q =z"H? (G,M) = H (G,M) bir
kanonik spektral dizisi vardir.
(d) Eger 7Z'0G; M Tizerinde asikar etki ise

H(G,M)=M"™°

#'(G, M) = tom, (7,G. M)

bir kanonik izomorfizmi vardir.
(e) Eger 1 >R—>G—>H—>1; simplisgl gruplarm tam  dizisi ise, bu taktirde

EP?=H? (H,Hq (R,M)) = H""™(G,M) bir Serre spektral dizisi vardir.

® H (G, M ) ; M’ nin escohomolojikil fanktoriidiir.
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ISPAT: (c)’ nin disindaki durumlar w smiflandirilmis uzay fanktoriiniin 6zelliklerinden elde edilir. Su halde (e)
WR>WG—>WH fibrasyonu i¢in Serre spektral dizisidir. (bakimiz [7], Appendix II ) (d)’ nin ikinci kism;

Poincare ve universal katsay1 teoreminden elde edilir. (b) aciktir ¢iinkii Wf ve Wg, homotopiktirler. WG ve

WH genisletilmis sartlar saglanmak iizere Wf > nin zayif denklik ve homotopi denkligi olmasi da (a)’dan elde
edilir.
(c)’nin ispat1 igin W(G) , 7 grubunun smiflandirilmis simplisil ciimlesi olmak tizere a)(G); a)(G) = W(G )
rq Plq
ile verilen bisimplisil grup olsun. W(ﬂ') ‘nin agikar homotopiye sahip olmasi gibi a)(G) ’de asikar dikey
homotopiye sahiptir ve bdylece [Aa)(G)J =w(G), =~ olmak iizere [8] bisimplisil grubunun spektral dizisinden
dolay1 Aa)(G) agikar homotopisine sahiptir. Simdi simplisil altgrubunda oldugu gibi 7, W(;r) tarafindan icerilir.
Boylece yine simlisil altgruplarda oldugu gibi G de Aa)(G) tarafindan igerilir. Boylece Aa)(G) temel biiziilebilir
simplisil G ciimlesi ve boylece G simplisil climlesinde oldugu gibi W (G) ’ye giden bir homotopi denkligidir. Su
halde Mapg; G climlelerinin kategorisindeki morfizimlerin climlesini gostermek lizere
7 Mapg (Aw(G),M ) = 7" Map (W (G),M ) = H" (G,M). Map ;, (0(G),M )P4 = Map (W(Gp) ,MJ bi-
p q
essimplisil abelyen gruplarin spektral dizilerinden bir tanesi;

B} = 2! Map, (@(G), M) = 27" (A Map, ((G), M)

olur. Ayn1 zamanda bunun (c¢)’ de istenen spektral dizi oldugu agiktir. Bu da 6nermenin ispatini tamamlar.

HATIRLATMA: R simplisil halkasi iizerindeki sag simplisil ¥ modiilii ve sol simplisil X modiiliinden elde

L
edilmis X @r Y tensor ¢arpimina ait olan Kunneth spektral dizilerinin sonucunda oldugunda gibi [9]’de tiiretilen
homoloji i¢in 6zellikler eslenir. X sol simplisil modiil ve ¥ de R simplisil halkasi iizerindeki sol essimplisil
modiilii olmak iizere tiiretilen RHomy (X,Y ) Hom fanktdriine ait olan genel spektral dizilerinden eshomolojinin

asagidaki ozellikleri olusturulmustur.

ONERME 2.2 : G,H simplisil profinite gruplar ve M de 7,G modiilii olsun.

(a) Eger f ve g simplisil profinite gruplarin H ’dan G ’ye giden homotopik doniigiimleri ise, bu
taktirde H (f,M)=H"(g,M).

(b) EYY =z"HY(G,M)= H"™ (G, M) seklinde ifade edilen bir kanonik spektral dizisi mevcuttur.
(©) Homcont ; M tzerindeki ayrik topoloji ve 7,G Tlzerindeki topoloji igin siirekli olan
homomorfizimlerin ciimlesi iken eger 7,G ; M lizerinde asikar olarak etki ediyorsa

H° (G,M ) =M"¢ H! (G,M ) = Homcont (ﬂOG,M ) kanonik izomorfizimleri vardir.

(d) Eger 1> R—>G —>H—>1; simplisil profinite gruplarin tam dizisi ise, bu taktirde
EF?=H? (H,Hq (R,M)) = H"" (G, M) spektral dizisi vardir.

(e) H?(G,M )’ nin eshomolojikil fanktoriidiir.

ISPAT: (a) G > GA(l); simplisil profinite gruplarin kategorisi iizerindeki yol fanktorii olsun. Hom ; simplisil
profinite gruplarin kategorisi icin doniistimlerin kompleks fonksiyonu olacak sekilde
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Hom(H,GA(l)):Hom(H,G)A(l) ( [9], Boliim 11, 1.3) .Su halde /" den g’ ye olan homotopi /:H — G*()
doniisiimtil ile temsil edilir. GA(l) nesnesi vardir ve G ’den elde edilen profinite simplisil grubun yapisi ile birlikte
verilen simpligil ciimlelerin kategorisindeki A(l)’ den G ’ye olan kompleks doniisiimlerin alisilmis kompleks
fonksiyonudur. (Bakiniz [9], Onerme 3.1) Sonug olarak G simplisil sonlu grubu GA(I). Eger V, G’ nin agik
normal simpligil altgrubu ise h! (CekGA(l) —>(G/ V)A(l))anlammda olan H’in agik normal simplisil alt
grubudur. Boylece eger U, H’in daha kiiciik acik normal alt grubu ise f ve g ’den elde edilen H/ U’ dan
G /V’yeolan f ve gy, donisiimleri homotopiktir. Boylece H *( fuv-M ”OV):H *(gU’V,M ”OV). U ve

V ’nin tiim agik normal simplisil alt gruplar iizerindeki gibi alinirsa direkt limiti bizi (a)’ nin ispati olan
H( f,M)=H “( g, M) esitliginin varligina gotiiriir.

LEMMA 2.3: U, G ’nin ac¢ik normal alt gruplarinin yonlendirilmis climlesi iizerinde bulunmak iizere eger G

simpligil profinite grupsa bu taktirde her bir 7 i¢in G, = 1im(G / U)n olur.
“—

@,[n]’ den [k]’ ya giden monoton doniisiimlerin sonlu ciimlesi {izerinde bulunmak iizere V, G, ’deki acik ve

w1
normal iken U, =m(¢ ) V  cilimlesi verilmis olsun. U’nun U, <V sart1 ile birlikte G ’nin agik normal

simplisil alt grubu oldugu agiktir. Béylece lemma elde edilir.

(b) Lemma 2.3 kullamlarak G /U simpligil alt gruplar1 icin Onerme 2.1 (b) deki spektral dizilerdeki tiimevarim
limitinden ilgili kisim elde edilir.

(¢) Onerme 2.1 (d)’ nin limit ile ilgili kismindan elde edilir.

LEMMA 2.4: iel iken G, simplisil gruplarin ters sistemi olsun ve i e/ iken M, > de ayni yonlendirilmis /
ciimlesi tarafindan indekslenmis abelyen gruplarn y6nlendirilmis sistemi olsun. /< j i¢in M, - M ; donisimii

7yG; modili bir homomorfizim olacak sekilde her bir M;’ nin 7,G; modiil yapisina sahip oldugunu kabul

edelim. Bu taktirde lim H? (Gl.,Ml.) S HY (lim Gi,limMi) )
- « -

Bu durum oldukga kolay olan Onerme 2.2 (b) ile sabit simplisil gruplarin durumuna indirgenebilir.

(d) U;G’ nin acik normal simplisil altgruplarinin yonlendirilmis climlesi {izerinde bulunmasinda oldugu gibi

lemmadan U,’ de G,’ deki (d)’nin baz komsulugu iizerinde bulunur. Bundan dolay1 i ve f, R—>G ve
G > H donigiimleri ise i_lUn ve fU,; sirastyla R, ve H, ’deki (d) igin baz formundadirlar. Su halde

ne

R = 1<ir_nR/ iU ve H= 1<iE1H/ fUolur. U;G’ nin agik normal simplisil alt gruplar tizerinde bulunmak tizere

M™ modiili ve ] >R/i"U—>G/U—H/ /U —1 tam dizileri ile birlestirilen Onerme 2.1 (d)’ deki spektral
dizilerdeki limiti kullanarak (d)’ yi elde ederiz. Bu da Onerme 2.2’ nin ispatin1 sonuglandirir. +

Serre [10] metodundan ispat i¢in Serre spektral dizisini kullanabiliriz.

WHITEHEAD TEOREMI 2.5: f:G — H’m simplisil profinite gruplarmn déniisiimii ve 7 >1 olsun. Ayrica
7, ( f ) ‘7, (G) -7, (H ) doniistimii mevcut ise bu taktirde asagidaki sartlar birbirine denktir.



44 Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 21 (1-2), 35-46, 2005

(i) g =n igin , f orten ve ¢ <n igin , f izomorfizimdir.

(ii) 7y f ; izomorfizim ve her 7,H modill M, g <n i¢cin H 1 ( f M ) bir izomorfizim ve g =n+1
igin H7(f,M) birebirdir.

(iii) (ii) ile aymdir fakat A herhangi bir indirgenemez 7, H modiiliidiir (M asal bir p sayis1 i¢in

Y4 / p lizerinde yeter derecede sonlu boyutludur. ).

SONUC 2.6: R ; simplisil profinite grup ve n > 1 olsun bu taktirde ¢ <n i¢in x ,R =0 omasi icin gerek ve yeter
sart 0 < g <n vetim p asallar i¢cin 7,R =0 ve HY (R, Z/p) =0 olmasidir.

TEOREM 2.5°IN ISPATI: (ii) ve (iii)’ {in denkligi : (ii) = (iii) agiktir.

(iii) = (ii) : Simdi de (iii) nin dogrulugunu kabul edelim. Bes lemmasindan H* (f M ) i¢in 7,H modiil M nin A

ailesi ¢ < n ig¢in izomorfizimdir ve ¢ = n+1 i¢in ortenlik saglanir. 1 > M' —> M — M" — 0 bir tam dizi ise, bu
taktirde M',M"ep=>Mecgp ve M,M"cp=M'cgp olmast Ozelligine sahiptir. A’ de filtre edilmis

tiimevarmm limiti altinda kapalidir. Herhangi bir sonlu 7z H modiilii bileske seriye sahiptir bdylece bu modiil

A *dedir ve ayrica herhangi bir 7 H burulma modiilii de A’ dedir. Eger M, Q iizerindeki vektor uzayi ise, bu

taktirde M e C, ¢iinkii ¢ <0 igin HY (G,M ) =0. Spektral dizinin Onerme 2.2 (c) profinite grubu durumuna

indirgenmesini kullanarak ayni durum elde edilebilir. Eger M ; serbest burulma ise ikinci ikilisi A’ ye ait olmak
lizere 0 > M > M®Q > M ®(Q/Z) — 0 tam dizisi vardir. Boylece M € g . Sonug olarak eger M ,; M * nin

burulma alt grubu ise ispata sahip olmakla birlikte 0 - M, > M — M /M, — 0 tam dizisi M € ¢ oldugunu

gosterir. Boylece (ii) ispatlanmistir. Sonu¢ igin teoremi kisaltinz: G NG Xu HA(I) —L 5 H duali standart
yolundaki f doniisiim fanktorii devirli doniisiim yapisina eslenir. i ; homotopi denkligidir boylece 7, f ; drten ve

onun fibrasyonu ve p’ de orten iken H " (Onerme 2.2 (b)) ve 7, iizerindeki izomorfizimleri iiretir. Bdylece f ’nin

orten oldugunu kabul edebiliriz.
R = Cek f olsun ve

E}'=H" (H,H ! (R,M)) = H"(G,M) 2.7)

Serre spektral dizisini géz 6niine alalim.

Eger (i) saglanirsa, bu taktirde ¢ <n igin 7,R=0 olur. Eger biz M ’yi indirgenemez 7,H modiilii olarak alirsak

k
bu durumda bir & i¢in 7yR modiiliinde oldugu gibi M [ (Z/ p) olur. Sonug olarak; g =0 ve 0< g <n igin
HY (R,M ) =M elde edilir. Boylece (2.7) spektral dizisi (iii)’ i verir.

Simdi (ii)’nin saglandigim kabul edelim ve tiim abelyen gruplari ve 0 < ¢ <s icin H? (R, A) =0 olacak sekilde

0 < s <n sartim saglayan en biiyiik tamsay1 olsun. Bu taktirde (2.7)’ den tiim 7z,H modiil M igin

H° (H,Hs (R,M)) =0 oldugunu gosteren
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H (M)~ 1 (G.M) > 1 (5 (R.M)) - 57 (HM)~=> 5" (G,M) tam dizisini elde ederiz.
A abelyen grubu verilmis olsun, M 06zdes alt grubu iizerindeki modiil gibi goriilen A4 ’dan elde edilen 7 H
modiilii olsun. Su halde sag doniisim yoluyla ~ H; 7 H/ u” iizerinde hareket etmek iizere

M = lim {dénﬁsﬁmcﬁmleleri i H/U — A} olur ve bdylece
—
U

H° (H,HS (R,M)) - 1%11 H° (H,{dénﬁsﬁm ciimleleri :m H /U — H* (R,A)})

= lim {f o H/U — o’ (R,A)/f; tim y € 7 H igin f(xy) = y_lf(x) olacak sekilde ciimle dénﬁsﬁmﬁdﬁr.}
[if

=H' (R, 4).

Boylece s=n oldugunu gosteren tiim abelyen A4 gruplart ve 0<g<s igin H’ (R,A)zO olur. Ozellikle
Onerme 2.2 (d)’ den

H' (R, 4) = Homcont (7,R,4) =0 2.8)

oldugu goriiliir. Béylece 7R =0 ¢iinkii 7, f izomorfizimdir ve boylece 7 R = Escekr, f abelyendir. Sonugtan

g <n igin 7,R = 0 olur ve (i)’ yi elde etmis oluruz.

SONUC 2.6’NIN ISPATI: 7R =0 durumundaki gibi ER terslenebilir olmak iizere 1 - QR — ER - R — 1
bir kanonik tam dizisi vardir (formiiller i¢in [3]’ye bakiniz). Bu Efq =H’ (R,H ! (QR,A)) = H" (1,A)

spektral dizisini lretir. +

Bunu kullanarak 7,QQR = 7;R’ nin abelyen olmasi durumunu elde ederiz ve (2.8) formiilii »’ deki tiimevarim

yoluyla sonucu elde ederiz. Simplisil pro — p gruplari icin Whitehead teoremi agagidaki sekilde gii¢lendirilebilir:

SONUC 2.9: f:G — H; simplisil pro— p gruplarin doniisiimii ve n >0 olsun. Asagidaki sartlar birbirine
denktir:
(i) g<nicin 7 y f bir izomorfizimdir ve ¢ = n igin 7 p f Oortendir.

(i) ¢ <n igin H?(f,Z/ p) bir izomorfizimdir ve ¢ =n+1 iginde H?(f,Z/ p) birebirdir.

iSPAT: H' (G, Z/p) = Homcont(ﬂOG, Z /p) =H' (ﬂ'OG, Z /p) oldugu zaman o' (f, z /p) nin birebirligi;
n =0 durumunun sonucun ispati oldugu 7, f nin 6rtenligini gosterir. (Serre [3], p.1-35, Onerme 2.3) Eger n > 1
ise, bu taktirde Whitehead teoremini uygulayabiliriz. Oncelikle biz biliyoruz ki (ii), 7,/ ’nin izomorfizim olmasmi

gerektirir. 7, f 'nin Orten oldugunu biliyoruz ve bdylece f ’yi teoremin ispatindaki gibi bir ortenlikle yer

degistirdigimiz zaman f ’nin 6rten oldugunu kabul edebiliriz. Eger R = Cek f ise, bu taktirde
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H'(H.2/p)——>H'(G.Z/p) > H° (H,Hl (H, Z/p)) - H*(H,2/p)——H*(G,Z/p)

bes terimli tam dizisi mevcuttur. Boylece H 0 (H, H' (R, z / p)) =0 olur. Fakat pro— p grubunun sifirdan farkl

p -asal modiilii iizerindeki etkisi sifirdan farkli degigsmezlere sahiptir. Boylece H ! (R, Z / p) =0 ve 7,R =0 olur.
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