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OZET

Bu ¢alismada, verilen herhangi bir ¢ topolojik kategorisi ve &€ nun herhangi bir X objesi igin, O -baglantililik
kavrami tanimlanarak bu kavram, Pretopolojik Uzaylar kategorisinde incelenmistir.
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ABSTRACT

In this study, the notion of O -connectedness is defined for any given X object of &, which is a topological category
over sets, and this notion is characterized in the category of pretopological spaces.
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1. GiRiS
(X, 7) herhangi bir topolojik uzay olsun. (X,7) ’nun baglantili olmasi igin gerek ve yeter sart X ’in bostan farkl
her 6z alt ciimlesinin simir1 bostan farklidir [1].

Baran [2] de kapalilik kavramini kapanis operatorlerini kullanmadan topolojik kategoriye genisletmistir. Burada ise,
[2] de ki kapalilik kavrami ve yukaridaki teorem kullanilarak, baglantililik kavrami topolojik kategoriye genisletildi.

2. 1. Temel Tanim ve Teoremler

SET, objeleri ciimleler ve doniisiimleri fonksiyonlar olan bir kategori olmak iizere;

Tamm 2.1.1. & ve SET Kkategorileri verilsin. Eger U : & — SET fanktoru asagidaki sartlar1 sagliyorsa U
ya topolojik fanktor yada & na SET Xkategorisi lizerinde topolojik kategori denir.
1. U belirli (concrete) olmalidir [1].

2. U kiigik demetlere sahiptir. Yani, her Be Oggr igin U™ (B) bir ciimledir. Burada
u-' (B) = { X €Og | U (X ) =B } seklinde tamimlanir ve B iizerindeki demet olarak adlandirilir [2].

3. Her U - kaynagi i¢in yani SET ‘de g,:B —>U(X;) ailesi i¢in & “da f,: X — X, ailesi vardir &yle ki

U(f)=g dir ve eger U(h:Y > X,)=g,0k:U(Y)—>B=
U(X)—>U(X,) ise bu taktirde K:UY ->UX =B nin en az bir k:Y > X kaldirmast vardr,

yani U(k)=k dir ve f.ok=h dir. Bunu diagramla gdsterelim.

& SET
fi g;
X —X B——U(X.)
A U
k| by k U(h,)
Y U(yY)

Bu son sartin anlami, her U - kaynag1 bir baslangic kaldirmaya (initial lift) sahiptir. Keyfi bir U - kaynaginin

baslangig kaldirmasinin varligi, keyfi U -kavsagi (U -sink) igin bitis kaldirmasina (final lift) denktir (Bitis
kaldirma, baslangi¢ kaldirmanin dualidir) [3-4].

A bir ciimle ve 0 C P(A) olsun. [G] ={BcA|enazbir Ceo vardirdyleki CcB } seklinde

tanimlansin [5].

Tanim 2.1.2. Eger [G]ZG ise GCP(A) ya A iistiinde bir yigin (stack) denir. Yani O siiper ciimle
altinda kapalidir [6].

@, A iizerinde bos olmayan bir y1gm olsun. Eger B,C € & iken BN C € & oluyorsa

a ya A lizerinde siizgeg (filter) denir.
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o yigmmin (siizgeg), 6z yigin (slizgeg) (proper) olmasi igin gerek ve yeter sart @ & & , yani @ # [P(A)]

olmasidir. Aksi durumda & ya 6z olmayan yi§m (siizge¢) (improper) denir. A iizerinde yigin ve siizgeglerin
ciimlesi sirasiyla S(A) ve F(A) ile gosterilir. Eger @ ve [ € F(A) ise bu taktirde M f ={ BcA

| Bea ve Bep } da bir siizgegtir. Yani [amﬂ] =anpf dr. anfc [a ﬂﬂ] siizgecin
tanimindan dolay1 agiktir [7].
Simdi [0{ Np ] canf oldugunu gosterelim. B € [0{ Np ] alalim. En az bir Gea N f  vardir dyle ki

GcBdirr Gean f oldugundan Gea ve Ge S dir. @ ve [ siizgeg oldugundan Bea ve Be
dir [6].

Tanim 2.1.3. A birciimleve L: A — PS(A) her bir a € A igin L(a) , A nm a noktasina ‘yakimsayan’

bos olmayan tiim yiginlarin climlesi olacak sekilde tanimlanan bir fonksiyon olsun [6].

Tamm 2.1.4. A bir ciimle ve L:A — PS(A) yukarida tanimlanan fonksiyon olsun. Eger L asagidaki
sartlart sagliyorsa (A,L) ciftine Pretopolojik uzay denir.

(1) Her a€ A igcin [a]eL(a), burada [a]:{ BcA | acB } dir.

2 a ve B, A istinde yiginlar ve @ < £ olsun. Eger & € L(a) ise e L(a) dir.

(3) L(a) daki biitiin siizgeglerin kesisimi N, olmak iizere N, € L(a) dir [6].

(A,K) dan (B,L) ye bir f doniisimi, f:A —>B fonksiyondur o6yle ki efer & € K(a) ise
f (a ) € L( f (a)) dir. Yani f siireklidir.

Burada [fa] ={ U | UcBveenazbir Cea igin U o f (C) } seklinde tanimlanir [6].

Tanim 2.1.5. Doniisiimleri Tanim 2.1.4 de ki gibi tanimlanan siirekli fonksiyonlardan olusan ve nesneleri yerine de
Pretopolojik uzaylar alinarak elde edilen sinifa Pretopolojik uzaylarin kategorisi denir ve PrT ile gosterilir. PrT bir
topolojik kategoridir [6, 8].

2.2. Kapah Alt Objeler

Tamm 2.2.1. X bir ciimle ve p€ X olsun. V;OX sonsuz wedge carpim, X in sayilabilir ayrik kopyalarmi

alarak ve bunlarin p noktasinda gakismasi ile elde edilir. X = XXxXxXx..., X in sayilabilir kartezyen
carpimi olsun. Ag): prX - X" i A:O (Xi)z (p,p,...,Xi,p,...) seklinde tanimlansin. Burada X; sonsuz

wedgenin | inci bilesenin elemanidir ve (p,p,...,Xi,p,...) de ki X; ise | inci yerdedir. V:: V;’X—)X

tim 1 ler i¢in Ve (Xi ) =X ile tammlansin [7-8].
U : & —> SET topolojik fanktor ve X de & nun bir nesnesi olsun.

p=Mc X ve X /M bélim uzayi ile q: U(X)=B—>B/M=(B\M)uU {* } U -kavsaginin son (final)

kaldirmasini gdsterecegiz. Burada q, B\M nin elemanlarini kendisine ve M yi de * gétiiren bir fonksiyondur
[7-8].
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p B nin bir elemani olsun. Simdi asagida ki tanim verebiliriz.

Tanim 2.2.2.
(1) p nin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart { A Vi B—>UX"=B"ve VI:V'B—>UDB=B }

U - kaynagmin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir [7-8].
(2) M c X in kapali olmast igin gerek ve yeter sart * m X /M de kapali veya M = ¢ olmasudir [7-8].

(3) M < X in agik olmasi igin gerek ve yeter sart M nin kapali olmasidir [9].

Uyar1 & =Top alirsak, Tanim 2.2.2 deki kapalilik ve agiklik kavramlari sirasiyla klasik kapalilik ve agiklik
kavramlarina indirgenir [1,8].

Teorem 2.2.3. £ =PrT ve (A,L)eQg olsun.g#M C A nin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart
a ¢ M sarti1 saglayacak sekilde ki her bir a € A i¢cin U [M] oz

siizgeg olacak sekilde o € L(a) mevcutsa, ﬂbeM N, & [a] olmalidir (N, = ﬂ o )[8].

aeK (b)

Onerme 2.2.4. £ =PrT ve (A,L)€ Qg olsun.

(1) A daki tiim kapal alt ciimlelerinin keyfi adetteki kesisimleri kapalidir.
(2) A daki agiklarin keyfi adetteki birlesimleri agiktir.

ispat: ispati [9] de verilmistir.

Tamim 2.2.5. & bir topolojik kategori, X € Qg ve M < X olsun.

(1) M nin kapanisi, X in M yi ihtiva eden tiim kapali alt ciimlelerinin kesisimidir ve M ile gosterilir
(M=n{ EcX:E>M,E kapall })[9].

o
2 M nin tim acgik alt ciimlelerinin birlesimine M nin i¢i denir ve M ile gosterilir (

M=U{HcX:M>H,Hagk })[o]
— 0
(3) M nin siiri, (M) =M \M seklinde tanimlanir [9].

Uyan
(1) € =Top alirsak, Tanim 2.2.5 deki tanimlar klasik M nin kapanis1, i¢i ve sinir1 kavramlarma indirgenir [10-12].
(2) £= PrTp ise M nin kapanisi Dikranjan ve Giuli [12] anlammda kapanis operatdriidiir ve bu operatdr
idempotent, ¢arpimsal ve kalitsaldir [1, 13].
Onerme 2.2.6. (A,L) PrT dabirobjeve M C A olsun. Bu takdirde;
(1) M kapalidir.

o
2) M agiktir.
(3) M kapalidir ancak ve ancak M =M dir.

o

(4) M aciktir ancak ve ancak M =M dir.
G)M=M dur.

6 M=M dir.
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—_— o
(7) O(M) = ¢ olmast igin gerek ve yeter sart M =M dir.

Ispat: ispati [9] de verilmistir.

3. 0 -baglantihlik

SET, objeleri ciimleler ve doniisiimleri fonksiyonlar olan bir kategori, ¢ SET iizerinde topolojik kategori ve X
de € ’nun bir objesi olsun.

Tamm 3.1. X ’in O -baglantili olmasi igin gerek ve yeter sart X ’in bostan farkli her 6z alt ciimlesinin smir1
bostan farkli olmasidir.

Uyari & =Top alirsak, O -baglantiilik kavramu, giris kisminda ifade edilen Teoremin (3) sikkina gore klasik
baglantililik kavramina indirgenir.

Burada Pretopolojik uzaylarin kategorisi olan PrT de, O -baglantili objeler karakterize edilecektir.

Teorem 3.2. (A,L) PrT dabir obje olsun. Bu takdirde asagida ki ifadeler denktir.
1 (A,L) O -baglantihdir.

2) A nin bostan farkli herhangi bir M 6z alt climlesi i¢in asagidaki sartlardan en az biri
saglanir.

(i En az bir aeM® icin (ZU[M] 0z siizge¢ olacak sekilde Fa€Ll(a) meveut ve

N, < [a] olmalidir (N = ﬂ

a).
beM aeK(b)

(i) En az bir beM iin « U[MC] 6z siizgeg olacak sekilde J € L(b) meveut ve
ﬂaeM N, [b] olmahdir (N, = maeK(a)a ).

Ispat : (1) = (2) Kabul edelim ki (A,L) O-baglantil ve A min bostan farkhi en az bir M 6z alt

climlesi i¢in (i) ve (ii) sartlar1 saglanmasin. Yani bu
M 6z alt ciimlesi igin asagidaki (1) ve (2) sartlari dogru olsun.

(1) YVaeM®, VaeL(a) igin O(U[M] 6z olmayan  siizgec veya ﬂbeM N, & [a] olsun

(Nb = maeK(b) a )

2 VbeM , VaelL(b) iin « U[M°] 6z olmayan siizge¢ veya ﬂaeM N, & [b] olsun
(Na - ﬂaeK(a) @).

Bu takdirde;

LDurum: Vae M, VaeL(a) igin au[M] 6z olmayan siizge¢ ve VbeM ,

Ya e L(b) igin o L I:MC] 6z olmayan siizge¢ olsun. Bu taktirde M hem agik hem de kapali olur. Gergekten;
herhangi bir a ¢ M igin a’U[M] 0z siizgeg olacak sekilde « € L(a) mevcut olmadigindan (kabulden)

M  kapalidir (Teorem 2.2.3) ve M =M (Onerme 2.2.6) olur. Benzer olarak M° da kapahdir (kabulden ve
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0 — 0
Teorem 2.2.3 den) ve M =M olur (Onerme 2.2.6). Buradan d(M)=M\M =M\M =¢ dur (Tanim
2.2.5).Buise (A,L) ‘nin O -baglantili olmasiyla gelisir.

IL.Durum : Yae M°, Va eL(a) icin au[M] 6z olmayan siizge¢ ve Vb €M igin ﬂaeMNa loa [b]
olsun. Bu takdirde M hem agik hem de kapalhdir. Gergekten; herhangi bir a € M° i¢in « U[M] 0z slizgeg
olacak sekildle « €Ll.(a) mevcut olmadigindan (kabulden) M  kapalidir (Teorem 2.2.3) ve M=M
(Onerme 2.2.6) olur. M agik yani M®  kapalidir. Ciinkii; herhangi bir be M  igin OCUI:MC:I oz siizgeg
olacak sekilde «a €L(b) mevcut degilse acik olarak MS kapalidir. Herhangi bir beM igin
aU[MC} 0z slizgeg olacak sekilde « € L(b) mevcutsa, Vb e M igin ﬂaeM N, CZ[b] oldugundan

0
M° kapalidir (kabulden ve  Teorem 223 den) ve M =M olur (Onerme 2.2.6). Buradan

_ o0
OM)=M\M=M\M =¢ dur(Tanim 2.2.5). Buise (A,L) ‘nin O -baglantili olmastyla gelisir.

ILDurum : Va e M°® igin ﬂbeM N, cz[a] olsun ve Va € L(b) igin au[MC} 0z olmayan siizgeg
olsun. Bu takdirde M hem acik hem de kapalidir. Gergekten; herhangi bir a € M° igin O(U[M] 0z
siizge¢ olacak sekilde « € L(a) mevcut degilse acik olarak M kapalidir. Herhangi bir a € M® icin
a’U[M] oz siizgeg olacak sekildle « €L(a) mevcutsa, Va € M icin ﬂbeM N, & [a] oldugundan

(kabulden) M  kapalidir (Teorem 2.2.3) ve M=M (Onerme 2.2.6) olur. VbeM , VaeL(b) igin

0
a UI:MC] 6z olmayan siizge¢ oldugundan, M acik olarak kapalidir (Teorem 2.2.3) ve M =M olur

— 0
(Onerme 2.2.6). Buradan O(M)=M\M =M\M =¢ dur (Tanim 2.2.5). Buise (A,L) ‘nin O -baglantili
olmasiyla celisir.

IV.Durum : Vbe M, Va e M°® icin ﬂbeM N, & [a] ve ﬂaeM N, z [b] olsun. Bu takdirde M hem acik
hem de kapalidir. Gergekten; herhangi bir a e M°® igin au[M] 0z siizge¢ olacak sekilde o € L(a)
mevcut degilse agik olarak M kapalidir. Herhangi bir a € M° icin aU[M] oz siizgeg olacak sekilde

a €L(a) mevcutsa, VbeM igin ﬂbeM N, & [a] oldugundan (kabulden) M kapalidir (Teorem 2.2.3) ve
_ 0
M =M (Onerme 2.2.6) olur. Benzer olarak M?°®  kapali (Teorem 2.2.3) ve. M =M olur (Onerme 2.2.6).

_ 0
Buradan O(M)=M\M=M\M =¢ dur (Tanim 2.2.5). Bu ise (A,L) ‘nin O -baglantili olmastyla
celisir.

Sonug¢ olarak dort ihtimalde de celiskiye diistiik. Buradan kabuliimiiz yanlis sartimiz dogrudur.

(2) = (1) Kabul edelim ki sartimiz dogru ve (A,L) O-baglantili olmasin. Bu takdirde en az bir bostan

— 0 — 0
farklh N 6z alt ciimlesinin smir1 bostur. Yani O(N)=N\N=¢ dir. Bunun olmast i¢gin N =N yani

N ‘nin hem agik hem de kapali olmasi gerekir ki (Onerme 2.2.6), kabuliimiiz geregi bu miimkiin

olamaz. Ciinkii; N kapali oldugundan (Teorem 2.2.3) herhangi bir a ¢ N i¢in « U[N] 0z siizge¢ olacak
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sekildle o €L(a) mevcut olmayabilir. Fakat  kabuliimiiz geregi bu miimkiin degildir. Herhangi bir

a¢ N icin au[N] 0z siizgeg olacak sekilde o € L(a) meveut ve ﬂbeMNb cz[a] olabilir. Fakat

yine

kabuliimiiz geregi bu miimkiin olmaz. Dolayisiyla N nin kapali olmasi miimkiin degildir. Benzer

olarak N° da kapali degildir (kabulden ve Teorem 2.2.3 den). Yani N acik da olamaz. A 'nin
kendisinden ve bostan farkli hi¢ bir alt ciimlesi hem acik hem de kapali olamaz. Dolayisiyla
kabuliimiiz yanlistir.
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