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OZET

Yakin-halkalarda asallik i¢in birbirinden farkl bir ¢ok genellestirme tanimu yapilmistir. Bir yakin-halkanin bir direkt
toplanan ideali ile bir 0-asal idealinin kesisiminin direkt toplanan idealin bir 0-asal ideali oldugu bilinmektedir. Bu
caligmada ayn1 durumun 1-asal ve 2-asal idealler igin de dogru oldugu gosterilmistir. Ustelik, yakin-halkalarim yari-
asal, 0-asal ve 1-asal idealleri i¢in karakterizasyonlar verilmistir.
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DIFFERENT PRIME IDEALS OF NEAR-RINGS AND DIRECT SUMMANDS

ABSTRACT

Several different generalizations of primeness have been defined for near-rings. It is known that an intersection of a
direct summand ideal and a 0-prime ideal of a near-ring is a 0-prime ideal of the direct summand ideal. It is shown
in this study that the same situations are also true for 1-prime and 2-prime ideals. Furthermore, some
characterizations of semi-prime, O-prime and 1-prime ideals in near-rings are given.
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1. GiRiS

[73E2]

Bir N ciimlesi, “+” ve “.” seklinde gosterilen iki ikili islem ile asagidaki sartlart sagliyorsa, (N,+,.) Ug¢liisiine bir
yakin-halka denir.

a) (N,+) degismeli olmasi gerekmeyen bir grup,
b) (N,.) bir yar1 grup,
c) VX,¥,Z € N i¢in (X+Y).Z=Xz2+Y.Z

Burada c) sikkinda sagdan dagilma 6zelligi verildiginden, bu sartlart saglayan (N ,+,.) {i¢liisiine bir sag yakin-halka
denir. Bu makalede tiim yakin-halkalar, sag yakin-halka olarak alinmustir. N bir yakin-halka olsun.
Ng ={ne N |n0=0} ciimlesine N yakin-halkasinin O-simetrik kism1 denir. Eger N = Ny ise N ye bir 0-simetrik
yakin-halka adi verilir.

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara taginmasiyla elde edilmis olan N -grup, yani N {izerinde yakin-modiil
kavrami asagidaki sekilde tanimlanir:

(I',+) bir grup ve N bir yakin-halka olsun.
U:NxI —» T
(ny) — ny
alalm. Vx,y € N ve Vy €I igin,

X+Y)y =Xy +yy

ve
xXy)y = x(yy)

sartlarini saglayan (I, u) ikilisine bir N -grup denir. N bir yakin-halka ve I" bir N -grup olsun. I' nin
NAcC A

sartin1 saglayan bir A alt grubuna, I' nin bir N -altgrubu ad1 verilir ve A <N I ile gosterilir.
N bir yakin-halka ve | N nin bir normal alt grubu olsun. Bu durumda, eger,

a) INcl
b) VXx,ye N ve Viel igin, X(y+i)—xy € |

sartlar1 saglaniyorsa, | ya N yakin-halkasinin bir ideali denir ve | <N ile gosterilir. Eger sadece a) sarti
saglantyorsa | N nin bir sag ideali, sadece b) sart1 saglaniyorsa I N nin bir sol ideali adim1 alir ve sirasiyla
I <r N ve I 91 N ile gosterilir. N bir yakin-halka olsun. N nin tiim sifirdan farkli ideallerinin ciimlesinde
minimal olan ideale N nin minimal ideali denir.

N bir yakin-halka ve (Ix)k ek N nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda, asagidaki climleler esittir.

a) | lerin elemanlarinin tiim sonlu toplamlarinin ciimlesi,
b) Farkli I lerin elemanlarimin tiim sonlu toplamlarinimn ciimlesi,

¢) (lk,+) normal alt gruplarimin toplamu,
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d) (N,+) grubunun, U Ik tarafindan iiretilen alt grubu,

keK

e) (N,+) grubunun, U I tarafindan liretilen normal alt grubu,
keK

f) N nin U Ik tarafindan iiretilen ideali.

keK

Burada a)-f) ciimlesine | (k € K) ideallerinin toplami denir ve Z I ile gosterilir.
keK

N bir yakin-halka ve {lx}kek N nin ideallerinin bir ailesi olsun. Eger, Z Ik nin herbir elemani, farklr Ik
keK

lerin elemanlarinin bir sonlu toplami olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa, z Ik toplama bir (i¢) direkt toplam denir.
ke K

Belirli olmasi agisindan, biz bu toplamn X 1y ile gdsterecegiz. Asagidaki Snerme sonraki kesimde yapilan
keK

islemlerin anlagilmasi i¢in gereklidir.

Onerme 1.1. N bir yakin-halka, Ik (ke K) N nin ideallerinin, ZIk toplami direkt olacak sekilde, bir ailesi
keK
olsun. Bu durumda, eger a,a'e lj, b,b'e Ij ve i # | ise,

a) a+b=b+a

b) a'(a+b)=a'a

¢) ab=a0

d) Eger N O-simetrik ise, ab=0 dir [1].

N bir yakin-halka ve | < N olsun. Eger 3J < N igin,

N=1+1J

oluyorsa, | idealine N yakin-halkasinin bir direkt toplanani denir. Buradaki J idealine ise, | nin N deki direkt
bileseni ad1 verilir.

Teorem 1.2. N bir yakin-halka ve | < N olsun. Eger | bir direkt toplanan ise, | nin her bir ideali ayn1 zamanda
N yakin-halkasinin da bir idealidir [1].

N bir yakin-halka ve A,B < N olsun. Bu durumda,

AB={ab|acAbeB}

ile tanimlanacaktir. Buradan bir n dogal sayist i¢in, A" tanimi agiktir.

Tanmmm 1.3. N bir yakin-halka ve P <N olsun. Eger VI,J <N igin, IJ P olmas, |cP veya JcP
olmasini gerektiriyorsa, bu durumda P ye N yakin-halkasinin bir 0-asal ideali denir [2].

Bu makalede 0-asallik kavrami, asallik adiyla verilecektir. Tanimlanmamig tiim kavramlar i¢in kaynak olarak

almabilir [1].
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2.1-ASAL, 2-ASAL iDEALLER VE DIREKT TOPLANANLAR

Onerme 2.1. N bir yakin-halka olsun. Eger | < N bir direkt toplanan ve P < N 0-asal ise, bu durumda PN 1 |
da bir 0-asal idealdir[3].

Bu kesimde Onerme 2.1 in 1-asallik ve 2-asallik i¢in de dogru oldugu gosterilecektir.

Tanim 2.2. N bir yakin-halka ve P <N olsun. Eger N yakin-halkasimin A ve B sol idealleri i¢in, ABc P
olmast Ac P veya B < P olmasim gerektiriyorsa, P ye N nin bir 1-asal ideali denir [4].

Lemma 2.3. N bir yakin-halka ve | < N bir direkt toplanan olsun. Bu durumda | nin her sol ideali, ayn1 zamanda
N nin de sol idealidir.

Ispat: | < N bir direkt toplanan oldugundan,
N=1+J

olacak sekilde bir J < N vardir. L <] | olsun. Vn,n'e N ve VI € L igin,

n(n+l)—nn'
elemanini diisiinelim. N = I-;-J oldugundan,
nN=i+j
ve o
n'=i+j'

olacak sekilde i,i'e | ve j, j'e J vardir ve bunlar {izerinde Onerme 1.1 saglanir. Buna gore, L <) | oldugundan,

n(n+)—nn'=(i+ )i+ j+DH -+ j)(i'+]")
=i(i+j+D)+ ja+j+h—id+jH— ja+j"H
= i@+ + jj—ii'—jj'
=i+ —ii'e L

elde edilir. Dolayisiyla L < N dir.

Onerme 2.4. N bir yakin-halka olsun. Eger | < N bir direkt toplanan ve P < N 1-asal ise, bu durumda P 1 |
da 1-asal idealdir.

Ispat: Jy,J7 < | igin JjJp < PN olsun. Bu durumda, JjJy < P ve Lemma 2.3 den, Jj,Jp <] N dir. P
1-asal oldugundan, J| <P veya Jp < P ve dolayisiyla, J] c P11 veya Jp c PN elde edilir. Bu ise ispati
tamamlar.

Tanim 2.5 N bir yakin-halka ve P <N olsun. Eger N nin A ve B N -alt gruplari i¢in, AB < P olmasi, Ac P
veya B < P olmasini gerektiriyorsa, P ye N nin bir 2-asal ideali denir[5].

Lemma 2.6. N 0-simetrik bir yakin-halka ve | < N bir direkt toplanan olsun. Bu durumda, | nin her bir | -alt
grubu, ayni zamanda N nin bir N -alt grubudur.
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Ispat: | < N bir direkt toplanan oldugundan, N = I +J olacak sekilde bir J < N vardir. A<| | olsun. A | nmn
bir alt grubu oldugundan, N nin de bir alt grubudur. O halde NAc A oldugunu gostermek yeterlidir. Vh € N ve
Va € A i¢in,

na=(i+ ja=ia+ ja
olacak sekilde i € | ve je J vardir. N O-simetrik, A<| | oldugundan Onerme 1.1 kullanilirsa,
na=iae A
yani A<N N elde edilir.

Onerme 2.7. N 0-simetrik bir yakin-halka ve P < N 2-asal olsun. Eger | < N bir direkt toplanan ise, bu taktirde
PN, | da2-asal idealdir.

ispat: A B <1 | igin ABc PN olsun. Bu durumda, ABc P ve Lemma 2.6 dan A/B<N N dir. P 2-asal
oldugundan, Ac P veya Bc P, dolayisiyla Ac PN 1 veya B PN elde edilir. O halde, PNI | nin bir 2-
asal idealdir.

3. YARI-ASAL, 0-ASAL VE 1-ASAL iDEALLER

Bu kesimde yakin-halkalarin yari-asal, 0-asal ve 1-asal idealleri i¢in yeni karakterizasyonlar verilecektir.

Onerme 3.1. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda asagidakiler denktir[2]:

a) P bir asal idealdir.
b) VI,J <N igin, | oP ve JoP ise, IJ P dir.

Onerme 3.2. N bir yakin-halka ve {P,},ca kapsama altinda tam sirali olan, N nin asal ideallerinin bir ailesi
olsun. Bu durumda,

NP,

aeA
ideali de N nin bir asal idealidir[1]. Burada A bir indis ciimlesidir.
Buradan, yakin-halkalarin 0-asal ideallerini karakterize eden asagidaki dnerme verilebilir.

Onerme 3.3. N tiim idealleri kapsama altinda tam siral1 olan bir yakin-halka olsun. Bu durumda P <N nin asal
olmast i¢in gerek ve yeter sart | <N P yi iceren minimal ideal ve VP < J <« N i¢in, 1IJ ¢ P olmasidir.

ispat : P <N asal olsun. Onerme 3.1 den | 5P ve J 5P olacak sekilde VI1,J <N igin 1J ¢ P dir. O halde
ispatin bu yonii agiktir. Simdi kabul edelim ki, | <N P yi i¢eren minimal ideal ve VP < J <N igin, IJ z P
olsun. {P,},ca N yakimn-halkasimin P yiigeren tiim ideallerinin ailesini gostersin. | P yi igeren minimal ideal
oldugundan,

= NP,

aeh

dir. J o P oldugundan, 3k € A i¢in J = Pk ve kabulden,
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13=( NP, )P <P

aehA
dir. O halde Va € A igin,
W=( NP,)Px cPyPxzP
aechA

dir. Burada Va € A igin P, idealleri, N yakin-halkasmnin P yi igeren tiim ideallerini taradigindan Onerme 3.1
den ispat tamamdir.

Tanim 3.4. N bir yakin-halka ve | < N olsun. Eger ¥J <N igin, J 2 c | olmasi J | olmasini gerektiriyorsa,
I ya N yakin-halkasinin bir yari-asal ideali denir[1].

Asal ideal ve yari-asal ideal tanimlarindan da goriilecegi gibi, her asal ideal ayni zamanda yari-asaldir.

Onerme 3.5. N bir yakin-halka ve | < N olsun. Bu durumda asagidakiler denktir [1]:
a) | bir yari-asal idealdir.

b) VJ <N icin, J51 ise 32 ¢ 1 d.
Onerme 3.6. N bir yakin-halka ve {I , },ca N nin yari-asal ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda,

Nig

aechA
ideali de N nin bir yari-asal idealidir[1]. Burada A bir indis climlesidir.
Buna gore yari-asal ideallerin asagidaki gibi bir karakterizasyonu vardir.

Onerme 3.7. N tiim idealleri kapsama altinda tam siral1 olan bir yakin-halka olsun. Bu durumda | < N nin yari-

asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart J <N | y1 iceren minimal ideal ise J 2 z | di.

Ispat: Kabul edelim ki, 1 <N yari-asal ve J <N | y1 iceren minimal ideal olsun. J o | oldugundan, Onerme

3.5 den J°2 & | dir. Simdi, kabul edelimki J <N | y1iceren minimal ideal iken J 2 z | olsun. {S,}gea N
nin | y1iceren tiim ideallerinin smifi olsun. J nin minimalliginden,

J= NS,
aechA
dir. Buradan, Vo € A igin,
32 (S,)?
ve .]2 & | kabuliinden, V& € A igin,
(Se) !

elde edilir. Burada V& € A igin S, idealleri, N nin | y1 igeren tiim ideallerini taradigindan Onerme 3.5 den |
bir yari-asal idealdir.

Onerme 3.8. N bir yakin-halka ve {P, },cA kapsama altinda tam sirali olan, N nin 1-asal ideallerinin bir ailesi
olsun. Bu durumda,
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NP,

achA
ideali de N nin bir 1-asal idealidir. Burada A bir indis ciimlesidir.
Ispat: Bir N yakin-halkasimin her 1-asal ideali ayn1 zamanda asal oldugundan, Onerme 3.2 den

NP,

achA

N nin bir asal idealidir. Kabul edelim ki, 1,J <} N i¢in,

Uc NP,

achA

olsun. Bu durumda, Va € A i¢in 1IJ c P, olur. Va € A i¢in P, N nin bir 1-asal ideali oldugundan, Va € A
icin | ¢ P, veya J c P, dir. O halde

lc NP,

achA

veya
Jc NP,

achA
olur. Dolayisiyla

NP,
achA
N nin bir 1-asal idealidir.

Onerme 3.9. N tiim idealleri kapsama altinda tam siral1 olan bir yakin-halka olsun. Bu durumda P < N nin 1-asal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart | < N P yi igeren minimal sol ideal ve VP < J <} N i¢in, IJ ¢ P olmasidir.

Ispat: P <N I-asal olsun. Bu durumda | 5P ve J 5P olacak sekilde VI,J < N igin 1J ¢ P dir. Dolayisiyla
I <1 N P yiiceren minimal sol ideal ve J > P olacak sekilde ¥J < N igin 1J ¢ P dir. Simdi, kabul edelim ki
I <t N P yiigeren minimal sol ideal ve VP < J < N igin, IJ & P olsun. {P,},eca N yakin-halkasinin P
yi igeren tiim sol ideallerinin ailesini gostersin. | P yi iceren minimal sol ideal oldugundan,

1= NP,

aehA

dir. J o P oldugundan, 3k € A icin J = Px ve kabulden,

13 =( (\Pe )Pk P
aehA
dir. O halde Va € A igin,
13 =( [Py )Pk c Py P 2P

achA
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elde edilir. Burada Vo € A igin P, solidealleri, N yakin-halkasmin P yi igeren tiim sol ideallerini taradigindan
ispat tamamdir.
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