Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 12(4): 1096 - 1916, 2022
Journal of the Institute of Science and Technology, 12(4): 1906 - 1916, 2022
ISSN: 2146-0574, elSSN: 2536-4618

Bilgisayar Miihendisligi / Computer Engineering DOI: 10.21597/jist.1106494
Arastirma Makalesi / Research Article
Gelis tarihi / Received: 20.04.2022 Kabul tarihi / Accepted: 16.08.2022

Atif i¢in: Kilig H, Ceyhan S, 2022. Gériintii Isleme Uygulamalari igin Finsler Egri Evrim Modeli
Incelemesi. Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 12(4): 1906 - 1916.

To Cite: Kilig H, Ceyhan S, 2022. Finsler Curve Evolution Analysis for Image Processing. Journal of
the Institute of Science and Technology, 12(4): 1906 - 1916.

Goriintii Isleme Uygulamalar icin Finsler Egri Evrim Modeli Incelemesi

Haydar Kilig*”, Salim Ceyhan!

OZET: Bu calismada Finsler geometrisi ile kurulan ve varyasyonlar hesabi ile egri evrim modeline
doniisen Finsler egri evrim modeli incelenecektir. Bu model, Riemann egri evrim modelinde oldugu gibi
sadece goriintli uzaymdaki konumlar degil yonlerde dikkate alinarak anizotropik bir uzayda
kurulmustur. Model, goriintiiye izotropik bir yap1 olarak bakan Riemann modelinin aksine anizotropik
yapt olarak bakarak daha esnek bir ¢alisma alani sunar. Bu nedenle goriintli isleme iizerine ¢alisan
arastirmacilarin siklikla tizerinde ¢alistiklar1 bir model haline gelmistir. Bu ¢aligmada ele alinan Finsler
egri evrim modelinin matematiksel analizi kullanilarak gelecekteki goriintii isleme alaninda yapilacak
calismalara katki saglanmas1 amaglanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Finsler metrik, goriintii isleme, varyasyonlar hesabi, egri evrimi
Finsler Curve Evolution Analysis for Image Processing

ABSTRACT: In this study, the Finsler curve evolution model, which was established with Finsler
geometry and turned into a curved evolution model with the calculation of variations, will be examined.
This model is not constructed by considering only locations in the image space as in the Riemann curve
evolution model. It was established in an anisotropic space by considering both locations and directions.
The model offers a flexible operation in the image by eliminating the necessity of isotropic spaces.
Therefore, it has become a model that researchers working on image processing mostly work on. It is
aimed to contribute to future studies in the field of image processing by using the mathematical analysis
of the Finsler curve evolution model discussed in this study.
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GIRIS

Finsler geometrisi son yillarda avantajli geometrik araclara sahip olmasi nedeniyle cesitli
disiplinlerde kullanilmaya baslanmistir. Literatiirde Finsler metrikleri kullanilarak goriintii igleme
alaninda ger¢ek diinya problemlerinden birini Melonakos ve ark., jeodezik aktif kontur ¢er¢evesini yon
bilgisi ile giiclendiren bir goriintii boliitleme teknigi onermistir. izotropik durumda, 6klid metrigi,
ilgilenilen noktalar (nesne kenarlari) lizerinde agirlikli egri uzunlugu kiiciik olacak sekilde, goriintii
bilgisine dayali ve sadece konuma bagli olan izotropik bir skaler konformal faktor ile ¢arpilir. Bu
calismada, jeodezik aktif kontura yon bilgisi de ekleyerek Finsler metrigi tanimlanmasi ile bir
minimizasyon problemi elde edildigi gosterilmistir. Problemin ¢6ziimii olan optimal egriler, varyasyon
hesab1 veya dinamik programlama tabanli semalar kullanilarak elde edilmektedir (Melonakos ve ark.,
2008). Zach ve ark., baglangicta verilen bir tohum bdlgesi veya bolgesel bir egilim terimi ile Finsler
aktif konturlar i¢in stirekli ve digbiikey bir formiilasyon sunmuslardir. Bu ¢alismada, Riemann metrikleri
yerine yaygin Finsler metriklerinin kullanilmasi, segmentasyon sinirinin uygun konumlarina (6rn. giiclii
goriintii stireksizliklerine) ve uygun yonlerine (6rn. koyudan parlak noktalara goriintii gradyanlariyla
hizalanmis) izin vermesine neden olmaktadir (Zach, 2009). Yajima ve ark., anizotropik homojen
olmayan ortamlarda incelenen sismik 15in teorisini, Finsler geometrisi kullanarak yeniden ele
almiglardir. Calismada, iki boyutlu bir 151n yolu i¢in, anizotropik ortamda sismik dalga cephesi Finsler
parametreleri ile geometrik olarak ifade edilmistir. Gergek bir kayanin elastikiyet sabitleri kullanilarak,
Finsler parametreleri yardimiyla kayada yayilan bir dalga cephesi seklinin bir daire ile degil, siiper elips
ad1 verilen digbilikey bir egri oldugu gosterilmistir (Yajima ve ark., 2009). Yazarlarin sonraki yayini,
gbzenekli homojen olmayan ortam boyunca Darcy kanununa uyan akiskan akisini Finsler geometrisi
kullanarak incelemistir. Fermat'in prensibinin varyasyonel hesabina gore Darcy akisinin lineer olmayan
yoriingesi bir Finsler uzayinda geodezikler ile tanimlanmistir. Homojen olmayan ortam i¢in, yone bagl
Darcy akiskanini Kropina metrigi ad1 verilen 6zel bir Finsler metrigi ile gostermislerdir. Boylece, Darcy
akiginin yon bagimliliginin etkisi Riemann ve Finsler geodezikleri arasindaki farklarla gosterilmistir
(Yajima ve ark., 2015). Chen ve ark., bilgisayarli gorme alaninda agirlikli Euler elastika egrilerine
dayali, kapal1 kontur tespiti yoluyla goriintii bdliitleme igin yeni bir egrilik cezali minimal yol modeli
onermislerdir. Goriintii segmentasyon yontemi, kullanici tarafindan verilen bir dizi noktayr birbirine
baglayarak, kapali bir kontur olusturacak sekilde birlestirilen egrilikle cezalandirilmis minimal
jeodeziklerin bir koleksiyonunu olusturmaktir. Global olarak optimal minimum yollar, bir egrilik terimi
de dahil olmak iizere jeodezik enerjinin kiiresel minimumunu bulmay1 saglayan yeni bir Finsler metrigi
kullanarak elde edilmistir. Deneysel sonuglarla, 6nerilen Finsler minimum yol modelinin hem yapay
hem de gercek goriintiilerde son teknolojideki minimum yol modellerinden daha iyi performans
verdigini gostermislerdir (Da Chen ve ark., 2016). Dokur ve ark., riizgar hi1zt modellemesi gibi bir¢ok
alanda kullamlan Weibull dagilimi igin iki boyutlu Finsler fonksiyonu elde etmislerdir. Iki boyutlu
Finsler uzayinda sekil ve Olgcek parametrelerine sahip iki parametreli Weibull olasilik yogunluk
fonksiyonunun metrik tanimi, farkl bir yaklasim kullanilarak elde edilmistir. Ayrica, bircok gergek
diinya uygulamasinda kullanilabilecek Finsler geometrisine dayali, yeni olasilik ve kiimiilatif olasilik
yogunluk fonksiyonlari 6nermislerdir (Dokur ve ark., 2016) Son olarak, Kili¢ ve ark., yeni bir Finsler
metrigi tanimlayarak, giiriltiilii bir renkli gorlintlinlin filtreleme sonuglarimi incelemislerdir. Ayrica,
filtrelemede kullanilan renkli goriintiiler i¢in Finsler metrigine ait filtreyi olusturmak ic¢in gereken
matematiksel ¢ikarimlar1 vermislerdir (Kilig ve ark., 2022).

Finsler geometrisi ile yukarida verilen gercek diinya ¢alismalart dan sonra, bir sonraki boliimiin
daha iyi anlagilabilmesi temel bir giris olarak asagidaki bilgiler verilecektir.
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Bir uzayin herhangi iki noktas1 arasindaki uzaklik hesabi ig¢in kullanilan fonksiyona metrik
denmektedir. Uzayin yapisina bagli olarak tanimlanan metriklerin en yaygin olarak bilinen 6rnekleri,
diiz uzaylar i¢in Oklid metrigi ve diiz olmayan uzaylar icin Riemann ve Finsler metrikleridir. Riemann
metrigi taniml1 oldugu uzaydaki herhangi bir nokta ele alinarak hesaplanirken Finsler metrigi, uzaydaki
bir nokta ve o noktadaki teget vektor kullanarak hesaplanir.

Bu calismada incelenecek model i¢in, M, n boyutlu diizgiin bir manifold ve manifold iizerinde bir
C egrisi [a, b] c R alt kiimesi tizerinde deger alan bir t parametresinin fonksiyonu olarak C: t € [a, b]
M parametrize edilen siirekli bir fonksiyon olsun. M {izerindeki yerel koordinat sistemine
xt, (i =1,2,..,n) dersek, egriyi veren manifold iizerindeki noktalar kiimesi x' = x(t),t € [a, b]
seklindedir ve t parametresinin tiiretilebilir fonksiyonlaridir. Manifoldun her noktasindaki teget vektor

alanmin bilesenleri x* = dd—xtl seklindedir (Lee, 2006). M iizerinde Riemann anlaminda ds yay uzunlugu

metrigi:

ds = fgl-j (x)dxidx/ 1)

ile verilir. Burada, g;; pozitif taniml1 simetrik metrik tensordiir (Lee, 2006). Manifold iizerinde bir C

egrisinin Riemann anlaminda uzunlugu L (C) :

Le(C) = [ ds= [ /gl-j(x(t))fcifcjdt )

olarak yazilir.
Manifoldun TM teget demeti tizerinde tanimli F (C ), C (t)) negatif olmayan bir fonksiyon igin
egrinin uzunlugu

Le(C) = J} F(C(®),C(1))dt (3)
olarak yazilabilir. L (C) uzunluk hesabmin C egrisinin parametrizasyonundan bagimsiz olmasi beklenir.
Bunun i¢in F(x,y), x € M, y € T,M 1l.dereceden y-ye gore pozitif homojen yani, F(x,Ay) =
AF(x,y),A > 0 olmalidir.

Manifold iizerinde tanimli dp: M X M — [0, ), Vp,q € M i¢in
dr(p, q) = fLp(C) 4)
mesafe fonksiyonu ile p noktasindan bir q noktasina en kisa mesafe olgiilebilir. p noktasindan g
noktasima Olgiilen mesafe fonksiyonu tek yonlidir, yani dg(p,q) # dr(q,p) 'dir. Buna gore,
F(x,y1 +y,) < F(x,y1) + F(x,¥,), y1,¥2 € T,M konvekslik sartini saglamak zorundadir. Bu
kosullara en uygun metrigin Finsler metrigi oldugu asagida verilen tanimindan kolayca goriiliir (Rund,
2012).

Tanmm (Finsler Metrigi). M,n-boyutlu diizglin bir manifold olsun. Manifoldun teget demeti
tizerinde tanimli F: TM — [0, o) negatif olmayan fonksiyonuna asagidaki sartlar1 sagladiginda Finsler
Metrigi denir (Shen ve Shen, 2016).

Pozitif Homojenlik: F(x,Ay) = AF(x,y),VA > 0.

Diizgiinliik: F(x,y), TM — 0 teget demeti tizerinde C* fonksiyondur.

Giiglii Konvekslik: Herhangi sifirdan farkli bir y # 0 teget vektor i¢in metrik tensér (Hessian
matrisi):

1 9%F?
gij(x:Y) =3

—Yrp21 ..
2 ayi ay] (x' y) - 2 [F ]ylyf (5)
olarak pozitif tanimlidir. Tiirevlenenbilir, F Finsler metrikli bir M manifolduna Finsler manifoldu ve
(M, F) ‘ye Finsler uzay1 denir (Rund, 2012).
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MATERYAL ve METOT

Matematiksel optimizasyon, bir fonksiyonun sayisal olarak minimumlarini, maksimumlarini veya
stfirlarin1 bulmakla ilgilenir ve bu baglamda optimize edilecek miihendislik modelinde bunu saglayan
fonksiyona miihendislik dallarina gére amag¢ fonksiyonu, maliyet fonksiyonu veya enerji
denilebilmektedir. Amag fonksiyonlar1 ya da maliyet fonksiyonlar1 miithendislik modelinin kurgusuna
gore degisebilmektedir. Ornegin finansal alanda kullanilan pértfoy optimizasyonunda bir dizi varliga
sermaye yatirmanin en iyi yolunu aranir, tiim portfoye ait kabul edilebilir bir minimum getiri degeri igin
maliyet fonksiyonu portfoy getirisinin genel riskinin bir dlgiisii olabilir. Bu durumda optimizasyon
problemi riski minimize eden bir portfoy tahsisi olacaktir. Bir bagka 6rnek olarak, elektronik devre
tasarimindaki cihaz boyutlandirma isi olabilir. Elektronik devre tasariminda cihaz boyutlandirilir iken
devre tarafindan tiiketilen toplam gii¢c ortak bir ama¢ ya da maliyet olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla
cihaz boyutlandirilirken {retilebilirligi, zamanlamay1 ve alan1 en fazla kulananan giic verimlidir ve
optimizasyonu saglar (Boyd ve ark., 2004). Bu ¢alismada, yerel maliyet fonksiyonunun se¢imi manifold
tizerinde olusturulan baslangi¢ egrisinin agirlikli uzunlugu olarak ele alinmistir. Bu sekilde alinan
maliyet fonksiyonuna ilave olarak yon bilgiside eklenmistir. Baslangi¢ egrisinin minimizasyonu
calismada verilen diferensiyel denklemle saglanarak goriintiideki nesne kenarlarini belli eden egriye
uydurulmasi saglanir. Calismanin bundan sonraki boliimiindeki orneklerde de verildigi gibi, yerel
maliyet egri hareketini saglayan bir analitik fonksiyonda olabilir, veya bu hareketi saglattiracak maliyeti
bulan derin 6grenme modelide olabilir.

Egri evriliminin Riemann modelinde, goriintii {izerinde iki nokta arasindaki agirlikli mesafeyi

tammlayan bir yerel maliyet fonksiyonu ¢:R? - R* seklinde yazilabilir (Kilic ve Ceyhan, 2021).
Verilen bir C egrisi lizerinde tanimli maliyetlerin toplami yerel maliyetlerin egri boyunca integre
edilmesiyle elde edilen E(C) enerji fonksiyoneli ile bulunur (Casellas ve ark., 1997; Melonakos ve ark.,
2008). Egri bu enerji fonksiyonelini minimize edecek sekilde deforme edilir.
E(C) =], (©)ds (6)
enerji fonksiyoneli, gp-agirlikli egri uzunlugu olarak yorumlanabilir. Ayrica, enerji fonksiyonelinin s yay
uzunlugu parametresine bagli olmasi ele alinan uzayin geometrisine bagli olmas1 anlamina gelmektedir.
Buradaki temel fikir, manifold {izerinde ¢ maliyetlerinin minimum oldugu noktalardan ge¢me
egiliminde olan ve minimal uzunluklu egrileri belirlemektir. Dolayisiyla (6) enerji integralinin
minimizasyonu ile goriintii tizerindeki nesnelerin kenarlart en uygun sekilde bulunabilir.

L, anlaminda (6) enerji fonksiyonelini minimize etmek i¢in fonksiyonelin argiimani olan C egrisini

evrilten kismi tiirevli diferansiyel denklem asagidaki gibi elde edilir:
X =—(Vo NN+ ¢Cy (7

Burada N egrinin biikiilme yoniine dogru olan birim normal vektdr ve Cgg, egrinin egrilik
vektoriidiir. (7) denkleminden goriilecegi gibi C egrisi birim normal vektor dogrulutusunda geliserek
evrilir.

@ yerel maliyeti, azalan, sinirli goriintii iizerindeki nesnelerin kenarlarin1 bulan fonksiyon olarak
secilirse, (7) diferansiyel denkleminin ¢oziimii egriyi, goriintiideki objenin kenarina dogru evriltir.
Esasen, ¢ ele alinan goriintli isleme problemine uygun herhangi bir desen algilayici (pattern detector)
olabilir (Pichon, 2005).

Simdi egri evriliminin Finsler modeli igin gerekli tanimlamalar1 verelim. M = R? goriintii
manifoldunda yon bilgisini tanimlamak icin R? 'de bir S* = TM birim ¢emberi kullanilir. Vp € R?

konumu ve o konumdaki bir 7 € S = T,M yon vektérii igin yon bagimli desen algilayici, yani yerel
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maliyet ¢ : R? x St - Rtseklinde tanimlanir. Béylece toplam maliyet yalnizca C egrisinin konumuna
degil, ayn1 zamanda o konumdaki T birim teget vektoriiniin yoniine de bagl olur. Toplam maliyeti veren
(6) enerji fonksiyoneli Finsler anlaminda :
E(C) = J. ¢(C,T)ds (8)
seklinde yazilir (Melonakos ve ark., 2008).

Dijital goriintii iizerinde bir Finsler normu tanimlayarak goriintii bir Finsler manifoldu olarak
modellenebilir. Bunun bir sonucu olarak, manifoldun bir x € M noktasindaki belirli bir y € T,M
vektorli yoniinde Finsler normunu minimum yapilabilmesi (jeodezik egri boyunca) maliyet fonksiyonu
olarak Finsler fonksiyonu kullanmak alternatif bir yol agacaktir. Ayrica, goriintii segmentasyonu gibi
problemlerin analizi i¢in zengin Finsler geometrisi araglari sunacaktir.

Egri Evrilimi icin Finsler Modeli

Bu boliimde, Finsler manifoldunda egri evrilmesi modeli incelenecektir. Goriintii manifoldu ile
teget demeti arasindaki iligkiyi, egrinin evrilmesinde tegetlerin ve normallerin roliinii, Finsler geometrisi
anlaminda gereken matematiksel bagintilar bu boliimde ele alinacaktir.

C:[0,1] X [0,T) » R?,t € Rt formunda evrilen egriler ailesini ele alalm. t, aninda C(x, t,)
baslanglg egrisinin, x parametresine ve s yay uzunlugu parametresine gore birim teget vektorii:

T = m = C
olarak hesaplanlr Egrinin s yay uzunlugu parametresi ve x parametresi arasinda
5}
esithklerl gegerlidir. C egrisinin normali yoniindeki K egrilik vektorii:
9%c
K= Css = g
olarak verilir. Egrinin daima dis normali dogrultusunda evrildigi varsayilirsa,
ac
V= o L T
olur.

Egrilik ve hiz vektorleri arasindaki iliski, Lie tiirevi yardimiyla sdyle aciklanabilir. Lie tiirevi
egrinin zamana gore degisimi ile yay uzunluguna gore degisimi arasindaki farka karsilik gelir. Yani,
egrilik vektoriinlin birim hiz vektorii yoniindeki degisimine esittir (Melonakos ve ark., 2008). Bu
matematiksel olarak:

a 9 ]
[a 5o = (K- V) — )
Seklinde yazilir ve asagidaki gibi ispatlanabilir.
ispat 9
6t 65] = [61: ICxl ax
] 1.0 (d
(lcx| 6x) lCxl 0x (E)
_E(L)i 19 1 @
T At \|Cyl/ 0x |Gkl 0t Bx  |Cyx| Bx Ot

Sonug olarak Lie tiirevi
9 9 (1) 0
at’ 65] at (ﬁ) ox
esit olur.
|Cy] = (Cy, Cx)*? ve % = |C,| % esitlikleri kullanilarak
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90(1 _ 1
E(ﬁ) = |Cx|3<Cxt;Cx)

oldugu goriiliir ve Lie tlirevi simdi
0 2] _2(1)2 _ [ g\2
E’E] ot (|cx|) ax <|cx|’T> as (10)
olur. (V, T) = (C;, Cs) = 0 esitliginin s’ye gore tlirevi alinirsa,
0
&(Ct' Cs) = (CtSJ Cs) + (Ct» Css) =0
esitliginden (C;, Css) = —(Cys, Cs) VeYa
(V,K) = ~(Ces, T) (11)

elde edilir. Buradaki C;, bliyiikligii
0C, _ 0C 0x _ Cex

Ces ~ 9s  ox os [Cx

(11) esitliginde yerine yazilirsa,

(V,K) = — <|%|T> (12)
bulunur. Denklem (10)'da (12) ifadesi yazilirsa

0 0] _ _[(Cx )2 _ 9

E’E] o <|Cx|’T> ds (V.K) ds (13)

sonucu elde edilmis olur. Egrinin yay uzunlugunun zamana goére degisimi, bu sonucun negatifidir.
Yani egriligin birim hiz biiyiikliigiindeki negatif degisimine karsilik gelir (Melonakos ve ark., 2008).
Matematiksel ifadesi ve ispat1 agagidaki gibidir:

0
Eds =—(K-V)ds (14)

ispat (14)
o 0

d
a,a]ds —(K‘V)gds
ad (0

= E(Eds) - E(Eds) = [(K- V)ds] %
= (%ds) =—(K:V)ds.

(8) integralinin minimizasyonu i¢in, siirekli bir C egrisi, E enerji fonksiyonelinin yerel minimumu
olmalidir. Riemann anlaminda E enerjisinin yerel minimumlarinin sayisini sinirlandirmak i¢in, ¢
diizgiin olarak secilmelidir. Eger ¢ diizgiin degilse, egri ¢ok hizli bir sekilde istenmeyen bir yerel
minimum noktaya dogru evrilir. Bu durumda, egrinin diizgiinlestirici bir filtreden gegirilmesi gerekir
(Pichon, 2005).

Finsler anlaminda bir gradyan akis modeli, (8) enerji integralini minimize edecek sekilde egriyi
evrilten bir modeldir. Bir baska deyisle, gradyan akisi enerji degisimini saglayan bir C egrisinin
hareketini, ya da evrilimini veren bir diferensiyel denklemdir. (8) enerji integrali, s yay uzunlugu yerine
x degiskeni ile yeniden parametrizasyonu yapilir ve ¢ 'nin birinci dereceden homojen oldugu ve
parametreler arasinda x = x(s) birebir iligkisi

dx 1 _ Cy

ve C, =
ds [Cxl s [Cl
dikkate alinirsa

EQC) =, ¢(C.C)ds = [ ¢ (i) 1Cxldx (15)

" 1Cx]
seklinde yazilabilir.
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Enerji Fonksiyonelinin Birinci Varyasyonu
Agirlikli anizotropik mesafe fonksiyonelinin (15) birinci varyasyonunu, t zaman degisimine gore

tiirevini alarak hesaplayalim:
dE

T =l e cods = f) e (C) 16| dx. (16)

Burada x ve t birbirinden bagimsiz parametrelerdir. Goriintii manifoldu lizerinde bir x € M
noktasindan gecen tiim egrilerin birim teget vektorlerine T denirse, bu birim teget vektorler birim
cemberin bir eleman1 olarak diisiiniilebilir. Yani T € S ve bir parametredir. Buna gore (16) yeniden

yazilirsa,
== [ Slen)IC] dx -

elde edilir. Simdi tiirevi hesaplayalim;
dE 1d
w =) E[‘p( |cx|)|C |]dx

(18)
1
= [y [oxCelCl + oo gz () 1 + @32 (1D | dx
Bu integral i¢indeki terimleri ayr1 ayri 1ntegraller olarak alip, diizenleyelim.
1
E, = fo (Pth|C |dx (19)
1 9
1 a
Es =, <p;(|cx|>dx (21)
Oncelikle (20) 'deki tiirev
i (C_x) Cxt|Cx| sz(cx Cx)™ 22<Cxt Cx) Cxt(l Cs CS)
t |Cx| |Cx|2 |Cx|
seklinde hesaplanir. Uzayda herhangi bir 1 vektoriiniin ¥ vektorii tizerine dik izdiigiimii, yani
projeksiyonu Young (1930):
P E -
Proj i = (1) 7 (22)
kullanilarak
Proj o = 8¢, = € CIC, (23)
Cs

yazilir. C,,CI'C, ve ¢, biiyiikliikleri, sirasiyla, egrinin tegeti ve normali yoniinde oldugundan ¢, L

— CXt(I Cs Cs) —
CxtCICs ve @ - C CTCs = 0 esitliginden P at(|c |) Gl =9, 1] 1Cel = ¢ Cre

bulunur. Sonug olarak, E, integrali
1
E, = fO P Cxedx (24)
olarak bulunur. Bu integral [ udv = uv — [ vdu kismi integrasyon ile,
]
u=¢ =du= &(q)‘c)lcxldx,
dv = Cypdx = v = (;
yazilarak integre edilirse,
1.0 1.0
E; = @Celo— fo Ctg((Pr)|Cx|dx == fo Ctg(¢r)|cx|dx (25)
elde edilir. Burada kapali egri tanimindan dolay1 C;(0) = C,(1) = 0 'dir. (21)'deki E5 integralindeki

tiirev hesaplanir.
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i) a 1
a(lcxl) = E(Cx; Cx)z = (Cxti Cs>
ve yerine yazilarsa,
1
E; = fO @Cyy - Csdx
bulunur. Burada yine kismi integrasyon uygulanir ve ¢ (x,7) = ¢(C, C;) g6z 6niine alinirsa,
1 .9
E3 = _fo Cta((pcs)lcxldx
1 ) ]
== fO Ct ((pxa_ics + (pra_zcs + q)Css) |Cyldx

1
= — Jy Ce((@xC)Cs + (9:Cs5)Cs + 9Co5) Celdx

bulunur. Sonug olarak, E; = E; + E, + E3

dE 1 1 a 1
@ fo Ct(pxlcxldx - fO Ctafprlcxldx - fo Ct[((pxcs)cs + (‘p‘rCss)Cs + (pCss]lcxldx

dE

== fy Cf{lor — @CICT = [= 0 + (0:C)Cs| — 9Cis}ICkldx
elde edilir (Pichon, 2005). Burada integral icerisindeki terimler:
Ox — (pxC)Cs = — CsCsT)QDx
2 pet+ (@:Cs)Cs == CCH =,
seklindedir. ¢, L Cs oldugundan ¢, yerine
9 = (I = CsCHo,

kullanilirsa,

0 [o] d
E‘p‘f = g((l - CSCST)(PT) = (1 - CsCsT) s ((pr) - (Cssq)‘r)cs

bulunur. Elde edilen sonuglar E; integralinde yerine yazilirsa:
1 0

E, = fO Ce {(1 — C,CY) ((px - E‘p‘f) - (pCss} ds

elde edilir.

(26)

(27)

Bir [(a, b)ds integralinin minimum olmast i¢in b = —a olmahdir. Yani [(a, —a)ds = —[ a®ds

olmalidir (Kiihnel, 2015). Dolayisiyla E; integralinin minimum deger almas i¢in:
a
Cc=—-0- CSCST) ((Px - a@r) + @Css

(28)

olmalidir (Pichon, 2005). (28) denklemi Finsler anlaminda bir egrinin evrilimini veren diferansiyel

denklemdir.
BULGULAR VE TARTISMA

(28) denkleminde C,E enerji integralini minimize eden egri ve ¢ maliyet fonksiyonudur. Bu

denklemde yer alan diger kismi tiirevli bilesenlerin anlamlart:
e (, : Egrinin birim teget vektorii.
e (I :Egrinin birim teget vektoriiniin transpozu.

e ¢, : Maliyetinin x konumundaki gradyant1 (¢, = V,¢). iki boyutta, x = (x;, x,) noktas1 igin

Vi = @y, i + @y, jdir.
e ¢, : Maliyetinin 7 birim teget vektor yoniindeki gradyanti (¢, = V¢ = tVg).
e C(y, : Egrinin egrilik vektorii.

Burada 6nemli olan ¢ maliyet fonksiyonun se¢imidir. Daha dnceden de bahsedildigi gibi bir
pattern detektor secilebilir. Burada pattern olarak kenarlarla ilgilendigimiz i¢in maliyet fonksiyonu

yerine yon bagimli bir kenar bulucu da seg¢ilebilir. Sayisal hesaplamalar i¢in Algoritma 1 izlenir.
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Algoritma 1: Finsler Egri evrimi

1 Islenecek goriintiiyii yiikle.;
2 Gri seviyeli goriintiiye cevir.;
3 Baslangi¢ egrisini olustur.;
a for her bir t i¢cin do
s C, = c¢ (331+1=yj)2£f (Ti_1,y5) ve;
_ C (:Ei—l—l:yj) —-2C ($2—’ yj) + C (:Ei—layj) )
6 Ces =
At? ’
merkezi fark ile tiirevleri hesapla;
Uygun bir ¢ maliyet fonksiyonu belirle.;

Merkezi fark tiirevleri ile ¢, = V¢ hesapla.;

10 T birim teget yon vektorlerini olustur.;
11 Yukaridaki tiirev formiillerini kullanarak ¢, =V, =7 Vg
hesapla.;

12| Co=—(I=CCT)(gw = £Lr) + ¢Cis hesapla.;

13 | Cppq < O + ALCy
14 end

Bu konudaki Melonakos ve ark. (2008) g¢alismasinda maliyet fonksiyonunu analitik olarak
belirlemek yerine baslangi¢ egrisi lizerindeki her noktada bir bigim detektor alinarak, sinir aglari ile bir
egitimden gecirilmis ve en biiyiik degisimin oldugu yon secilmistir. Sekil 1'de soldan saga baslangic
egrisi, evrilen egri ve son durumu goriilmektedir.

Sekil 1. Bicim detektor kullanilarak evrilen egri incelemesi (Melanokas ve ark. 2008).

Da Chen ve ark. (2016) calismasinda Finsler manifoldunda bir baslangic kontur egrisinin
hareketleri incelenerek, medikal goriintiilerde nesne segmentasyonu islemi yapilmistir. Bu ¢alisma
kontur egrileri Finsler metrigi kullanilarak goriintii segmentasyonu i¢in egri evrilimi modeli tanitilmigtir.
Bu iki ¢aligma, burada incelenen Finsler egri evrilimi modelinin kullanimina birer 6rnektir.

Sekil 2. Kontur egrileri ile Finsler manifoldunda egri evrimi incelemesi (Da Chen ve ark. 2016).
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Riemann egri evrilimine bir 6rnek, Estellers ve ark. (2013) c¢alismasinda harmonik aktif kontur
kullanilarak egri evrilimi incelenmis ve maliyet fonksiyonu olarak goriintii manifoldu iizerinde bir kenar
algilayic1 Riemann metrigi kullanilmistir. Medikal goriintiilerdeki sonuglar1 Sekil 3’de goriilmektedir.
Goriintiilerdeki kirmizi ile belirtilen kontur baslangic egrisi, mavi ile belirtilen kontur ise egri evriliminin
kenarlar ¢evreleyecek sekildeki sonucudur.

‘ guyar' Vo Ly o ~ = 2
Sekil 3. Seviye egrileri ile Riemann manifoldunda egri evrimi incelemesi (Estellers ve ark. 2013).

Buradaki 6rnekler ele alindiginda, Finsler anlaminda egri evrilimi i¢in maliyet fonksiyonu iki tiirli
belirlenmektedir. Birincisi baslangi¢ egrisi lizerindeki herhangi bir noktayi i¢ine alan belli boyutlardaki
dikdortgen ¢erceve icerisindeki goriintiideki en biiyiik degisimi veren yonii maliyet fonksiyonu olarak
secmektir. Ikincisi ise seviye egrileri ile Riemann metrigi kullanarak mesafe dl¢iimii yapan bir maliyet
fonksiyonu belirlemektir.

Bu model ve benzerlerinin yazilim ortamlarina entegrasyonu yazilim dilinden bagimsiz olarak
diferensiyel modelin sayisallastirilmasi ile olmaktadir. Segmentasyon, filtreleme, kenar bulma gibi
goriintii isleme operasyonlarinda diferensiyel modeller kullanildigindan kolayca entegrasyonu
saglanacaktir. Okuyucular https://github.com/HAYDARKILIC adresinden 6rnek modellere
erisebilirler.

SONUC

Sonug olarak Finsler anlaminda bir l¢iim yapabilmek i¢in goriintiiye en uygun maliyet fonksiyonu
belirlemek gerekmektedir. Finsler metrigi kullanilarak goriintii isleme uygulamalar: arasinda yer alan,
segmentasyon, gliriiltii giderme gibi islemlerin kolayca tistesinden gelinebilir (Kolmogorov ve Boykov,
2005).

Finsler metrik yaklasimi ile goriintii isleme uygulamalarina 1yi bir ¢6ziim sunan Zucchini (1991);
Zucchini (1993) makalelerinde yer alan ve adini linlii fizik¢i Polyakov'dan alan "Polyakov Action" enerji
modelinde goriilmektedir. "Polyakov Enerji Modeli"nde enerji integrali goriintliniin yapisina uygun bir
metrik se¢cimine imkan vermektedir. Ayrica goriintii isleme uygulamalarina uygun enerji fonksiyoneli
yazilarak giiriiltii giderme, segmentasyon, kontrast gelistirme gibi islemler yapilabilir (Jelena, 2015;
Kimmel ve ark. 1997). Sonraki ¢aligmalarda, Polyakov enerji integrali modeli kullanilarak goriintii
isleme operasyonlar1 derinlemesine arastirilacak ve sonuglart sunulacaktir.

Cikar Catismasi
Makale yazarlar1 aralarinda herhangi bir ¢ikar ¢catismasi olmadigini beyan ederler.

Yazar Katkisi
Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.
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