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instantonlar klasik topolojik ¢éziimlerdir, parcacik fizigi ve kozmolojide &nemli rol oynarlar. Bu

Anahtar kelimeler calismada, Heisenberg anzatiyla elde edilen iki boyutlu Thirring modelde fermiyon benzeri instanton

Dalgacik donlisim;
Faz uzayi; Fermiyon

¢6zUmlerinin yoringelerinin periyodikligi incelenmistir. Fermiyon benzeri instanton ¢dziimlerinin
yoriingeleri, Shannon dalgacik entropisi (WE) yontemi kullanilarak incelenmektedir. Ayrica, faz uzayinda
WE ve WE spektrumlari, fermiyon benzeriinstanton ¢ézimlerinin yoriingelerinin karakteristigi hakkinda

benzeri instanton;

- bilgi sahibi olabilmek icin analiz edilmektedir. Calisma sonucunda, fermiyon benzeri instanton

Dalgacik entropisi
¢6zlmlerinin kararli nokta etrafinda diizenli, diger noktalarda ise diizensiz yoriingelere sahip oldugu
gbrulmustar. Ayrica bilinen diger entropi yontemleriyle (Renyi entropi ve Tsallis entropi) karsilastiriimis

ve benzer sonuglar gézlemlenmistir.

Study of Wavelet Entropy Analysis of the Fermion-like Instanton

Solutions
Abstract
Instantons are classical topological solutions, playing an important role in particle physics and
cosmology. In this study, the periodicity of the orbits of the fermion-like instanton solutions in the two-
Keywords

. dimensional Thirring model obtained with the Heisenberg ansatz is investigated. The trajectories of
Wavelet transform;

. . fermion-like instanton solutions are investigated by the Shannon wavelet entropy (WE) method. In
Phase space; Fermion-
like instanton; Wavelet

entropy

addition, WE and WE spectrum in phase space are analyzed in order to have information about the
characteristics of the trajectories of fermion-like instanton solutions. As a result of the study, it was
seen that the fermion-like instanton solutions have regular trajectories around the stable point and
irregular trajectories at other points. It was also compared with other known entropy methods (Renyi
entropy and Tsallis entropy) and similar results were observed.
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1. Giris modelde, fermiyon benzeri instantonlara karsilik
gelen ¢ozimler Heisenberg anzati (Canbaz et al.

instantonlar sifir enerjili, sonlu ve sifirdan farkli
2012) kullanilarak elde edilmistir. Faz uzayinda

eylemlerdeki klasik ¢o6zimlerdir ve vakumlar

- . . fermiyon benzeri instanton ¢ézlmlerinin evrimi ve
arasindaki tiinelleme siregleri olarak tanimlanir. Bu

dzellik kuarklarn parcaciklar icinde hapsolmas| kuplaj sabitinin rolG arastinlmistir (Canbaz et al.

problemlerini anlamada onemli bir  rol 2012). Degisen kuplaj sabitine gore fermiyon
oynamaktadir (Shifman 1994). Thirring model, 2D

konformal invaryant saf fermiyonik bir modeldir

benzeri instanton ¢6ziimlerinin kararliigi Olcek
indeks Metodu ile incelenmistir (Yilmaz et al. 2018).
Ayrica, fermiyon benzeri instanton ¢oziimlerin de

(Thirring 1958). Konformal invaryant saf spinér .
kaos Genellestirilmis Hizalama Indeksi (GALI)

Thirring alan denkleminin spinér tipi instanton ) B
coziimleri konformal  invaryant  simetrinin yontemi ile arastirilmis (Canbaz 2022a, Ak 2022) ve

kirilmasiyla bulundu (Akdeniz et al. 1979). Thirring Lyapunov Gstelleri incelenmistir (Canbaz 2022b).
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Entropi bir sistemdeki dizensizliklerin Olglsiidir.
Sistem dizensizligi arttikga, sistemdeki bilesenler
arasindaki enerji alisverisi azalmakta ve entropi
degeri artmaktadir (Anderson 2008). ilk olarak
Clausius (Clausius 1850), bir sistemdeki enerijiyi
hesaplamak i¢in termodinamikte entropiyi kullandi
ve sonrasinda Boltzmann entropi kavramini
gelistirdi (Boltzmann 1871). Shannon (Shannon
1948) bir bilgi kaynagi tarafindan lretilen bilginin ne
orada ve ne kadar oldugunu o6lcen olarak
tanimlamistir. Entropi ise rastgele veri kaynaklari
tarafindan dretilen bilginin ortalama hizi olarak
tanimlanmaktadir (Nicolis et al. 2020). Shannon
entropisi, bilgi kaynaklarinin belirsizligini temsil
etmek amaciyla ortaya ¢ikmis olsa da, diger farkli
alanlarda belirsizligi veya diizensizligi dlgmek igin de
kullanildi (Shannon 1948). Bu c¢alismada Shannon

entropisi tercih edilmesinin sebeplerinden biri de

budur. Ayrica, bilimsel arastirmalarda farkl
yontemler kullanilsa da Shannon entropisi
cogunlukla tercih edilen belirsizlik o6l¢tstdir

(Ubriaco 2009, Bouzebda and Elhattab 2014).

Dinamik sistemlerde davranis 6zelliklerinin dogru ve
sliratli olarak belirlenebilmesi, uzun sireden beri
olduk¢a miihim bir arastirma mevzusudur (Brown
2018). Yiksek zaman-frekans ¢ozlintrligine sahip
bir sinyaldeki diizensizlik derecesini tahmin etmede
kullanilan dalgacik entropisi; diizenli sinyaller igin
diisik, duzensiz sinyaller icin ise yuksektir (Meyer
1993). Bu ¢calismada, farkh baslangi¢ kosullari altinda
fermiyon benzeri instanton ¢6zimlerin davranisini
incelemek icin Shannon dalgacik entropi yontemi
kullanilmistir. Yoriingeler hakkinda bilgi elde etmek
icin, faz uzayindaki Shannon dalgacik entropisi (WE),
degisen B degerlerinde farkh baslangi¢c kosullari
altinda analiz edilir. Calisma sonucunda, fermiyon
benzeri instanton ¢o6zimlerinin kararli noktalar
etrafinda dizenli, diger noktalarda ise dizensiz
yoriingelere sahip oldugu sonucuna varilmistir.

Makale su sekilde planlanmistir: Sonuclarimizin
metodolojik olarak daha iyi anlasilabilmesi igin,

Materyal ve Yontem’ de Heisenberg anzati

araciligiyla Thirring modelinde elde edilen fermiyon
benzeri instanton

¢ozlimleri ve vyoringelerin

dizenini belirlemek amaciyla kullanilan dalgacik

entropisi tanitilacaktir. Bulgular ve Tartisma’da,
fermiyon benzeri instanton ¢oziimlerinin dalgacik
entropisi degisen B degerlerine karsilik gelen farkli
baslangi¢ kosullarina gére grafikleri, faz uzayindaki
¢O6zimlerin dalgacik entropisi grafikleri c¢izilmis,
diger entropi yontemleriyle (Renyi entropi ve Tsallis
entropi) karsilastirilmis  ve

ayrica  sonuglar

verilmigtir.

2. Materyal ve Metot
2.1 Thirring Model

1958’de, Thirring Model (Thirring 1958) 2 boyutlu
konformal simetriye sahip saf bir fermiyon alan
teorisi modeli olarak tanitildi. Bu model, farkh
vakum durumlar arasindaki kuantum etkilerini
incelemek igin iyi bilinen bir oyuncak kuantum alan
modelidir (Akdeniz et al. 1979).

Modelin konformal degismez Lagrange denklemi,
L = iho, 8t + 7 (Pih)? (1)

ile verilir. g > 0 kuplaj sabiti ve Y (x) fermiyon alanidir

(Thirring 1958). Hareket denklemi,
iO'Ma”l/J + g(l/_il/))l,b =0 (2)

ile verilir. Heisenberg anzatinin (Heisenberg 1954)

karmasik Oklid konfigiirasyonu

¥ = [ix,7,x(s) + p(s)]C (3)

seklinde verilir. Keyfi bir spinér sabiti C dir. s = x? +
olarak y(s) ve ¢@(s) reel
2012)'de

t?2(x; =x, x, =t)
fonksiyonlaridir.  (Canbaz et al
boyutsuzlastirma islemi sonrasinda ikinci dereceden
lineer olmayan adi diferansiyel denklem sisteminin

(4a) ve (4b) boyutsuz formu,

2 dfi—(t” +2F(t) — aAB(F(£) + G()?)G(t) = 0
(4a)
2 dfi—(t” —26(t) — aAB(F(t)? + G(?)F () = 0

(4b)
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Elde edilir. Burada F ve G fonksiyonlari reel
fonksiyonlardir ve A, B pozitif sabitlerdir (Canbaz et
al. 2012). Bu denklem sisteminin B=a(AB)=1 i¢in
¢O6zUmi, (Canbaz et al. 2012)'de verilen Thirring

instantonlarina karsilik gelmektedir.

Kuplaj sabitinin degisimine gore faz uzayinda
fermiyon benzeri instanton ¢dzimlerinin evrimi
incelenmistir (Sekil 1) (Canbaz et al. 2012). Son
farkh  B=a(AB)
fermiyonik instanton ¢éztmlerinin kararlihgr 6lgek

zamanlarda degerlerine sahip
indeks yontemi ile arastiriimis ve fermiyon benzeri
instanton c¢ozlimlerinin B=1 degeri icin kararli
oldugu belirlenmistir (Yilmaz et al. 2018). Ayrica
fermiyon benzeri instanton ¢oziimlerindeki kaosun
arastirilmasi GALI yontemi ile ¢alisiimis ve Lyapunov

Ustelleri incelenmistir (Canbaz 2022, Canbaz 2022).

Sekil 1. Thirring instanton ¢6ziimlerine karsilik gelen faz
diyagrami (Canbaz et al. 2012).

2.2 Dalgacik Déniisiimleri

Dalgacik dontisiim analizleri, stirekli ve ayrik dalgacik
dontisim olarak 2 ayri bicimde tanimlanmaktadir.
(Burrus et al. 1998, Goswami and Chan 1999).
Dalgacik doniisim fonksiyonu, sinyallerin zaman ve
frekans gosterimi igin kullanilan bir matematiksel
yontemdir. Bu dalgaclkk donisim  yontemi
birbirinden bagimsiz farkh bir¢ok bilim dalinda

kullaniimaktadir.

Dalgacik  fonksiyonlar,  belirli  matematiksel
gereksinimler icin veri veya bazi fonksiyonlari temsil
etmede kullanilan fonksiyonlardir. Bir dalgacik
kiimesi 1,5, ana dalgacik ¥P(t)'nin agihmlari ve
otelemeleri tarafindan Uretilen temel fonksiyonlar

kiimesidir ve
¢u,s(t) = \/iglp (t_Tu) (5)

ile verilir. Burada 6lgek s, dontisim parametreleri u

ve t zamandir. Dalgacik dontglmleri

(Wlpf)(u' s) =<f{, Yus >=
FI L r@w () de (©)

seklinde verilir. Ayrik parametre seti igin s; = 27 ve
U = 277k ile ana dalgacik fonksiyonunun ozel

secimi icin Y (t),
Y(t) =2/ 22t — k) (7)

ile ifade edilir. Sonlu enerji sinyallerinden olusan
Hilbert uzayi, L?(R)'nin bir ortonormal temelidir.
Ayrica bilgi, L?>(R)'de i¢ ice gecmis alt uzaylarin
hiyerarsik bir semasinda diizenlenebilir. Ornekleme
suresi tg'nin, tekdiize bir zaman 1zgarasina ragmen
orneklenen S={sq¢(n), n=1, ..., M} degerleri tarafindan
verildigi varsayilir. tg = 1 alinarak basitlik saglanir.
Ayristirma tim ¢ozUundrlik seviyelerinde yapilirsa,

dalgacik genislemesi

S@®) =72 n Tk Gk () = 272 y7i(8) (8)

seklinde verilir. Burada dalgacik katsayilari C;(k), j
ve j+1 ardisik sinyal yaklasimlari arasindaki yerel
artik hatalardir ve 7;3(t), j 6lgegindeki artik sinyaldir.
2/t < |w| < 2/wg frekanslarina karsilik gelen

S(t) sinyalinin bilgisini icerir.

{wj_k(t)}, L*’(R) igin ortonormal bir temel
oldugundan, enerji kavrami Fourier teorisinden
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tiretilmistir. Dalgacik katsayilari Cj(k) = (S,v;x)
ile verilir. Ayrinti sinyalinin enerjisi ve her k

orneklemesindeki eneriji su sekilde tanimlanir:
E(k) = 272 ]G0 (9)
Sonuc olarak, toplam eneriji

Eror = IS = Zjco Bl =Zjeo 5 (10)

seklinde hesaplanir. Goreceli dalgacik enerjisine

karsilik gelen normalize degerler,

Ej

pj = (12)

Etot

j= -1, -2, ..., =N icin ¢ozliniirlik seviyesi enerjinin

farkh 6lgeklerde olasilik dagilimini ifade eder.

Olasilik dagilimini analiz etmek ve karsilagtirmak igin
etkili bir yontem olan Shannon entropisi (Shannon

1948), herhangi bir dagilim bilgisi 06lclslni

hesaplayabilir. Toplam Shannon WE (Meyer 1993,
Blanco et al. 1998, Rosso and Mairal 2002),

Siyr[Pl = —Xj<0p; - In[p;] (12)

seklinde ifade edilir. WE, sinyalin dizen veya
diizensizlik 6lglslinl ve sinyalin temel dinamikleri
hakkinda bilgi saglar. Diizenli bir sistemde, WE sifira
yakin veya cok diisiik bir deger alacaktir. Diizensiz

bir sistemde ise, WE maksimum degerlerde

olacaktir.

3. Bulgular

Fermiyon benzeri instanton ¢o6zlimlerinin WE
spektrumlari ve faz uzayinda WE renkli grafikleri
cizilerek incelenmistir. Ayrica bilinen diger entropi
yontemleriyle (Renyi entropi ve Tsallis entropi)
karsilastinlmistir. Oncelikle F(t) ve G(t) icin WE,
denklem (4a) ve (4b)'de B=1, 2, 0.5 parametreleri
icin degisen baslangi¢ kosullari altinda, sirasiyla [-1,
1], [-0.75, 0.75], [-1.5, 1.5] araliklarinda 0.01 adim

boyutuyla hesaplanir. t = 1 adim boyutunda 0'dan

1000'e 6nceki bolimde verilen denklemler sirayla
hesaplanarak, (4a) ve (4b) denklemlerinin
¢o6zimlerinden elde edilen F(t) ve G(t) zaman serileri

olan f(n) ve g(n) sinyalleri elde edilir.

Fermiyon benzeri instanton ¢6zliimlerinin baslangi¢
kosullarina gbre degisen [ degerlerinde WE
spektrumlari gizilmistir. Sekil 2 (a)’ya baktigimizda,
B=1 icin (F,G) = (—0.5,—0.5) = (0.5,0.5) kararh
noktalar, (F,G) = (0,0) ise catallanma noktasi
oldugu gorilmektedir ve bu degerler fermiyon
benzeri instanton ¢oéziimlerine karsilik gelmektedir
(Canbaz et al. 2012). Fermiyon benzeri instanton
¢ozimlerinin B degerlerine gbre degisimini
izleyebilmek igin, Sekil 2 (b)’de B=2 ve Sekil 2 (c)'de
B=0.5 parametreleri

gelisiglizel secilmektedir.

(Canbaz et al. 2012) galismasina gore, B=2 igin
1 1 1 1

(F,G) = (—ﬁ,—ﬁ) = (ﬁ’ﬁ) ve B:O.S ig:in
(F,G) = (—\/i?,—\/—li) = (\/—17,%) kararli noktalardir
ve (F,G) = (0, 0) catallanma noktasidir.

Sekil 2 (a)’y1 inceledigimizde, G=-0.5 sabit tutularak
F=-0.5"te ve G=0.5 sabit tutularak F=0.5"te WE’nin
sifir oldugu gorilmektedir ve periyodik yoriingelere
sahip oldugu seklinde yorumlanabilir. Ayrica diger
noktalarda yoriingeler periyodik degildir ve WE
sifirdan farkl degerlerdedir. Yine Sekil 2 (b), Sekil 2
(c)’yi inceledigimizde B=2 ve B=0.5 degerleri igin
kararli noktalar etrafinda yoériingelerin periyodik,
diger noktalarda ise periyodik olmadig seklinde
yorumlayabiliriz. Sekil 2 (a)’yi inceledigimizde F= {-
0.8, 0} ve F={0, 0.8} degerleri civarinda, Sekil 2 (b)’yi
inceledigimizde F= {-0.6, 0} ve F= {0, 0.6} degerleri
civarinda ve Sekil 2 (c)’yi inceledigimizde, F={-1.1, 0}
ve F= {0, 1.1} degerleri civarinda WE en biylk
degerlerdedir.

Sekil 2’ye baktigimizda B arttikga kararl noktalarin
degerinin azaldig, B azaldik¢a kararli noktalarin
degerinin arttigi goridlmektedir. Sonug¢ olarak, B
degistiginde yoriingelerin 6zelliklerinin degismedigi,
benzer Ozellikler

yoriingelerin gosterdigi

gorulmustir.
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Sekil 2. (a) B=1, (b) B=1.2 ve (c) B=0.5 igin degisen F
degerlerine gore fermiyon benzeri instanton
¢O6zUmlerinin WE spektrumu.

WE konturu, degisen baslangi¢c kosullarina gore
degisen B degerleri icin fermiyon benzeri instanton
¢O6zumlerinin degisimini net bir sekilde gérebilmek
icin cgizilmektedir. Degisen B degerleri icin degisen
F(t) ve G(t) degerlerine gore renkli grafikleri
incelenmistir.

Sekil 3 (a), (b) ve (c)’de ¢atallanma noktasi (F,G) =
(0, 0), kararli noktalar ise sirasiyla yaklasik olarak (F,
G) = (-0.5, -0.5) = (0.5, 0.5), (-0.35, -0.35) = (0.35,
0.35) ve (-0.7, -0.7) = (0.7, 0.7) periyodik yoriingeler
koyu renktedir. Agik renkte goriilenler ise periyodik
olmayan yoériingelerdir. WE'nin en yiiksek degerinde
oldugu vyer, c¢atallanma vyoringesidir. Ayrica
periyodik ve kararli noktalar cevresinde dalgacik
entropi degerinin 0 oldugu goérilmektedir. Genel
olarak Sekil-3’e bakildiginda, fermiyon benzeri
instanton ¢6zUmlerinde degisen B parametreleri igin
baslangic kosullari dikkate alindiginda mihim bir

degisiklik yoktur.

WE’nin fermiyon benzeri instanton ¢ézlimlerinin faz
uzayinda temsili Sekil 3 incelendiginde, periyodik ve
periyodik olmayan yoriingeler daha net bir sekilde

gorilmektedir. Sonug¢ olarak, fermiyon benzeri
instanton ¢ozlimlerinin kararli noktalar gevresinde
periyodik yoéringelere sahip oldugu soylenebilir.
Periyodik ve catallanma yoéringesi arasinda WE
degerleri artmaktadir. WE degerleri catallanma
yoriingesinde en vyiksek dizensizliktedir ve bu
yoriinge disindaki yerlerde daha distk degerlere
sahiptir.

0.8 WE

=15
-1.5 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0

7

Sekil 3. (a) B=1, (b) B=2 ve (c) B=0.5 igin fermiyon
benzeri instanton ¢ézlimlerinin faz uzayinda
WE'si.

degisimleri  analiz

edebilmek icin diger iyi bilinen entropi modelleri

Modellerden  kaynaklanan
olan Tsallis entropi (Tsallis 1988) ve Rényi entropi
(Renyi 1970) yontemleri de incelenmistir. Rényi
dalgacik entropisi (RWE) ve Tsallis dalgacik entropisi
(TWE) de sirasiyla ayni yontemle asagidaki gibi
hesaplanir:

St [P = 1510 (22000 )7) (13)
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1
ShrlP] == (1= ZjL1p)%) (14)
Calismada g=2 olarak alinmistir.

Sekil 4'te WE degerlerinin dnceki WE degerlerine

gore degistigi, oldugu
durumlarin ayni kaldigi goérilmektedir. Bu farkli

dizenli ve dizensiz
yontemlerle incelenen WE degerleri gbéz oniine
alindiginda, WE spektrumu ve faz uzayindaki WE
dogrusal olmayan denklemlerin yo6riingelerinin

Ozelliklerini analiz etmek igin kullanilabilir.

(a)
12 12
104 10
08 08
wosq goe
0.44 04
02 0.2
0.0 0.0
-100-0.75-0,50-0.25 0.00 0.25 050 045 L0O -1100 -0.75-050~-0.25 0.00 0.25 050 075 100
¥ F
07 07
06 06
05 05
04 0.4
w w
203 203
02 02
01 0.1
00 0.0
-1.00-0.75-0.50-0.25 0.00 0.25 050 0.75 100 -1.00 -0.75-0.50-0.25 0.00 0.25 050 075 100
¥ ¥
14
12
10
0.8
WE
0.6
0.4
0.2
-1.00 0.0
-1.00 -0.75 -0.50 =-0.25 0.00
F
0.7
0.75
0.6
0.50
0.5
0.25
0.4
0.00 -
WE

(L)
-0.25

-0.50
-0.75

-1.00
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75

F

Sekil 4. B=1 icin degisen F degerlerine sahip fermiyon
benzeri instanton ¢6zimlerinin (a) RWE
spektrumu ve (b) TWE spektrumu, B =1 igin
fermiyon benzeri instanton ¢éziimlerinin faz
uzayinda (c) RWE ve (d) TWE.

4, Tartisma ve Sonug

Thirring modelde fermiyon benzeri instanton

¢O6zimlerinin  yoringelerinin  dizen-dizensizlik
durumlari hakkinda bilgi sahibi olabilmek i¢in WE
spektrumu ve WE'nin kontur grafigi incelenmistir.

WE yontemiyle, (Canbaz et al. 2012) ¢alismasinda

analitik olarak belirlenen fermiyon benzeri
instanton ¢ozUmlerinin kararli noktalari tespit
edilebilir. Analizlere bakildiginda; kararli nokta
etrafinda periyodik yoriingelere, kararli nokta

disindaki yerlerde periyodik olmayan yoriingelere
sahip oldugu goérilmektedir. WE, c¢atallanma
yoriingesinde en vyiksek dizensizlige eristikten
sonraki artis ve azalmalar dikkat cekmektedir.
Neticede, faz uzayinda WE yontemiyle fermiyon
benzeri instanton ¢ozimlerinin yoringelerinin
dizen-dizensizligi hakkinda fikir sahibi olabilmenin
WE'ler faz

lineer olmayan dinamik

miimkin oldugunu soyleyebiliriz.

uzayinda incelenerek,
sistemlerin yoringelerinin periyodikligi hakkinda
hizli ve dogru sonuglar alinabilecegi sonucuna

varabiliriz.
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