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TOPOLOJIK UZAYLAR ZERINDE TOPOLOJIK GRUBUN
OLUSTURDUGU GRUPLARIN DEMETI

Cemil YiLDIiZ
Insni Oniversitesi Fen- Edebiyat Fakiiitesi MALATYA

OZET

Bu galismada, Homotopi va Demet Teorls| biriikie gbz éndna alinarak Topolojik grup
vasitasiyla bir cebirsel yapida demet oluslurulmus ve neticede bazr cebirsel Topolojik
karaklerizasyonlar verilmigtir,

THE SHEAF OF THE GROUPS FORMED BY TOPOLOGICAL GROUP
OVER TOPOLOGICAL SPACES

SUMMARY

In this paper, we consider both homotopy and sheaf theory and construct an algebraic
sheal by means of the topolocical group.Finally,we give some aigebraic topological
characterizations,

1.Topolojik uzaylar Gzerinde topolojik gurubun olugturdudu grup-
larin  demeti.

Tamm 1.1 X,S iki topolojik uzay ve n :S — X bir yerel topolojik
tasvir olsun. Bu durumda (S, n) ¢iftine veya kisaca S ye X iizerinde
bir demet denir (1).

C topolojik uzaylarnn bir kategorisi ve X de bu kategoride her x eX
igin (X,x) ler aym homotopi tipine sahip olsun. Bu kategoride bitiin
topolojik vektdr uzaylarida bulunsun.

Xe® bir taban ciimle ve P birim eleman taban noktasi olan herhangi-
bir topolojik grup alalim. Bu durumda (X,x} den (P,p,) a taban nok-

talarimi koruyan, taban noktalarina gdre homotop tasvirlerin homo-
topi siniflanmin { (X,x) ; (P.pg)] cimlesi bir gruptur. (Burada x eX ve

Po & P,P nin birim elaman olan taban noktasidir.) Ustelik bu grup-
lar birbirinden farkhidir(2). Herbir x eX, {X, x} noktall topolojik
uzay igin olusturulan S(X) = Yy [ (X.X) : (P.po)} climlesi X Gzerinde
bir cimledir.

Simdi ¢: S(X) = X tasfirini agagidaki gibi tamimlayahm; 9€3({X)
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alindiginda bir x £X noktasi vardir. Oyleki F=[f] & [ (X,x); (P.po} 1
X

Bu durumda ¢{o)=x. Eger x, £ X keyfi sabit bir nokta ise, bu durumda
X de xg in agik bir komgulugunu VaV(xg) oisun. s:V — S(X} tasvirini
asafidaki gibi tanmimlayabiliriz:

Efer xoeXise S(X) de bir { (X.xg); (P.pg)] grubu vardr. m"o'
[(X.xg); (P.Pg) ] grubunda bir homotopi sintfi olsun. Eger y, V de
herhangi bir nokta ise, bu durumda (X.,x,) ve (X.y) aynm homotopi ti-
pinden olduklarindan (X,y) den (X,xg)'a bir @ homotopi esdegerlilik

tasviri vardir. Boylece
f

(ero) - (P.po)

oA 7 o

(X, v}

diagraminda gérilen fo o: (X, y) — (P.py) tasviri sirekli ve laban
noktasim korur, fo @=h tasvirinin homotopi sinifi [ h }y e [(Xy);
{p.pg)] dir. O haide s{y)= [ h] y olarak tanimlayalim. Bu sekilde elde
edilen s tasviri iyi tamimhdir ve her bir y eV igin { ¢osHy)= ¢(s
(y))=y. O halde ¢os=ly. Bdylece s{V}= yev [k ]y olarak yazilabilir.
Kolayca gésteriiabilirki
= {s(V):V=V{x) C XxeXsel'(V,S(X)}

ailesi S(X) (zerinde bir topoloji tabamdir. Boylece S(X) bir topolo-
jik uzaydir,

Simdi gdsterelim ki, ¢:5(X}) — X dodal tasviri bir yerel topolojk
tasvirdir. Eger o=[h]y eS(X) ve yeX ise, bu durumda ¢(c) = ¢([h]y)=y. ¥
yi kapsayan V agk komguiufu igin bir s:V 5S(X) tasviri vardr
dyleki s(y)=o. Ayrica U{c)=s(V) ve ¢ |U=¢*olarak alahm.

1. ¢":U >V tasviri bire-birdir. Gergekten, herhangi o, o, £s{V) &in
V de sirasiyla Yq Yo noktalari vardir.  Oyleki o= s(y1)=[fo¢]Y1,
0y =S(Y2)=[f0<b'] y2- Yani
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f f

(X xg) ——={(pP.pPg) (Xxg) —— {P.pg)
@ T /fom w‘] / foo'
(Xyq) (X.y5)

Eger ¢"(o4) = 0"( 0p) ise, buradan ¢"(s(y4)) = ¢*( sly,)) = ¢"([fo
oly )= ¢"([fo @) yp) = y; =yp . O halde @ ~ o' = foo ~ foar =
[fow]y1 = [foa]y, = oy = 05

2. ¢":U - V tasviri sirekiidir. E§er o, U da herhangibir eleman ¢*
(o)=yeV ve W=W(y)}CV,y nin bir komgulugu ise, bu durumda s(W)C U, ¢

min bir komgulugudur ve ¢* (s(W))= WC V. bu yizden ¢* sirekiidir.

3. o* '1=( ¢IU)'1=s:v —  U=s{V) siireklidir. Eger y,V de herhangi

bir eleman, s(y) = oelU ve U' = U'(o)C U, o nin bir komsuludu ise, bu
durumda ( ¢ |U) (U CV, y nin V de bir komsulugudur, ve s{( ¢ | Uy (U)

= U'CU. Bu yizden ¢* ' siireklidir.

$imdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem.1.1. P topolojik grup ve Xe@olsun. Eder S(X)= ;‘E/X [({X,x);
(P,po)] ve ¢ 1 S5(X) » X dodal tasviri her o ={f] , € S(X}, x £ X igin ¢( o)
= ¢ ([fly) = x ise, bu durumda S(X) Gzerinde bir topoloji vardir,
dyteki ¢ bu lopolojiye gére yerel topolojiktir. Boylece (S(X), ¢) cifti

X Ozerinde bir demettir.

Tanim.1.2. Teorem.1.1 ile elde edilen (S(X), ¢} demetine P topolo-
jik grubun (X,x), xeX noktall topolojik uzaylar Uzerinde olusturdugu
gruplann demeti denir,

Tanim.1.3. Her bir xeX igin [(X,x):(P,p )] = ¢'1(x) grubuna demetin X
uzerindeki sapi denir, ve S(X), ile gdsterilir.
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Eger xeX keyfi sabit bir nokta ve V=V(x),x in X de bir agik komgulugu
ise, S(X) in topolojisinin ingasinda tanimlanan, s:V — S(X) tasvirine
S(X) 1 V Gzerindeki kesiti denir. S{X) in V izerindeki bitin kesitle-
rin ciimlasine Y (V,8(X)) ile gdsterelim. Kolayca gdsterilebilir ki T
(V.S(%)) climlesi asagida tanimlanan nokiasal garpim iglemi ile bir-
likte bir gruptur:

Herhangi sq,82 e Y (V,5{(X}) ve y e V igin

(s1.52 ¥)=sy(y) sa(y)
olsun. Bu garpim iglemi iyi tammh ve kapalidir. Agikga carpim
islemi birlegimli ve [{X,x);(P.p )] nin birim elemanindan elde edilen

1:V -+ S(X) tasviri birim elemandir. Ayrica herhangi seY (V,S(X)) igin
invers eleman, yani s'1r,T (V.5(X)), P topolojik grubun invers ele-
mani vasitasiyla elde edilir. O haide Y (V,S(X)) bir gruptur. Bu su-
rotle ()} S(X) ® S(X) - S(X) islemi {yani, her o4,05 € S(X} igin
(64,00} = ©1.0p) streklidir. O halde (S(X), ¢} cebirsel bir demettir.

2. Karakterizasyonlar

X1,X2,2 kategorisinde topolojik uzaylar, P taban noktasi birim ele-
man olan bir topolejik grup ve S(X4),S(Xp) swrasiyla olugturulan de-
metler olsun. Gosterim olarak bunlan (X4.5(X1)) ve {X2,5(X5})
giftieri geklinde gdsterelim.

Tanim.2.1. (X4.5(X4) ve (X5.5(Xp)) ciftleri verilmig olsun. Bu
giftler arasinda agaidaki sartlar saglayan bir homomorfizm
vardir denir, ve F=(a *, 0):(X1.5(X1)) & (X2,5(Xp)) seklinde yazihr:

1. a:Xq o Xp Uzerine tasviri agik ve strekli ise,

2. o*:S(Xo) —8(Xq) tasviri agik ve siirekli ise,

3. «* saplani korur. Yani her S(Xz)a(ﬂ)CS(Xg) sapi igin

o (S(X2)a(x1))CS(X1)x1 Byleki afxs)=xgeXp.

4. Her a(xq) = xpeXp igin a* | ${X2)g(x1)S(X2)a(x1) = S(X1)x1

kisittamas! bir homomortizm ise.

Tanim.2.2. (X1,5(X1)) ve (X2,S(Xp)} giftleri verilmig olsun. Bu
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ciftler arasinda bir izomorfizm vardir denir. Eger F=(a *, a):(X4,S

(X)) 5 (X9,5({X2)) bir homomorfizm ve « *, a topolojik tasvirler ise.
F
Bu ciftler izomorfiktir denir ve (Xq,5(X¢)) = (X5,5(X2)) seklinde

gosterilir.

Teorem.2.1.(X{,5(X4)) ve (X2,5(X2)) ciftleri verilmis olsun. Eger a:
X1 = Xp Uzerine tasviri agtk ve sarekli olarak verilmig ise, bu du-
rumda (Xq,5(X4)) ve (Xp,8(Xp)) ¢iftleri arasinda bir homomorfizm
vardir,

Ispat: X41eX4 keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda  a{x4)eXy ve
i(x1’x1)’ (plpO)] = S(x1 )x"CS(X‘!), [(x2l u(x1))! (P~po)] = S(X2) u(x])c
S(X5) oiugan saplardir.

$imdi P birim elemanm taban noktasi olan bir topolojik grup olmak
iizere, taban noktalarn sirasiyla x4 ve a(xq) olan (Xq,xq}, (X2, «

{x1)) noktali topolojik uzayiarini gdzéniine alalim. Eder o, g5 @ (X,
a(xq)) = (P,pp) taban noktalarim koruyan siirekli tasvirler ise, bu
durumda fy, gy : (X, xq) = (P,pgy) taban noktalarim koruyan sirekli
tasvirleri f{=f2 ox ve g = g o« geklinde tammlayabiliriz. Ayrica,

fo . gp rel. w(xq) ise, kolayca gdsterilebilir ki, 14 . g4 rel. x3. Bu
yuazden [ f ]g(x1) = (fo alyxqy eslemesi tek anlamhdir ve (Xp, a(x4})
den (P,p,) a taban noktalann koruyan sirekli tasvirlerin homotopi
siniflarma, (X4, x4) den {P.py) a taban noktalarini koruyan sirekli
tasvirlerin homotopi siniflanina tasvir eder. Yani, bu esieme {i] a(x1)

elemanina bir tek [fo a]yy elemanini kargihk getirir,

x1eX4 keyfi sabit bir nokta olarak alindigindan yukandaki esleme
a*:8(Xp) - S(Xq) tasvirini verir, dyleki her [f] £ S(X5) igin o* ([f)) =
[fo ol € S(Xq).
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S(Xq) ear _ S(Xp)
¢ 1 iR ¢t1
Xy ——a ., X2

i. o* sireklidir. Ginki, ejer U;CS(X4) herhangibir agik ciumle ise,
bu durumda gosterilebilirki, u*_l (U4}=Up C S{X5)} bir agik cimledir.
Gergekten, eger U4C S(X4) bir agik cimle ise, V;CXq,iel agik
komguluklar ve s1i: Vi — S({X4), Vjizerinde kesitler olmak lizere
Uq=tdsi (V) ve 99 (Ug) =YV dir. O halde |3 V{CXy agiktir ve
o agtk tasvir oldugundan u(iks-{v-,) =%E{ a (V) C Xo aciklir. Ayrica,
yine « agik tasvir oldugundan « (Vj), iel , Xo de agik komguiuklardir

ve 3%, iel kesitleri vardir Syleki L:E{ s (a (V)T S(Xp) bir agrk

cumledir. Gésterelim ki, Uy -Ike-{s"’,- (@(V}) di.

§imdi, op =[f] 5(x1)eUp herhangi bir eleman ise, 3o¢=[h] y1eU4
dyleki 0*(0s) = 09 dir. ¢4 {o1)= ¢ (["] v4) = xq. Dolaysiyla, Jiel igin
X1 e Vjise @ (x1) = X2 ea(V)) ve 0g = [f] 2 £ 5% (a(V})). O halde

Uactd % (V).

Diger taraftan op Eiks_{ szi (x(V;)) herhangi bir eleman ise, 3iel igin

oo es’j (a(V)) dir. Buradan o9 = [f] 2 ise, ¢ ( 09) = xp ve xqe Vi,
a(xq) = xo olmak lizere, fo « : (Xy,x1) = (p.pg) tasviri sirekli ve ta-
ban noktasim korur. Dolayisiyla [fo o] x4 = «wqeUy. Buradan 6o e Up

2 . 2
dir. O halde 1%1’ s (a(V)CUy. Netice olarak Us =%Ef 5% (a(V)) ve o*

sureklidir.
2. o* agik tasvirdir. Gergekten, UoC S(X5) herhangi bir agik cimle
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ise, gosterelim ki, a*(Up) = UiCS(X4) bir agik ctimledir. UpCS(Xp)
bir agik cimle ise, WiCXg, iel agik komguluklar ve szi : W - S(Xo)
kesitler olmak @zere Up =\J 5% (Wj) ve 93 (Up)= '} Wjdir. Bu
yuzden, k.g’; W;CX5 agiktir ve a siirekli oldugundan a1 (ﬁ W, )-ika—]l
a-t (W) CXy agiktir. Yine o sirekli oldugundan o1 (W), iel, X4 de
agtk komsguluklardir ve 3 s'i, iel kesitlert vardir Oyleki LE; 31i (a1

W) S{X3) bir agik cimledir. Gosterelim ki Uy = s ( o (W)
I 1 1 el ~ ! I

Eger o1=[n] x1& Uy herhangi bir eleman ise, Jop=[fly(x1)e U2 Oyleki
a*(op)= o1 dir, ve ¢ (02) = ¢2 ({flg(x1))= @(xq) = x2. O halde Jiel
igin a(xq)=xp eW;ise, xqe a’l (W) ve oq = [foalﬂet}l s (ot (W),

Buradan Uy =bJs'j (o1 (Wy).

Diger taraftan, eger o4 €l s'i {(a? (W{)) herhengi bir eleman ise,

Jiel igin o4 ssii (a (W) dir.  oq= [foalyq ise ¢q (o) = xq dir.
alxq)=xo eW; olmak izere f: (Xp, u(xq)} = (P,py) tasviri sorekli ve
taban noktasint korur. Dolayistyla, [fly(x1) = 02 eUp dir. Buradan

o1 €Uy ve}ds‘i (a-! (W))C Uq dir. Sonugta Uy =\Efs‘i(a'1 (W)

ve o* agik bir tasvirdir.

3. a* saplan korur. Gergekten, her [f]ly0eS(X2)yo igin o ({flyo) =

[foa] 1€S(X1)xq ve a{xq)=xp3. O halde a*(S(X2)x2 CS(X1)x1
Oyleki  a(xq)=xo.

4. afxq)=xs € Xo igin a* | S{Xo)x2 : S(Xalxo — S(X4)xq bir homomor-
fizmdir. Gergekten, w(xq)=xp € Xp igin 5,95 : (X2.x2} = (P.py) ta-

ban noktalarimi koruyan sirekli tasvirler ve bunlara kargt gelen ta-
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ban noktalarni  koruyan  sOrekli  tasvirler
fi=fpoa,99=gp00:(Xq,x1)={P,pg) ise, bu durumda [flyo, [gl0ES

{X2)x2, ffoody 1.[g0a)y1€S(Xq)ye dir.
o ({flxalglxo) = allfalx2) = [(fg)oalyy = [(foa)(gon)]y 4
= [foalgy [goalyq)= a*([flx2)a’ ([9)x2)-

Sonug olarak F={a* o) ikilisi bir homomorfizmdir.

Teorem.2.2. {X{,S(X4)), {(X2.8(X2)), (X3,5(X3)) ciftleri ve ay:Xq —
Xp, wp:Xp =+ X3, izerine tasvirleri agik ve sirekli olarak verilmig

olsun. Bu durumda F=(a*,a) : (X4,5(Xq.) S (X3,.5{X3) homomorfizmi

vardir dyleki o = asoay, a*= aq*o an® di .

ispat: ajoaq: X1 — Xg tasviri Uzerine agik ve strekli oldugundan
Teorem 2.1. den Fe(o*,a = ag0aq) @ (X1,5(Xq) 35 (X3.5(Xqg)} bir ho-
momorfizmdir. Bunun igin a*= ay*0 as® oldufunu gdstermemiz ispat
igin yeterlidir. Herhangi bir [] e(Xg) igin o ((fl} = (ay*0 ap*} {[f])
oldugunu gdsterelim.

a* ([f) = [foal=[ folago aq)] = {{foap)o ay] =ay* ([ioap)])

= ay* (@p® ()= {(x'0 ap”) () = o' =oq’o oy

Simdi agsadidaki teoremi ifade edebiliriz:
Teorem.2.3. Topolojik uzaylar ve Gzerine, agik ve sirekli tasvirierin
< kategorisinden, Demetler ve demet homomorfizmler kategorisine
bir kontravaryant funktor vardir.
Teorem.2.4. {X4,8(X1)) ve {X2,5{X9)) ¢iftleri verilmis olsun. Eger,
a : Xy = X2 bir topolojik tasvir ise, bu durumda (X4.5(X{)) ve (X5,5
(X)) giftleri arastnda bir izomorfizm vardir.

Ispat: Teorem.2.1. den dolayt (X1,S(X1)) ve {Xo.S(X2)) ciftleri

arasinda F=(a®,0) homomorfizmi vardir. Teoremin ispati igin o*
bire bir ve a* 1 in sirekli oldudunu gbstermemiz yeterlidir. « bir
topolojik tasvir oldugundan o1 sireklidir. Bu durumda teorem 2.1.
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den dolayl F=(a*,a) ve F'1 = ((a%)*, a1 ) homomorfizmieri vardir.

Diger yandan, herhangi iki [fp], [g2] € S(Xp) eleman igin o*([f5])=
o* ([g2]) = iD= lg1] = («")* ([(fyD= (@ * (ig1])- Burada (@)’

(o ([f2l=(a")* (o (g2l dir. (" 1)* of &)*=(a0™ ')+ ve uoa'1=‘x2-
(aoa’)* = Ig(xp) oldugundan o*(lfa))=a* (lgg)) = [fal)= lgz).

‘ o* 1= @) iqugundan o' streklidir. O halde F=(a®,a) bir izo-
morfizmdir.
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